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SIR WILLIAM
ROWAN HAMILTON

(1805-1865)

WILLAM ROWAN HAMILTON nacio en Dublin, Irlanda. Desde muy temprano
dio muestras de genialidad. A la edad de 5 afios ya dominaba latin, griego y
hebreo, gracias a las lecciones recibidas de su tio, el reverendo James Hamilton. A
los 15 aiios empezo a leer a Newton y a Laplace. Cuando contaba con 17 aiios
descubrié un error en la obra cumbre de Laplace, Mecanica Celeste. Con este hecho
gana especial reconocimiento. En 1823 ingreso al Trinity Collage, de donde se

graduo con optimos honores.
En 1833, Hamilton logra definir un producto en R?, el conjunto de pares

, 2
ordenados de numeros reales. Con este producto y la suma usual de pares, R

adquiere la estructura de campo. Este campo no es otro que el campo de niimeros
complejos. Después de este éxito, él se obsesiond en la busqueda, sin éxito, de

.. 3 . , ,
resultados similares para R’, el conjunto de triadas ordenadas de numeros reales.

El 16 de octubre de 1843, mientras Hamilton caminaba con direccion a la

Academia Real Irlandesa, en su mente surgié la idea de un producto en R*, el

conjunto de cuddruples ordenados de niimeros reales. Mediante este producto, R*,

adquiere la estructura de dlgebra conmutativa: El Algebra de los Quaterniones. Tal
fue su emocion que no resistio el impulso de grabar en el muro de un puente (el
puente Broome) las formulas bdsicas de los quaterniones:

i’=j?=k*=ijk=-1
El tiempo borro esta grabacion. Sin embargo, en el aiio 1958, la Academia Real

Irlandesa coloco una placa en este lugar para conmemorar este hecho,

Hamilton paso el resto de su vida trabajando en los quaterniones. El tenia en
mente que esta nueva estructura algebraica revolucionaria el estudio de la fisica.
Fue infortunado en sus relaciones familiares. Tuvo problemas alcohdlicos.
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SECCION 1.1

SISTEMA TRIDIMENSIONAL DE COORDENADAS
RECTANGULARES

Introducimos un sistema tridimensional de coordenadas para el espacio. Para esto,
tomamos tres rectas numéricas a la misma escala, perpendiculares y que se
interceptan en su origen. Estas rectas tomaran el nombre de eje X, eje Y y eje Z. Alin
mas, la direccion positiva del eje Z es escogida de acuerdo a la regla de la mano
derecha. Esto es, como ilustra la figura, si se doblan los dedos de la mano derecha
logrando una rotaciéon en sentido antihorario en el plano XY, el dedo pulgar debe
apuntar en la direccion positiva del eje Z.

V4 V4
T2 Z
11 /,4"_2 Plano YZ
07 !
AT ' > v
24 Y
1
X -2 X
X

Los tres ejes determinan tres planos, llamados planes coordenados. Estos son: El
plano XY, que contiene a los ejes X e Y. El plano YZ, que contiene a los ejes Y y Z.
El plano XZ, que contiene a los ejes Y y Z.

Los planos coordenados dividen al espacio en ocho partes, llamados octantes.
Llamaremos primer octante, al octante determinado por los tres semiejes positivos.

Sea R*=R xR x R el conjunto de las ternas ordenadas (x, y, z) de niimeros

reales. Esto es, R>= {(x, v,z)/x,y,z eR }

El sistema construido nos permitira construir una correspondencia biunivoca entre
los puntos del espacio y las ternas ordenadas de nimeros ordenadas. En efecto, si P
es un punto del espacio, a P le asignamos la terna ordenada (x, y, z), donde x, y, z
son las coordenadas de las proyecciones de P sobre los ejes X, Y y Z,
respectivamente. Reciprocamente, a una terna ordenada (x, y, z) le hacemos
corresponder el punto P que se obtiene moviéndose x unidades sobre el eje X a
partir de 0; luego, y unidades en direccion paralela al eje Y 'y,
por ultimo, z unidades en direccidon paralela al eje Z. V4
En estos movimientos se debe considerar el signo de la
coordenada.

Segun la correspondencia biunivoca anterior, si al
punto P le corresponde la terna (x, y, z), diremos que
(x, y, z) son las coordenadas rectangulares del punto Py
escribiremos P = (x, y, z) o también P(x, y, z). X

P=(x,y,2)
p

— Y
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Al origen le corresponde la terna (0, 0, 0). Esto es, 0= (0, 0, 0).

La correspondencia biunivoca lograda anteriormente recibe el nombre de sistema
tridimensional de coordenadas rectangulares.

EJEMPLO 1.| Graficar el punto P=(2,-3,4)

Solucion

Z

Para ayudar mas a nuestra perspectiva, con los nimeros
de la terna, construimos un paralelepipedo (una caja) con
un vértice en el origen. El punto P es el punto extremo de
la diagonal principal que se inicia en 0.

DISTANCIA EN EL ESPACIO

Aplicando el teorema de Pitagoras dos veces se consigue la siguiente formula.

La distancia entre los puntos P, = (x;, y1,z1) y P> =(x2, 12, 22) €s

d(Py, P2) = \/(Xz -x) 4+ (v2 =)+ (2, -2)?
A la distancia d(P;, P,) también se lo denota por ‘ BP, ‘

EJEMPLO 2.| Hallar la distancia entre los puntos P =(-2,-3,1) y 0=(3, 4, -3)

Solucion

d(P,0) = (3-(-2) )2 +(4-(3)2+(-3-1)2 =y 52+ 72+ 4> = 90 = 310

PUNTO MEDIO

El punto medio del segmento de recta comprendido entre los puntos P, =
(X1, y1,21) Y P2a=(x2, 2, 22) €8
M= (x1+x2)y1+y2,21+22j
2 2 2

Este resultado lo demostramos en el problema resuelto 2.

EJEMPLO 3.| Hallar el punto medio del segmento de recta comprendido entre los

puntos P= (2,-3,-1) y O=(-6,-5,3).

e [2—6’ 35 —1+3j:[__4’ =3 gj (24,1
2 2 2 2722

Solucion
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SUPERFICIES EN R’

Sea f{x, y, z) = 0 una ecuacion en las variables x, y, z. La grafica de esta ecuacion

es el conjunto de puntos (x, y, z) en R* cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion. A

esta grafica la llamaremos superficie en R’. Esto es, el conjunto

S={(x,y,2€ R/ fix,y,2)=0}

es una superficie en R’.

EJEMPLO 4. | Describir cada una de las superficies:

a. z=5 b. x=-3 c.y=-2
Solucion
a. La graficade z= 5 es el conjunto {(x, ¥, Z)€ R/ z=5 } , que son los puntos del

espacio cuya tercera coordenada es 5. Estos puntos conforman el plano paralelo al
plano coordenado XY que esta a 5 unidades arriba de él. Ver la Fig. 1.

En general, si k es una constante, el grafico de z = k£ es un plano paralelo al
plano XY. En particular, el grafico z=0 es el mismo plano coordenado XY.

b. Similar al caso anterior. La grafica de x = =3 es el plano paralelo al plano
coordenado YZ que esta a 3 unidades detras del origen. Ver la Fig. 2.

En general, si k es una constante, el grafico de x = k£ es un plano paralelo al
plano YZ. En particular, el grafico de x =0 es el mismo plano coordenado YZ.

c. La grafica de y = —2 es el plano paralelo al plano coordenado XZ que esta a 2
unidades a la izquierda del origen. Ver la Fig. 3.

En general, si k es una constante, el grafico de y = k£ es un plano paralelo al
plano XZ. En particular, el grafico de y =0 es el mismo plano coordenado XZ.

7
V4 V4
E
1

-3
0 0 / ‘ﬁ Y
i b

X X X

Fig.1: z=5 Fig.2: x=-3 Fig.3: y=-2

Mas adelante estudiaremos el plano en forma mas completa.
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ECUACION DE LA ESFERA
Una esfera es el conjunto de todos los puntos de R que son equidistantes de un

punto fijo. El punto fijo es el centro de la esfera y la medida de la distancia
constante es ¢l radio.

La ecuacion canénica de la esfera de radior y “
centro en C=(h, k, I) es
x=-h2+@y-K*+@-D*=rr (1)
En efecto, si P = (x, y, z) es un punto cualquiera
de la esfera, entonces
d(P,C)=r < [d(PP, C))* =71 Y
S (-h+ -+ -1 =r b

Si desarrollamos los cuadrados de la ecuacion candnica de la esfera obtenemos una
ecuacion de segundo grado de la forma:

X +y+ Z2+Hx+Ky+Lz+M=0 2)

Reciprocamente, si tenemos una ecuacidbn como la anterior, completando
cuadrados obtenemos:

(x—h)>+ (y—k)*+ (z—[)*= R, donde

r=in  k=lg lzlL, R= l(H2 +K*+1° —4M)
2 2 2 4
Si R > 0, entonces la ecuacion (2) es la ecuacion de la esfera de radio » = JR Y
centro en C = (h, k, /). Si R =0, la gréafica de (2) es el punto C=(h, k, /). SiR <0, la
grafica de (2) es el conjunto vacio, ya que la suma de los cuadrados de tres reales
nunca es negativa. En resumen tenemos:

[ TEOREMA 1.1]La gréfica de una ecuacion de segundo grado de la forma

X +y+ 2+ Hx+Ky+Lz+M=0
es una esfera, un punto o el conjunto vacio.

A esta ecuacion se le llama ecuacién general de la esfera.

EJEMPLO 4. | Identificar el grafico de

3%+ 37 +3272+6x— 182-45=0

Solucion

Completamos cuadrados:
3P +2x+1)+3)°+3(2 - 62+9) =45+3+27 &

3x+ 1)1 +3"+3(z-3) =75 <
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x+1)P+y*+(z-37 =25 <
(x+ 1) +)"+(z-3) =5

Esta ecuacion corresponde a la esfera de radio =5 y centro en C = (-1, 0, 3).

EJEMPLO 5. | El segmento que tiene por extremos los puntos P = (-6, 3, 6) y

Q= (4, -1, -2) es un didametro de una esfera. Hallar la ecuacion de
esta esfera.
Solucién

El centro de la esfera es el punto medio del diametro. Luego, el centro

c [—6+4’3—1’6—2J_(_1, 1.2)
2 2 2

Por otro lado, el radio de la esfera es la mitad de un didmetro. Luego, este radio es

= %d(P, 0)= %\/(4+6)2 +(-1-3)P +(-2-6)* = 35

En consecuencia, la ecuacion candnica de esta circunferencia es

x+ 1Y’ +@-1) +(=z-2) =45

PROBLEMAS RESUELTOS 1.1

|PROBLEMA 1. | Los puntos 4 = (-1, -1, 1) y B =(1, 2, 3) son vértices opuestos
de un paralelepipedo cuyas caras son paralelas a los planos
coordenados.

a. Dibujar el paralelepipedo. b. Hallar los 8 vértices
c. Hallar la longitud de la diagonal. AB.
Solucion
b. A=(-1,-1,1), (1,-1,1),
(1,-1,3), (-1,-1,3)
B=(,2,3), (-1,2,1),
(1,2,1), (-1,2,3).

c. dd, B)= (1+1)7 +@2+12 +(3-1) = V17 x/ v
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[PROBLEMA 2.| Probar que el punto medio M del segmento de recta comprendido
entre los puntos Py = (x1, y1,21) ¥ P> = (X2, V2, 22) €8

M= XN+X Nty 721+t
2 7 2 72

Solucion V7

Sea M= (x,y,z) o P2= (%2, Y2, 22)

Proyectamos el segmento P P, sobre
cada uno de los tres ejes.

7

Por ser M = (x, y, z) el punto medio, tenemos:

En el eje X, x es punto medio del
intervalo [xy, x,]. Luego, AN ;
X—X|=XH—-X=>2x=x1tx,=

_XNtx X
2
Enel eje Y, y es punto medio del intervalo [y, )»]. Luego,
+
Y=N=n-y=> W=yt = y= yl—zyz

En el eje Z, z es punto medio del intervalo [z;, z;]. Luego,

z+2z,
z—z1=z—z>>2=ztz2, => z= —=

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

En los problemas 1 y 2, los puntos A y B son vértices opuestos de un
paralelepipedo rectangular con caras paralelas a los planos coordenados.

a. Dibujar eﬂaralelepipedo. b. Hallar los 8 vértices c. Hallar la longitud de la
diagonal 4B.
1. A=(1,1,1),B=(2,4,3) Rpta.b. A= (1,1,1),(2,1,1),(2,1,3),(1, 1,3)
B=(2,4,3),(2,4,1),(1,4,1),(1,4,3)
c.d4,B)=+/14

2.4=(-1,-1,2),B=(3,2,4) Rpta b.A=(-1,-1,2),(3,-1,2), 3, -1, 4),
(-1,-1,4). B=(3,2,4),(3,2,2),
(-1,2,2), (-1,2,4). c.d4, B)y=+29
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3. a. Pruebe que el triangulo de vértices P=(1,1,1),Q=(@3,3,2) y R=(3,-3,5)
es un tridngulo rectangulo.

b. Hallar el area del triangulo. Rpta. A=9

4. a. Probar que el triangulo de vértices P=(3,4,1),Q=(0,6,2) y R=(1,3,4)es
un triangulo equilatero.

b. Hallar M, el punto medio del segmento @ . Rpta. M= (3/2,5,3/2)
c. Hallar la longitud del segmento MR . Rpta. \ 42/2
d. Hallar el area del triangulo. Rpta. 7372

5. Probar que los puntos P=(1,0,3),0=(2,1,4)y R=(4, 3, 6) son colineales.
Sugerencia: Probar que d(P, R) =d(P, Q)+ d(Q, R)

6. Hallar la distancia del punto P = (2, -3, 4) a cada uno de los siguientes planos y

ejes.
a. Plano XY b. Plano XZ ¢. Plano YZ
d. Eje X e. EjeY f. EjeZ

Rpta. a. 4 b. 3 ¢2 d.5 e2/5 £.413

7. Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano YZ.
Hallar los puntos de esta recta que estan a una distancia de 7 unidades del punto

(0, 5, 0). Rpta. (34/5,5,2), (=3v/5,5,2)

8. Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano XY.
Hallar los puntos de esta recta que estan a una distancia de 7 unidades del punto

(0, 5, 0). Rpta. (3,5,2410), (3,5, —2410)

En los problemas del 9 al 12, completando cuadrados, hallar el centro y el
radio de la esfera cuya ecuacion es dada.

9. X*+)y’+27—6x+2y —2z+10=0 Rpta. 3,-1,1). r=1
10. X’ +)°+ 22— 6x—8y +82+25=0 Rpta. (3,4,-4). r=4
11 4% +4 )2+ 47 4y +82 -3=0 Rpta. (0, 1/2,-1). r=+2
12. X*+)y"+22-2z=0 Rpta. (0,0,1/2).  r=1/2

13. a. Hallar la ecuacion de la esfera con centro en (4, -2, 1) y radio NED

b. Describir la interseccion de la esfera con el plano XY.

c. Describir la interseccion de la esfera con el plano XZ.

d. Describir la interseccion de la esfera con el plano YZ.

Rpta. a. (x =4y +(y+2)+(z-1)’=5

b. La circunferencia en el plano XY: (x —4)* + (y +2)* =4,z=0
¢. La circunferencia en el plano XZ: (x —4)*+ (z—1)*=1, y=0
d. La esfera no intersecta el plano YZ.



10

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Cap.1 Vectores y Geometria Analitica del espacio

Hallar la ecuacion de la esfera con centro en (2, —1, 2) y que pasa por el origen.
Rpta. (x =2+ + 1)+ (z-2)"=9

Hallar la ecuacion de la esfera con centro en (-1, 3, —2) y que pasa por el punto
(3, 6,-2).
Rpta. (x+1)*+ (=3 +(z+2)* =25

Hallar la ecuacion de la esfera con centro en (4, -2, 3) y es tangente:
a. Al plano XY b. Alplano YZ
Rpta. a. (x =4 +(y+2) +(z-37=9 b. (x—4) ' +(y+2)+(z-3) =16
Hallar las ecuaciones de las esferas tangentes que tienen el mismo radio y cuyos
centros son (4,-2,5)y (-4, 0, 1).
Rpta. a.(x =4+ +2)+ (-5 =21 b.(x+4) +)*+(z— 1)’ =21
Hallar la ecuacion de la esfera que es tangente a los tres planos coordenados, de

radio 5 y cuyo centro esta en el primer octante.
Rpta. (x -5+ (=5 +(z—-5)=25

Un punto P se mueve en tal forma que su distancia al punto (0, 1, —4) es el doble
de su distancia al punto (0, 1, 2). Probar que P esta en una esfera. Hallar la
ecuacion de esta esfera. Rpta. X*+(y -1+ (z-4)7>=16

En los problemas del 20 al 27 describir verbalmente la region descrita por la
expresion algebraica dada.

20.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

y=4 21. z=-3

x> 1 22. |x|<2

y=x Rpta. El plano vertical que corta el plano XY en
la rectax=y

¥+yP=1 Rpta. Cilindro vertical que interseca al plano XY

enla circunferencia x*+y*=1

xy=0 Rpta. Union del plano YZ con el plano XZ.

xyz=10 Rpta. Union de los tres planos coordenados.

4<x*+yP+ <0, Rpta. Union de la esfera x* + y*+ 2> =4 con la

region comprendida entre las esferas
Xyt =4y Xy +7=9
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SECCION 1.2

VECTORES EN LOS ESPACIOS DE DOS Y TRES
DIMENSIONES

En la seccién anterior hemos usado a los elementos de R® para representar puntos
del espacio. En esta seccion estudiaremos a R* desde el punto de vista algebraico.

Definiremos dos operaciones con las cuales, R’ se convertird en un “espacio

vectorial”, gracias a lo cual cumplird un rol fundamental en el estudio de la fisica y
otras ciencias.

En general, un vector es un elemento de un espacio vectorial. Desde este punto de
vista, las ternas ordenadas (x, y, z), que son los elementos de R3, son vectores. Por

esta razon, haremos un pequefio cambio de notacion. Ya sabemos que cuando
escribimos 4 = (ay, a», a3), queremos decir el punto 4 cuyas coordenadas son ay, a,
y as. En cambio, si la terna es pensada como vector, escribiremos: a = {(ay, ay, d3) y
diremos el vector a con componentes a;, a, y az. Observar que a los vectores los
denotamos con letras minusculas negreadas.

DEFINICION. | Adicién en R’.

Sean a={(ay, ay, a;) y b={by, by, b3) dos elementos de R La

suma a + b es la terna:

atb={(a,a,a)+{b, by, b3)=(a +b,a+byas+b3)

EJEMPLO 1.| 1. (2,-5,0)+(4,2,-7)=(2+4,-5+2,0+ (=7)) = (6, -3, -7)

2. (—1,3,8)+(0,0,0)=(—1+0,3+0,8+0)=(— 1,3, 8)

La terna (0, 0, 0) se llama el vector cero o, simplemente, el cero de R? y lo
denotaremos por 0. Esto es, 0 =10, 0, 0).
Se llama vector opuesto del vector a = {(a;, as, a;) al vector —a ={(—ay, —a,, —as)

Ahora definimos la otra operacion, multiplicacion por escalares. Aqui usamos el
término escalar como sinénimo de niimero real. Esta operacion toma un escalar y un
vector y produce otro vector. En términos precisos tenemos:

DEFINICION. | Multiplicaciéon por escalares

Sea r un nimero real y sea el vector a = {a;, ay, a3), entonces ra
es el vector:
ra=r{ay, a, az) = ra,, ra, ras)
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1. 3(2,-1,0)=(3(2), 3(-1), 3(0)) = (6, -3, 0)
2. -2(-1,3,8) =(=2(-1),-2(3), -2(8)) = (2, —6, —16)
3. Kay, ar, azy = 1(ay), 1(ar), 1(a3) ) ={ay, az, a3)
4. Kay, ay, az) =(0(ay), 0(as), 0(a3) Y =0, 0, 0)

Las propiedades esenciales de estas operaciones son dadas en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.| Sia, by cson vectores de R*y r, s son escalares, entonces

1. a+b=b+a (propiedad conmutativa)

2. @atb)+c=a+(+c) (propiedad asociativa)

3. at0=a,VaeR’ (propiedad del elemento neutro)
4. a+(-a)=0, VaeR’ (propiedad del opuesto)

5. la=a

6. r(sa)=(rs)a

7. r(a+b)=ra+rb (propiedad distributiva)

8. (r+s)a= ra+sa (propiedad distributiva)

Demostracion

Estas propiedades son el reflejo de las propiedades de los niimeros reales y son
muy faciles de probar. Como muestra, probaremos solamente 4 y 7. Dejamos las
otras como ejercicio al lector.

4. a+(-a) ={a1, az, a3) + (a1, ar, a3) ) ={a1, az, as) + (-ay, —as, —as)

=({a—-ai, ay—az, a3—az) = 0,0,0)=0

7. ra+b)= r({a), az, az) + (b1, by, b3) ) = Kay+ by, ay+ by, as+ bs)
= (Ha\+ b)), Hax + by), r(az + b3)) = (ra, + tby, ray + rby, raz + rbs)
= (ray, ray, ras) +rby, rby, rby) = {ay, ay az) + by, by, b3)

=ra+rb

DEFINICION. | Sustraccion de vectores.

Si ay b son vectores, entonces a—b=a+ (-b)

O sea, la diferencia de a menos b es suma de a con el opuesto de b.
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Sia=(2,-5,8) b=(6,-3,4),entonces -b =(-6,3, —4) y
a-b=a+(-b)=(2,-5,8)+(-6,3,-4)=(2— 6, -5+ 3,8 —4)
= <_45 _2’ 4>

|DEFINICION. | Un espacio vectorial es un conjunto V provisto de dos
operaciones, una “adiciéon” y una “multiplicacion por escalares”
las cuales satisfacen las ocho propiedades dadas en el teorema
anterior.

El teorema 1 nos dice que R’, provista de las dos operaciones antes definidas, es

un espacio vectorial. A sus elementos los llamaremos vectores tridimensionales

DEFINICION. | Si P = (ay, a5, a3) es un punto de R? al vector a = (ay, a5, as) lo

llamaremos vector de posicion del punto P.

. ., 2 .
Los resultados obtenidos para R’ también se cumplen para R*. En consecuencia,

IR?, con sus correspondientes operaciones, es también un espacio vectorial, A sus

elementos los llamaremos vectores bidimensionales. Si P = (a;, a,,) es un punto

de R* al vector a=(a;, @,) lo llamaremos vector de posicién del punto P.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES
BIDIMENSIONALES

Aqui trataremos de las ideas geométricas que estan detras de las ideas algebraicas
de los vectores. Empezamos con los vectores bidimensionales.

Sea a = (a;, a») un vector de R%. A este vector lo representaremos mediante flechas

en el plano, construidas del modo siguiente:

Y
1. Tomamos Py, un punto cualquiera del plano.

2. Comenzando en P,;, nos movemos paralelamente al
eje X una distancia a;. El movimiento es hacia la '
derecha si a; .es positivo o hacia la izquierda si @, Pe"ay -'0
es negativo. Sea Q el punto final de este movimiento.

3. A partir de Q nos movemos paralelamente al eje Y 0
una distancia a,. El movimiento es hacia arriba si a,
es positivo o hacia abajo si a, es negativo. Sea P; el
punto final de este movimiento.
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4. Trazamos la flecha con punto inicial P, y punto final P 1, la que denotamos por

ﬁ; . Esta flecha representa al vector a.

Como el punto inicial Py fue escogido arbitrariamente, esto significa que hay
infinitas flechas que representan al vector a. Estas se caracterizan por ser paralelas,
tener igual longitud y apuntar en el mismo sentido.

REPRESENTACION ESTANDAR DE UN VECTOR

De todas las infinitas flechas que representan a un vector YA
a = (a;, a,), sobresale la flecha (}5, con punto inicial el P=(a, ay)
origen y con punto final el punto P = (a;, a,), cuyas a |
coordenadas son la componentes del vector a = {(a;, a;). A i a

la flecha 0P la llamaremos representacion estindar o — ' X
representacion canénica del vector a. 0 a

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA SUMA a+b
Sabemos que si a={aj, )y b=<(by, by), entonces
atb={(a +b,a+by

Geométricamente, para hallar la suma de dos vectores se usa la ley del triangulo.
Segln esta regla, si se tienen las flechas que representan a los vectores a y b, se
construye otra flecha que representa al vector b que tenga como punto inicial el
punto final de la flecha que representa al vector a. La flecha que une el punto inicial
de la flecha de a con el punto final de la flecha de b representa a la suma a + b.

Y

z
0 X
Ley del triangulo Prueba de la ley del triangulo

La figura anterior de la derecha nos muestra que el punto final de la flecha que
une el origen con el punto final de la flecha del vector b, tiene por coordenadas
(a; + by, a; + by). Esta flecha representa al vector a +b ={a; + by, a, + b,).

Si aplicamos la ley del triangulo moviendo la flecha de a
a continuacion de la flecha de b, obtenemos el triangulo
superior. La unién de los dos tridngulos nos da un
paralelogramo cuya diagonal representa al vector suma
a + b. Este resultado es conocido con el nombre de ley del
paralelogramo.

Ley del paralelogramo
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Sea a=(5,4) y b=(-1,2).
1. Hallar a+ b y representarlo geométricamente. Y (@, 6)
2. Hallar a—b y representarlo geométricamente. ;

Solucién

1. a+b=(5,4)+(-1,2) = (4,6)

-12)
2. a-b=(5,4)-(-1,2)=(5,4)+(1,-2)=6,2)

Construimos el paralelogramo determinado

por los vectores a=(5,4) y b=(-1,2).

La flecha sobre la diagonal que une el origen 0 = (0, 0) con el punto (4, 6)
representa al vector suma a + b.

La flecha sobre la otra diagonal que une el punto (-1, 2) con el punto (5, 4)
representa al vector diferencia a — b. Esta tltima afirmacion podemos verificarla de
dos maneras, geométricamente y analiticamente. Geométricamente: Si recorremos la
flecha que representa a b y luego seguimos por la diagonal marcada con a — b,
hallamos la flecha que representa al vector a. Analiticamente: La flecha sobre la
diagonal marcada con a — b, une el punto (-1, 2) con el punto (5, 4); luego, esta
flecha representa al vector (5 —(—1),4 —2)=(6,2)=a—b.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA MULTIPLICACION POR
ESCALARES
Sabemos que si a ={ay, a;) y r esun nimero real, entonces ra = (ra,, ra,)

Geométricamente, la flecha que representa al producto ra es una flecha paralela a
la flecha que representa al vector a, pero r veces mas largo. Si r es positivo, la flecha
de ra tiene la misma direccion que la de a. En cambio, si » es negativo, la flecha de
ra tiene direccion opuesta a la flecha de a.

rap

REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES
TRIDIMENSIONALES
La discusion que hemos elaborado en la parte anterior sobre los vectores
bidimensionales se generaliza facilmente a los vectores tridimensionales, por lo que
sobre este punto no nos extenderemos.
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Dado un vector a ={a,, a,, a») de R>. A este vector

lo representaremos mediante flechas en el espacio
construidas del modo siguiente:

1. Tomamos Py, un punto cualquiera del espacio.

2. Comenzando en P,;, nos movemos paralelamente al Y
eje X una distancia a;. El movimiento es en la /
direccion positiva del eje X si a; es positivo o en
direccion negativa del eje X si a es negativo. Sea O; X
el punto final de este movimiento.

3. A partir de Q; nos movemos paralelamente al eje Y una distancia a,. El
movimiento es en la direccion positiva del eje Y si a; es positivo o en direccion
negativa del eje Y si a, es negativo. Sea O, el punto final de este movimiento.

4. A partir de O, nos movemos paralelamente al eje Z una distancia a;. El
movimiento es hacia arriba si a3 es positivo o hacia la abajo si a3 es negativo.
Sea P; el punto final de este movimiento.

4. Trazamos la flecha con punto inicial Py y punto final P, la que denotamos por

ﬁ . Esta flecha representa al vector a.

DEFINICION. | Vectores paralelos.

1. Dos vectores a y b distintos de 0 son paralelos si existe un
escalar r tal que a=rb

2. Dos vectores a y b distintos de 0 tienen la misma direccion
si existe un escalar » >0 tal que a=rb

3. Dos vectores a y b distintos de 0 tienen direcciones opuestas
si existe un escalar » <0 tal que b=ra

EJEMPLO 5.| Los vectores a=(-9,3,-6) y b=(3,-1,2) son paralelos.
En efecto: a=(-9, 3, -6)=3(3,-1,2)=-3b

Ademas, estos vectores tienen direcciones opuestas.

LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR
Se llama norma o longitud de un vector a a la longitud de

cualquiera de sus representaciones.
Denotaremos con | a || ala norma de a.
Si tomamos la representacion estandar 0P del vector a,

entonces | a||=d(0, P).
Luego,
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Si a es un vector bidimensional, a = (a,, a,), entonces P = (ay, a;) Yy, aplicando
el teorema de Pitdgoras,

lal=Va+a’

Si a es un vector tridimensional, a =(a;, a,, a3), entonces P = (a;, ay, a3) y

|| "_ ﬂ al +a2 +a32

Sea a=(3,0,-4) y b=(1,-2,2), hallar:
1. |a] 2. |a+b| 3. |a-b]|

Solucion

L | =[(3 0.-4)| = y3*+07+ (-4’ =25 =5

2. |a+ b||:||(3,o,—4)+ (1,—2,2)|| = ||(4, —2,—2)|| = \/42+(—2)2+(—2)2 =2/6

3. [a=b|=(3.0.-4) - (1.-2.2)|= | (2 2.-6)| = V2> +2+(-6)* = 2V 11

[TEOREMA 1.2]| |ra|| = | r||a]

Demostracion

Sea a = {(ay, ay, a3), entonces ra = (ra,, ra,, ras) y

Iral=y (ra P +(ra, P +(ras P =y 2@ +a? + @) =|r [ @ + a2 + a2 =| v| | a

DEFINICION. | Un vector v es un vector unitario si || v|| =1

EJEMPLO 7.| Elvector v =(3/5,0,—-4/5) es un vector unitario.

En efecto,

Iv = |5, 0.-455) || (35 P +02+(~4/5 ) =925+ 16/25
=2525=41
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EJEMPLO 8.| Si a = 0, Probar que v = ﬁ es un vector unitario que tiene la
a

misma direccidon que el vector a.

Solucion
a 1 1 . .
Como v = = a y ———— >0,entonces vy a tienen la misma
lal  lal lal
direccion.
Por otro lado, de acuerdo al teorema 1.2, con »= H tenemos v=ra y
a
al _
v ra r aj|=
o=l = el g B -

EJEMPLO 9.| Hallar el vector unitario en la direccion del vector a =2, 1,— 2).

Solucion

Tenemos que |af =y 22 +1°+(-2)> = V9 =3.

El vector unitario en la direccion de a = (2, 1,— 2) es

vV ———mm = ——a = a=

1
[a]  Jaf " "3 3%

[SSRIE

DEFINICION. | Se llama angulo director de un vector bidimensional v = 0 al
angulo @ formado por el semieje positivo X y la representacion
estandar de v, medido en sentido antihorario.

Si 0 es medido en grados, se tiene que 0 < @ < 360°. Aun mas, si v = {(a;, a,)
entonces

tan™' (ay/a)), si (a;, a, ) estd en el primer cuadrante

90° siq;=0ya, >0

0= tan”' (ay /a;) + 180° si(a, a,)estd en el segundo o tercer cuadrante
270° sigg=0ya, <0

tan”' (ay /a;) +360° si (a,a,)estden el cuartro cuadrante

Si @ es medido en radianes, entonces 0 < <27 'y
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tan”' (a, /ay ),

s aq =0ya >0

>

T
—, stg =0y a <0

tan”"' (a, /a; )+ 2,

19

si(a;, a,) estaen el primer cuadrante
-1 . ,
tan~ (a,/a)) + m, si(a,a,)estaenelsegundoo tercer cuadrante

si(a;, a,) estaen el cuarto cuadrante

EJEMPLO 10. | Hallar el angulo director de los siguientes vectores:

1. (-1,J3)  2.(=2,-2) 3.(0,-1) 4.(J3,-1)

Solucion
1. (=1, 4/3) esta en el segundo cuadrante. Luego,

0= tan"l(«/?/—l)+ 180°
—tan"' [-3) + 180° = - 60° + 180° = 120°

2. (-2, -2) esta en el tercer cuadrante. Luego,
0 =tan"' (-2/-2) + 180°
=tan' (1) + 180° = 45° + 180° = 225°

3. (0, 1) est4 en el semieje negativo Y. Luego,

0 =270°

4. (J_3 , —1) esta en el cuarto cuadrante. Luego,

= tan™ (— 1/\/?) +360°
=-30°+ 360°=330°

|TEOREMA 1.3 | Si v es un vector no nulo de R*y @

1
es su angulo director, entonces
u/l
v=|v|{cos 6, sen &) o) sen
_1\\0
-1

El vector u = {cos &, sen #) es
misma

unitario y tiene la
direccion que v.

Demostracion

(-1, v3) v
120°
X
0
Y,
225°
X
0
(-2,-2) Y
270°
X
(0,-1)
Y
330°
X
(‘/3 ) 71)
Y

. X
yl
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\4 . . . . . .y
Sabemos que u = — es un vector unitario que tiene la misma direcciéon que v.

IVl

El grafico nos dice que u = Y=

N

v=|v|(cos, sen 0)

(cos 6, sen @). Luego,

EJEMPLO 11.| Hallar el vector v que tiene longitud 6 y forma un angulo de 30°

con el semieje positivo X.

Solucion

v =] v (cos 30, sen30>:6<\/3/2,1/2> = <3ﬁ,3>

DEFINICION. | Si v es un vector que expresa una velocidad, entonces su longitud

o norma | v|| recibe el nombre de rapidez.

Un avion vuela a una altura fija con una velocidad de 400 Km/h. y
con direccion de 30° al Oeste del Norte (algunos autores
simbolizan esta direccidon asi: N30°0O). Hallar el vector velocidad
del avion.

Solucion.

En el sistema de coordenadas rectangulares del plano

es costumbre asignar: Y
El Este a la direccion del semieje positivo del eje X. 30°
El Norte a la direccion del semieje positivo del eje Y. v 1200

El Oeste a la direccion del semieje negativo del eje X.

o >

El Sur a la direccion del semieje negativo del eje Y.
30° al Oeste del Norte significa 30° + 90° = 120° del semieje positivo del eje X.
Si v es el vector velocidad, entonces la rapidez es 400 Km/h. Esto es || v || =400

Luego,
v =[ v](cos 120°, sen 120° ) =400 (~1/2, v/ 3/2) = (~200, 200 3)

LOS VECTORES UNITARIOS CANONICOS

2 . . .
En R” tenemos dos vectores unitarios muy especiales, a los que llamaremos

vectores unitarios canénicos. Estos son los siguientes:
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i=(1,0), j=(,1)

Estos vectores apuntan en las direccions positivas de los
ejes X e Y, respectivamente. Una de las propiedades
resaltantes de estos vectores es que ellos dos generan todo el

espacio R”. Esto es, todo vector de R” se expresa como una

combinacioén lineal de ellos dos. En efecto, si

a = (a,, ay), entonces a={a;, 0) +(0,a,) = a;{1,0)+a,{0, 1)=a,i +a,j

Similarmente, en R® tenemos tres vectores unitarios candnicos:
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)

que apuntan en las direcciiones positivas de los ejes X, Y e Z,
respectivamente. Estos tres generan todo R®. En efecto,

Si a={a, a,, a3), entonces
a= <a17 03 0> + <0a a, 0> + <09 09 a3> X
= a1<1a030>+a2<09 130>+ a3<0909 l>:a1i +a2j+a3k

EJEMPLO 13.] (5,-3)=(5, 0) + (0, =3) = 5(1, 0) — 3(0, 1) = 5i — 3]

EJEMPLO 14. Si a=2i—-7j+k y b=-3i+8j- 4k, expresar el vector

3a — 5b como una combinacion de i, jy k.
Solucion

3a—5b=3(2i-7j + k) — 5(-3i + 8j — 4k) = 6i — 21j + 3k + 15i — 40j + 20k
=(6+15) i+ (-21-40)j + (3 +20)k =21i — 61j + 23k

PROBLEMAS RESUELTOS 1.2

|PROBLEMA 1. | Dos fuerzas F; y F, de 20 y 30 newtons respectivamente, se

. . , T
aplican en un mismo punto y forman un angulo de —.

a. Hallar la magnitud de la fuerza resultante.

b. Hallar el angulo 6 que forma la fuerza F; con la resultante.
Solucién
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Colocamos un sistema de coordenadas con origen en el
punto donde se aplican las fuerzas y que la representacion
de posicion de F; se extienda sobre el semieje positivo X.

a. F;=20(1, 0) = (20, 0)
F, =30{cos /3, sen 7/3) =30{1/2, V3/2) =(15,15J/3)

Fi+F,=(20,0) + (15,1543 ) =(35,15J3 )

| Fi+ Fa =V (5P +(15V3 ] = V1900 = 10y70 ~ 43,589
15{

353 ~0.7423075 ~ 6= tan"'(0.7423075) ~ 0.63856 radianes ~ 36°35’

b. tan =

[PROBLEMA 2.| Un viento sopla desde la direccién 30° al Oeste del Norte
(N30°0O) a 50 Km/h. Un avion esta volando con direccién 60°
al Este del Norte (N60°E) a una velocidad de 200 Km/h.
(velocidad en aire sin viento). La velocidad respecto a la tierra es
suma de las dos velocidades anteriores. La longitud de esta
resultante es llamada rapidez absoluta. Hallar la velocidad del
avion respecto a la tierra y la rapidez absoluta.

Solucion

Sea v el vector velocidad del viento, a el vector velocidad del avion (en aire sin
viento) y w la velocidad del avion respecto a la tierra.

w=v-+a

Si el viento viene de la direccion 30° al Oeste del Norte, entonces la direccion de
su vector velocidad es 30° al Este del Sur, o bien, 30° + 270° = 300° del semieje

positivo del eje X. Luego, v

v = 50(cos 300°, sen 300°) =50{1/2, —/3/2)

=(25,-25V3 ) \30° (g 60° v
A
Por otro lado, 300° (( A3
a =200(cos 30°, sen 30°y =200{~+/3 /2, 1/2) S X

\4
=(100/3 , 100)

El vector velocidad del avion respecto a la tierra es:

w=v+a=(25-25/3)+(100y3, 100) = (25 +100y 3 , 100 —25y 3 )

La rapidez absoluta es:

|w]= \/ (25+10073 )2+( 100-25v3 )2 = 50417 ~ 200.155 Km/h

30°
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[PROBLEMA 3.| Dos cables sostienen un peso de 50 libras, como indica la figura.

Hallar las tensiones Ty y T, que soportan los cables.
Solucion

Colocamos un sistema de coordenadas con origen en
el punto inicial de las tensiones.

La tension T; forma un angulo de 150° con semieje
positivo X. Luego,

T; = || Ty |[{cos 150°, sen 150°)
= (|| Ty || cos 150°, | Ty || sen 150°) 6))

La tension T, forma un angulo de 45° con

semieje positivo X. Luego, Y
T, = | T, || (cos 45°, sen 45°) Ty _ 1500 T
= (|| T, | cos 45°, || T, | sen 45°) ) 30° 45°
0
Si w es el vector correspondiente al peso, entonces w
\ 4
w =500, — 1) =0, =50) 3)

La suma de las tensiones debe equilibrar el peso y, por lo tanto, esta suma debe
ser igual al peso, pero en direccion contraria. Esto es,
T] + Tz =—W
En consecuencia, tomando en cuenta (1), (2) y (3), tenemos

(|l Ty | cos 150° +|| T, | cos 45°, | Ty || sen 150°+] T, || sen 45°) = (0, 50)
Igualando las componentes de estos vectores:

(4): | Ty | cos 150° +| T, | cos 45° =0, (5): | Ty | sen 150° + | T || sen 45°= 50
Despejamos || T, | en (4):

cos150°
T == | 2L
Reemplazando este valor de | T, || en (5):
[, sen 150° =, | S22 sen 457 = 50
De donde obtenemos:
T = 20 2366 y | T =—| T | <% 44,83
! sen 150° — cos 150°tan 45° © Y 2 ! cos 45° '

Sustituyendo estos valores en (1) y (2) obtenemos, finalmente,
T, { ~(36.6)cos 150°, (36.6)sen 150°—( ~ )31.7, 18.3)

T, ( ~(44.83)cos 45°, (44.83)sen 45°( ~ )31.7, 31.7)
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[PROBLEMA 4. | Un pajaro vuela desde su nido 4 Km. en la direccion 60° al
Norte del Este (E60°N), donde se detiene en un arbol a
descansar. Luego, reanuda un vuelo de 6 Km. en direccion
Noroeste y se detiene en un poste. Colocar un sistema de
coordenadas con eje X apuntando el Este y el eje Y apuntando
el Norte.

1. Hallar las coordenadas del punto A donde esta localizado el
arbol.

2. Hallar las coordenadas del punto P donde esta localizado el
poste.

3. Si el pajaro hubiera volado directamente desde su nido al
poste, (Cual seria la longitud de este vuelo y cual su
direccion?

Solucion.
1. Sea a el vector determinado por el primer vuelo.
a = 4(cos 60°, sen 60°) = 4(1/2, /3/2)=(2,2/3)
Luego, A=(2,24/3)

2. Sea b el vector determinado por el segundo vuelo.

El vector b forma un angulo de 45° con el eje Y y un
angulo de 45° + 90° = 135° con el eje X. Luego,

b = 6{cos 135°, sen 135°) = 6{ —v[2/2, N 2/2) =(-3J2 ,3/2)
Tenemos que
a+b=_2,2v3)+(-3/2,3/2)=2-3/2,2/3+3/2)

Luego,
P=(2-3J2,2J3+3J2) ~ (-2.24264, 7.7067)

3, Longitud del vuelo = ||a+b ||

Jasb] = | (2-32 ] (234302 | ;
— 524126 —v2)~ 8.026 Km. b

Por otro lado, si fes el angulo que forma el vector a + b

. o -2,2426
con semieje positivo X, entonces

0 tan-! 2W3+372
2-3J2

J+ 180° ~ tan™'(~3.43645879) + 180° = 106.22°
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| PROBLEMA 5.]| Las aguas de un rio de 3 km. de ancho fluyen con rapidez de 8
Km/h. Una lancha, que viaja con una rapidez de 17 Km/h en
aguas tranquilas, quiere atravesar el rio en linea recta y
desembarcar en el punto de la otra orilla que estd exactamente
enfrente del punto de partida.
A

1. Hallar la direccion (4ngulo ). ¥
que debe seguir la lancha. 2_ 17“

2. Hallar el vector velocidad de la . A L
lancha. v

3. Hallar el tiempo que demorara “':-.'
la lancha en cruzar el rio. -1

Solucion.

1. El vector velocidad v de la lancha, el vector velocidad del rio y el vector resultante

w forman un tridngulo rectangulo. Luego,
8

sen @ = % = 6 =sen’ (ﬁj ~28.7°

2. El vector velocidad que debe seguir la lancha es

v=17(cos 28.7°, sen 28.7°) =( 17 cos 28.7°, 17 sen 28.7°) = (15, 8)

3. La rapidez con que avanza la lancha en direccion de w es
|w]l =17 cos 28.7° =15 Km/h
Luego, el tiempo que demora la lancha en cruzar el rio es

3km
15 km/h

= (0.2 horas = 12 minutos

[PROBLEMA 6.| Esta soplando un viento a 40 Km/h con direccion Este. Los
motores de un avion lo impulsan a 398 Km/h. (velocidad en aire
tranquilo)

a. (En qué direccion debe el piloto enfilar el avion para que éste
siga el curso de 30° al este del norte?

b. Hallar la rapidez respecto a la tierra cuando el avion siga la
ruta obtenida en la parte a.

Y

Solucion 0
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Sea a el vector velocidad del avion en aire tranquilo. Sea v la velocidad del viento.

El triangulo de la derecha es el tridngulo de la izquierda, en el cual hemos
reemplazado los vectores por sus longitudes.

a. aplicando la ley de los senos en el triangulo de la derecha:

sen f_ sen 60
40 398

= sen f= %sen 60~ 0.087038 = f~5°=

6 =60°+5°=65°
Luego, el piloto debe enfilar el avion con un angulo director de 65°

b. Nuevamente volvemos a observar el triangulo de la derecha. Dos de sus angulos
miden 60°y = 5° respectivamente. Luego, el tercer angulo & mide

o =180°— (60 +5)=115°

Ahora aplicamos la ley de los cosenos:
la+v| 2 = (398)% + 40 — 2(398)(40) cos 115° = 173,460,1655 =

|a+v|=416.5 Km/h

EL ESPACIO VECTORIAL R"

. , n .
Si n es un nimero natural mayor que 0, denotamos R al conjunto de n-uplas
ordenadas de numeros reales. Esto es,
n
R = {a=(alna2=' "san)/aloab" Yy ay € R}
Este espacio generaliza los espacios particulares que hemos tratado anteriormente.

Asi, sin=1, tenemos R'= R; sin =2, tenemos Rz; sin = 3, tenemos R®.

DEFINICION. | Igualdad de de n—uplas

(al: a, - - "an):(bla bza".a bn) f— a1:b17 a2:b27"', a, = bn

Como en el caso de JR3, definimos dos operaciones de adiciéon y multiplicacion
de un escalar por un vector, del modo siguiente:
Sia=(ay, a, -, a) y b=(b, by, ---,b,) sondos elementos de R" y si

res un escalar, entonces
1. a+b= (a1+ by, a,+ by, - -+, a,t bn) 2. ra=(ra, ray, - -+, ra,)

Es muy facil probar que estas operaciones cumplen las propiedades enunciadas en
. n . .
el teorema 1.1. En consecuencia, R, provisto de estas dos operaciones, es un
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espacio vectorial y sus elementos, tienen el derecho de llamarse vectores. Cuando a
una n-upla (a;, ay, - -, a,) lo pensemos como vector, lo denotaremos asi:

a= <a19 ay, * 0y, an>-

n . . L, .
En R" tenemos n vectores unitarios candnicos:

e =(1,0,0, ---0), er={0,1,0---0) . .., e={0,0,---0,1).

n . ., .
Todo vector a= (al, a, -, a,,). de R es combinacion lineal de estos vectores:
a=(a,a, - a)=ae + ;e + - - -+ a,e,

El concepto de norma o longitud de un vector a ={a,, a,, - - -, a,) se define de la

forma esperada:
|a| = Jai +a3++a,

Si 7 es un escalar, es facil comprobar que

[ral =1 r[lal

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2

En los problemas del 1 al 4 hallar el vector a que tiene a P—Qcomo

representacion. Trazar PQ'y la representacion candnica de a.

1. P(3,-2), Q(6,-4) Rpta. a=(3,-2)
2. P(-5,-2), Q(0,2) Rpta.a=(5,4)

3.P(1,1,1), 0@3,-4,1) Rpta.a=(2,-5,0)
4.P(-2,1,2), 0(-1,3,5) Rpta.a=(1,2,3)

En los problemas del 5 al 8 hallar la norma del vector indicado si a = (-3, 2),
b =(4,-3),c=(6,-1).

5. ||a—b|| Rpta.m 6. ||a—c|| Rpta.3m
7. |a+b—c]| Rpta .5 8. |2b+3c|  Rptay 757

En los problemas del 9 al 12 hallar el vector unitario que tiene la misma
direccion que el vector indicado.

9. (-8, 15) Rpta (~8/17, 15/17) 10. 5i-12j Rpta. %i—% i

11. (-1, 1,-2) Rpta. {-1/6.,1/\6, -2/6)
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4 1 8
12. 4i+j -8k Rpta. —i+ —j——=Kk
J pla 9 91 9

En los problemas 13y 14,si a=i+2j y b=-4i+j, hallar el vector unitario
que tiene la misma direccion que el vector indicado.

1 1 5 1
—it—j 14. a—-b Rpta. —i + —j
V2 \/2J s v 26 «/26J
En los problemas 15, 16 y 17, expresar el vector dado en la forma

r{cos @, sen 6),
donde r esla magnitud del vector y & es el &ngulo director.

13. a+b Rpta. —

15. v=i+j Rpta. v= V2 (cos 45°, sen 45°)
16. v=—2i-2/3j Rpta. v =4{cos 240°, sen 240°)
17. v=-3j Rpta. v =73(cos 270°, sen 270°)

En los problemas del 18 al 21, hallar un vector w que tenga la direccion que el
vector v dado y de la magnitud indicada.

18. v=(-3, 4), magnitud 7 Rpta. w="T1(=3/5,4/5)=(-21/5, 28/5)
. 15 5
19. v=3i-j, magnitud 5 Rpta. w= —1i ——j
j, mag P o SR
20. v={(1,—4.-1), magnitud 2 Rpta. w={(2/342 ,-8/3J2 ,-2/32)
21. v=-2i+3j -3k, magnitud 3  Rpra. w:—%i + %j —#k
F

22. Dos fuerzas F; y F,, de 8 y 4 newtons respectivamente,
actiian sobre un punto P de una maleta, como indica la
figura. Colocar un sistema de coordenadas con el origen en
el punto Py el eje X como se indica. 60°

a. Hallar la fuerza resultante F y su magnitud || F |

b. Hallar la direccion de la resultante F determinando el
angulo 6.
Rpta.a. F={(4&2-2, 4/2+2/3), |F| ~9.83 b. =689

23. Dos cables sostienen un peso de 200 libras, como indica
la figura. Hallar las tensiones T; y T, que soportan los
cables.

Rpta. T1=(~98.48, 82.66), T,=(98.48, 117.37)

24. Una caja de 20 libras situada en el origen cuelga de dos cables fijados en los
puntos (1, 1, 1) y (-1, —1, 1). La fuerza de la gravedad sigue la direcciéon del
vector —k. Hallar los vectores que describen la tension en cada cuerda.

Sugerencia: Usar simetria. Rpta. 101, 1, 1), 10(-1, -1, 1)
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25. Las aguas de un rio corren de norte a sur a una velocidad de 0,5 Km. /h. Un
nadador, que en aguas tranquilas nada a 1.2 Km. /h, sale de la ribera oeste y
nada para alcanzar la ribera este.

a. Hallar la direccion en que debe nadar para llegar al punto de la otra orilla que
estd exactamente enfrente del punto de partida.

b. Hallar la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la direccion hallada
en la parte a. Rpta. a. 0=24.62 ° b. 1.09 Km/h

26. Las aguas de un rio de 280 m. de ancho corren de norte a sur a una velocidad de
12 m/h. Un nadador, que en aguas tranquilas nada a 37m/h, sale de la ribera
oeste y nada para alcanzar la ribera este.

a. Hallar la direccion en que debe nadar para llegar al punto de la otra orilla que
estd exactamente enfrente del punto de partida.
b. Hallar la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la direccion hallada en
la parte a.
¢. Hallar el tiempo que demora el nadador en cruzar el rio.
Rpta. a. 6=18.92° b.35m/h c. 8 minutos

27. Un rio de 4 km. de ancho fluye con rapidez de 5 Km/h. Una lancha, que viaja
con una rapidez de 13 Km/h en aguas tranquilas, quiere atravesar el rio en linea
recta y desembarcar en el punto de la otra orilla que estd exactamente enfrente del
punto de partida.

a. Hallar la direccion en que debe seguir la lancha.
b. Hallar el vector velocidad de la lancha.
c. Hallar el tiempo que demorara la lancha en cruzar el rio.
Rpta a. 22.62° b. v=(12,5) c¢. 20 minutos

28. Un piloto dirige su avion con direccion 60° al Este del Norte. Un viento esta
soplando a 60 Km. /h en direccion a Sur. El piloto descubre que, por motivo del
viento, el avion vuela en direccion Este. Hallar la rapidez con que vuela el avion
en aire tranquilo. Rpta 120 Km /h

29- Esta soplando un viento a 40 Km/h con direccion Oeste. Los motores de un
avion lo impulsan a 398 Km /h. (velocidad en aire tranquilo)
a. (En que direccion debe el piloto enfilar el avion para que éste siga el curso
de 30° al Oeste del Norte?
b. Hallar la rapidez respecto a la tierra cuando el avion siga la ruta obtenida en la
parte a. Rpta.a. =115° b. 416.5 Km/h

30. Esta soplando un viento a 50 Km. /h con direccion 15° al sur del este. Un piloto
quiere que su avion avance a 500 Km. /h con direccion norte.
a. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avion.
b. Hallar la direccion en que el piloto debe enfilar el avion.
Rpta.a. 51521 Km/h b. 6=84.62°

31. Esta soplando un viento a 100 Km. /h con direccion sureste. Un piloto quiere
que su avion avance a 500 Km. /h con direccion oeste.
a. Hallar la direccion en que el piloto debe enfilar el avion.
b. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avion.
Rpta.a. 6=8.32° b. 435.07 Km/h
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32. La rapidez de un avién en aire tranquilo es 250 Km/h El vector velocidad del
viento es (40, —30). Se quiere que el avion se dirija al Oeste.
a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avion.
b. Hallar el angulo director del vector hallado en la parte a.

Rpta. a. (20154, 30) b. 6=173.11°

33. La rapidez de un avion en el aire en tranquilo es 450 Km/h El vector velocidad
del viento es (—30, 10). Se quiere que el avion se dirija al norte.
a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avion.
b. Hallar el angulo director del vector hallado en la parte a.

Rpta.a.(30,120+/14 ) b. 0=86.18°

SECCION 1.3
PRODUCTO PUNTO

DEFINICION. | Seana=<{ay, a3, ..., a, vy b=(by, by, ..., b,) dos vectores de
R", se llama producto punto, producto interno o producto

escalar de a y b al numero real

a-b=abtayby+---+ a,b,

i (3,8, 1) (4,2,-7)=3(4) + (-8)) + 1(-7) =11

i, (5,-2)-(6,3)=5(6) + (-2)(3) = 24

[ TEOREMA 1. 4] Propiedades fundamentales del producto punto

Si a, by ¢ son vectores y 7 un numero real, entonces
1. a-a>0 y a-a=0< a=0
2.a-b=b-a

3. (ra)-b=r(a-b)

4. a-(btc)=a-b+a-c

5. ||a|| =+ a-a

Demostracion
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Estas propiedades siguen inmediatamente de la definicion del producto punto.
Como muestra probaremos la tres primeras. Las otras quedan como ejercicio.

1. a.-a= al2 + a22+~~-+a5 > 0.
Por otro lado,
a-a=0=> a12+a22+---+a3=02>a1=0, a,=0,--+,a,=0
= a=(0,0,...,00=0
a=(0,0,...,00=0=a,=0, -, 4,=0=> g + a3 +-+a:=0=>a-a=0
2.a-b=a bytayb,+ a3bs = bjay+bya,+ bsaz = b-a
3. (ra)-b=(HKa,az - an) (b1, by ..., by
=(ra,ray -, ray (b, by -, by
=(ra)) by + (ray) by + - - -+ (ray) b,

=r(a by tayb,+ ---+ a,b,) =r(a-b)

ANGULO ENTRE DOS VECTORES

El producto punto nos permite calcular el angulo entre dos vectores.

|TEOREMA 1.5 | Sean a y b dos vectores en R y sea 6, 0 < #< 7, el angulo que

forman. Entonces
a'b=||a||||b|| cos 0
Demostracion

Consideremos el triangulo OAB formado por las representaciones estandar de los
vectores a y b. Aplicando la ley de los cosenos tenemos:

‘AB‘z:‘@‘2+‘ﬁ‘2—2‘ﬁ“ﬁ3‘cosa )

Pero, de acuerdo a la formula 2, 4 y 5 del
teorema anterior,

\E\2=(a—b)-(a—b)=a-a—2(a-b)+b-b

=Jaf* ~2a-m)+|b]”

| 0d| = |al. |0B| = |v]
X
Reemplazando estos valores en (1):

[al” —2@ my+ [o[*=[a|*+ o] -2[af|b]cos 6 =
—2(a-b)=—2||a||||b|| cosd = a-b=||a||||b|| cos ¢
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| COROLARIO 1. | Angulo entre vectores.
Si 6 es el angulo formado por los vectores no nulos ay b,

entonces
_a-b . _ _1[ a-b ]
cos = —-———obien, 6 =cos |——
[all®] [allv]
Hallar el 4ngulo entre los vectores a =(2, -2, -3) y b=(1, 4, 5).

Solucion

Tenemos que:
a-b=(2,-2,-3)-(1,4,5.=2(1) + (-2)(4) + (-3)(5) = =21

Jal =] 2 2 =3 |-V F 2 - =T
ol =] 4. 5) |- VP F T - v

Luego,

a 21

6 =cos™ —b =cos™! (—
Jalfv] J1V 4

J= cos™' (-0.78591) ~ 141.8°

DEFINICION. | Vectores ortogonales o perpendiculares.

Dos vectores no nulos a y b son perpendiculares u ortogonales
Lo V4
si el angulo entre ellos es e

El vector 0 es ortogonale a todo vector.

| COROLARIO 2. | Los vectores a y b son perpendiculares <> a b =0

Demostracion

Si a=0 6 b=0esobvio que el corolario se cumple. Luego, sdlo falta probar el
corolario parael casoa=0 y b#0. Bien,

Sia y b son perpendiculares, entonces
asb=[a|[b]cosZ=[af]bfc0)=0
Reciprocamente,

a-b=0:>||a||||b|| cos@ =0 = cosd=0=> 6’=%

EJEMPLO 2.| Verificar que los vectores a=¢2,3, 1) y b=(-2,1, 1) son

ortogonales.
Solucion

a-b=(2,3,1)- (=2, 1, 1) =2(=2) +3(1) + 1(1)=0
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| TEOREMA 1.6 | Desigualdad de Cauchy—Schwarz:

1. | a-b | < || a || || b ||, para todo par de vectoresa y b.

Ademas, la igualdad se cumple si y solo alguno de ellos es 0
6 siay b son paralelos. Esto es,

2.|a-b|=|a||b]<=(a=006b=0)6 (3recR/a=rb)
Demostracion

Ver el problema resuelto 3.

[ TEOREMA 1. 7] Desigualdad triangular.

a+

fa+b<fal+]v] m
Geométricamente, este teorema nos dice que la longitud de un
lado de un triangulo es menor que la suma de las longitudes de
los otros dos lados.
Demostracion

Ver el problema resuelto 4.

JSABIAS QUE...

AGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789-1857) Fundador del
analisis moderno. Nacié en Paris. Tuvo una nifiez dificultosa
como consecuencia de eventos producidos por la Revolucion
Francesa. La familia Cauchy, durante la juventud de Agustin,
recibia visitas de los ilustres matematicos Laplace y Lagrange.
En 1805 entro a estudiar matemdtica en la famosa Escuela
Politécnica. Se graduo en 1807 y en 1815 entré como profesor
de andlisis en esta institucion.

Cauchy fue segregado por sus creencias politicas y religiosas. En 1830 abandono
sus posiciones en paris y se mudo, en primer lugar, a Suiza y después, a Turin.
Regreso en 1848.

Ha sido uno de los matematicos mas prolificos. Publico 729 articulos de
investigacion (“papers”). Su nombre aparece en varias ramas de la matematica:
sucesiones, variable compleja, ecuaciones diferenciales, etc.

HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1743-1821) Matemdtico
aleman, nacio en Hermsdorf, Silesia, (actualmente, Jerzmanowa,
Polonia). Fue estudiante de Carl Weierstrass en la Universidad
de Berlin. Trabajo en las universidades de Halle y Gottingen. En
1792, sucedio A Weierstrass en Berlin. Hizo numerosas
contribuciones en andlisis, geometria, andlisis complejo y
calculo de variaciones.
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ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES
DEFINICION. | Se llaman dngulos directores de un vector
a#0,alos angulos a, B y ¥ que forma el
vector a con los semiejes positivos X, Yy Z.

Los cosenos de estos angulos,

cosa, cosf y cosy,
reciben el nombre de cosenos directores de a.

Los angulos directores «, # y ¥ pueden verse como los angulos que forman el
vector a con los vectores unitarios i, j y k, respectivamente

De acuerdo al corolario 1 anterior, sia = (al, a,, as) tenemos

cos y = a-k :a—3
[aflfc] fal

a a,
—, cos f = —
||a||||1|| lal’ ||a||||J|| Tal’

cos o =
De estas igualdades obtenemos:

a={a, a, a;) = || a ||cos a,

a=|a| (cos e cos B cos y) =

Esto es, el vector unitario en la direccion del vector a tiene por componentes los

2
cosenos directores del vector. Ademds, por ser {cos a, cos 3, cos y ) un vector

=( cos a, cos f3, cos 7 )

unitario,
cos’a+ cos’f+ cos’y =1

EJEMPLO 3.| Hallar los cosenos y angulos directores del vector a = (3

Solucién
Tenemos que || a || = 3? +(—1)2 +22=414. Luego,

y a=cos [\/%] ~ (.64 rad. » 36.7°
cos = = y f :cosl[ !
NgT: NgT:
cos y = L y y= cos_l( 2
T Tia

2).

coSs a=

ﬁw
N

j ~ 1.841 rad. = 105.5°

j ~ 0.535 rad. = 57.69°

PROYECCION ORTOGONAL

Sean a y b dos vectores no nulos. Buscamos construir un tridngulo rectangulo que
tenga al vector b por hipotenusa y por base un vector r a, paralelo al vector a.
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El tercer lado de tridnguloes ¢ =Db —ra,
el cual debe ser perpendicular al vector a.

Pero, entonces tenemos que: b
c
(b—ra)~a=0:>a-b—r||a||2=0:> ra
e a-b R
Jal® ?

Luego, la base del triangulo rectangulo que tiene a b por hipotenusa es el vector

ra= " a '|I|)2 a, al que llamaremos proyeccion ortogonal de b sobre a.
a
A este vector lo podemos escribir del modo siguiente: ra = ﬁ ﬁ. Como el
a
vector ﬁ es unitario en la direccion de a, el escalar "a ﬁ) es la longitud del vector
a
ra= ﬁ m y lo llamaremos componente de b en la direccion de a.
a

DEFINICION. | Seana# 0 y b dos vectores de R’

1. La proyeccién ortogonal de b sobre a es el vector
-b
Proy,b = a_z a
[al

2. La componente de b en la direccién de a 6 proyeccién
escalar de b sobre a es ¢l escalar:

a'b

[al
Si a=(1,-2,2) y b=(2,-3,1) hallar:

1. Lacomponente de b en la direccion de a.

Comp,b =

2. Laproyeccion ortogonal de b sobre a.

Solucion
1. Comp,b= A" b_(L-22)2 -31)_ 10
[a] J 2+ (=2)%+2 3
a-b (1L -22)(2 -31) 10
2. Proy,b= = 1,-2,2) = —(1,-2,2
el |al® ? 12 +(-2)*+2° { ) 9 ( )
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TRABAJO Y EL PRODUCTO PUNTO

Sabemos que el trabajo realizado por una fuerza constante F al desplazar un objeto
a una distancia d es
W=Fd.
En este resultado se supone que la fuerza actua en la direccion de la recta del
movimiento del objeto.

Ahora veamos el caso en el que la fuerza
constante F actia en una direccion diferente al F
desplazamiento. Supongamos que el objeto es
desplazado desde el punto P hasta el punto Q.

)
vl )

Estos puntos determina el vector d :P—Q ,al que

»
»

llamaremos vector de desplazamiento. P d 0

El trabajo realizado por esta fuerza F es el producto de la componente de F en la
direccion del vector d por la distancia recorrida.
La distancia recorrida es || d || y la componente de F en la direccion de d,

teniendo en cuenta el teorema 1.5, es
F-d _

[l

Compy F = || F || cos 4

Luego, el trabajo realizado es

w=(|F| cos@)|d|=|F[[d|cso @

O bien,
W=F-d ?2)

EJEMPLO 5.| Una maleta recorre una distancia de 80 metros halada por una

fuerza constante de 150 Newtons en la direccion que indica la
figura. Calcular el trabajo realizado.

Solucion .
W= F[|d]cos 6 = (150)(80) cos 30° w
Direccion del

\/_3 [ o I o ) movimiento

= (150)(80) = N-m ~ 10.392.3 joules

EJEMPLO 6.| Una fuerza dada por el vector F =2i + j + 4k mueve un objeto

desde el punto P = (1, 3, 0) Hasta el punto Q = (2, 4, 5). Calcular
el trabajo realizado sabiendo que la magnitud de la fuerza esta
dada en libras y las distancia en pies.

Solucion

El vector direcciones d=PQ = (2-1,4-3,5-0y= (1, 1,5). Luego,
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W=F-d=(2,1,4)-(1, 1,5 =2(1)+ 1(1) + 4(5) = 23 libras—pies

PROBLEMAS RESUELTOS 1. 3

|PROBLEMA 1. | Una fuerza F de 4 newtons forma un angulo de %con elejeY

y apunta hacia arriba, como indica la figura. La fuerza mueve un
objeto desde el punto P = (2, 1) hasta el punto Q = (6, 3).

1. Hallar el vector F.

2. Hallar el angulo que forman F con el vector d de
desplazamiento

3. Hallar el trabajo realizado.
Solucion

1. F=4{cos z/3, sen 7/3) =4(1/2, /3/2)
= (2, 2J3) Y F

2. Tenemos: d=(6—2,3—1) =(4,2), F

[af =va2? =2J5 g

_ 2 2 — (29 1)
|F )= 2 +(2v3) =4 - >

Luego,

42)+2(2V 3
«9=cos_l( F-d \]=cos"1 @ (f)

- —— = |=0.5836 Rad. ~ 33. 38°

[ ¥ (] a] (4)(2V5)

3. W=F-d=(2, 2/3)-(4,2) =8+ 43 ~14.93 joules

|[PROBLEMA 2. | Probarque: a-b=a-c¢,VaeR) = b=c

Solucion
Sea a=ej,entonces e-b=e-¢c = b =c¢

a=e,, entonces e;-b=e-¢c = b,=¢,

a=e, entonces e,-b=e,-¢c =>b,=c,

Luego, b=c.
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| PROBLEMA 3. | Probar la desigualdad de Cauchy—Schwartz

1. |a . b| < || a|| ||b ||, para todo par de vectoresa y b.
Ademas,
2. |a-b|=|a||p|<=(a=006b=0)6 (IreR/a=rb)
Solucién

1. Como |cos 0| <1, se tiene

la-b[=]a][b]lcosol<]a][b] (M
2. (&)
Sia:0,ent0nces|a-b| =|0-b| =0y ||a|| ||b||:||0|| ||b||:0||b||:0
ysecumpleque|a-b| =||a|| ||b||

Similarmente si b = 0.
Si a=rb,entonces [a - b|=|(rb) - b|=|r® -b)| =|7||b-b|=|7]|]|b]’
=(r el iol=lmllel=1allv]
=)
Si | a- b| = || a || || b ||,de la desigualdad (1) obtenemos,
[al Ibficosor=faf|v]

Enelcasodequea=0 y b=0,setiene que|cos0|=1.Luego, =0 6 =1
y, por lo tanto, a y b son paralelos. Esto es existe » tal que a= rb.

| PROBLEMA 4. | Probar la desigualdad triangular.

Ja+b]<]a]+]n]
Solucién
Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy— Schwartz, tenemos
|a+b|’=(@+b)-(a+b)=a-a+2@a-b) +b-b
=laf*+2@-b) + b <[a*+2[a-b| + b

<[al*+2falln] « o =(faf+]v])

Ja+b]<fa]+]b]

Luego,
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1. 3

En los problemas del 1 al 8, hallar a-b

1. a=(5,-3), b= (2,4) Rpta. -2

2. a=(1/3,-2), b =(—6,—5) Rpta. 8

3. a=(3,-1,8), b= (241 Rpta. 6

4. a=(J2,-3,1), b= (3,-2,-5) Rpta. 1+ 32
5. a=2i+4j -k b=-3i+5k Rpta. -11

6. |[a] =3, |b|=8 yelanguloentreaybes % Rpta. 1243

7. |la =5, |b|=4 yeléanguloentreayb es 150° Rpta. —10+/3

8. Probar: i-j=0, j-k=0, i-k=0, i-i=1, j-j=0, k-k=0.

En los problemas del 9 al 11, hallar el angulo entre vectores a 'y b.

9. a=(3,4), b=(5,12) Rpta. 0.249 rad.~ 14.25°
10. a=(3,1,-4), b=(-2,2,1) Rpta. 2.12rad. » 121.5°
1l.a=2i+j-3k  b=6i-3j+2k Rpta. 1.456 rad. ~ 83.4°

12. Hallar dos vectores unitarios de R® que sean ortogonales a los vectores a i+j y

itk Rpta. (N3/3,~3/34373), (—V3/343/3-V3/3)

13. Sean a y b dos vectores cualesquiera. Probar que los vectores || b || a+ || a ||b y
|| b || a— || a ||b son ortogonales.

14. Sean a y b son dos vectores no nulos y sea ¢ = || b || a + || a ||b Probar que el
angulo formado por ay ¢ y el angulo formado por b y ¢ tienen igual medida.

15. Hallar los angulos del tridngulo cuyos vértices son los puntos P = (1, 1, 1),
Q=(5,0,4),R=(2,3,4) Rpta. 54.8°, 79.11°, 46.1°
16. Hallar el angulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas.
Rpta. 6 =cos™'(1/</3) ~54.7°
17. Hallar el angulo que forma la diagonal de un cubo con la diagonal de una de sus
caras, Rpta. 6 =cos' (7 6/3) ~353°

En los problemas 18y 19, hallar los cosenos y angulos directores del vector:
1

-2
18. (2,0, 1 Rpta. —, 0, —,
0N e 75 0

153.43°, 90°, 63.43°



40 Cap.1 Vectores y Geometria Analitica del espacio

, 64.62°, 149°, 73.4°

B

19. (3,-6,2) Rpta. % -

<o
2N

20. Hallar todos vectores unitarios de R* cuyos tres cosenos directores son iguales.

Rpta. <J—3/3, V373, J—3/3>, <—J—3/3, 373, —J—3/3>

21. Probar que no existe un vector a que tenga como angulos directores o = 30°,
L=30°.  Sugerencia: {cos «, cos 3, cos y) es unitario.

En los problemas del 22 al 26, hallar la proyeccion escalar y proyeccién
ortogonal de b sobre a.

22. a=(1, 1), b=(5,8). Rpta. Comp, b = ¥ Proy,b = %(1, 1)
23. a=(1,2), b=(2, 6. Rpta. Compy b= 205, Proy,b=-2(1,2)

24. a=(1,2,2). b=(2,-1,3) Rpta. Comp,b=2, Proy,b= %(1 2,2)

25. a=(4,3,-5). b=(12,9,-5) Rpta. Comp,b=102, Proy,b=2(4,3,-5)
26. a=(0,a,,0), b={a,ayas) Rpta. Comp,b= | a2| , Proy,b=a

27. Probar que el vector Ort,b =b — Proy,b es perpendicular al vector a.
28.Sia=¢4,3,-5) y b=(12,9, -5), hallar Ort,b. Rpta. (4,3,5)

29. Probar que Comp, (b + ¢) = Comp, b + Comp, ¢

30. Si ay ¢ son no nulos y paralelos, entonces Proy,b =Proy b, V vector b

31.Si ay ctienen la misma direccion, entonces Comp, b = Comp. b, V vector b
32.Siayctienen direcciones opuestas, entonces Comp, b =— Comp, b, V vector b

33. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F = 3i — 2j + k al desplazar un objeto en
linea recta desde el punto P = (-2, 4, 3) hasta el punto Q = (1, -3, 5). La fuerza
se mide en libras y la distancia en pies. Rpta. 25 libras—pies

34. Se ha subido una caja desde el suelo hasta el final de una rampa de 12 m de
longitud y de 30° de inclinacion. La fuerza ejercida sobre la caja fue horizontal y

de 15 newtons de magnitud. Hallar el trabajo realizado. ~ Rpta. 90/ 3 joules.
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SECCION 1.4
PRODUCTO VECTORIAL

Este nuevo producto, el producto vectorial o producto cruz, solo se define en R”.

El resultado de esta operacion es otro vector y no un escalar, como en el producto
escalar.

DEFINICION. | Sean a={a;,a,, a3) y b={by, by, b3 ). El producto vectorial o

producto cruz de a y b es el vector
axb={ab;— a3 by, asbi—abs, ay by —aby)

El lector seguramente estd pensando que la formula de esta definicion es
complicada y no facil de recordar. Para consuelo de la memoria del lector,
presentamos a continuacion esta formula en términos de determinantes.

Recordemos que:
El determinante de una matriz de orden 2 x 2 esta dado por

ab
cd

‘ =ad - bc )

El determinante de una matriz de orden 3x 3 estd dado por

a a; az

b, b b b b b
by byby | =a| 2 7| —aw| | 4wl @
G G G G G &
€ € C3
47 2 5 -3
EJEMPLO 1.| Hallar: 1. ‘ ) 3‘ 2. 4 0 -7
1 -6 3
Solucion
’ =43)-"7(-2)=26
-23
2 5 -3
0-7 4 -7 4 0
2.4 0 -7|=2 -5 + (-3)
-6 3 1 3 1 -6
1 -6 3

=2(0 - 42) - 5(12 — (=7)) + (=3)( 24 — 0) = 83
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Ahora retomamos la definicion de producto vectorial. La formula de la definicion,
en términos de determinantes, lo escribimos asi:

axb={(ab;— asb, asby—abs, a; by, — aby)

_ a) a3 a a3 a a
b, b , b b ’ b b,
O también,
a, a a, a a, a
axb=| 2 Pli—| " i+ Pk 3)
b, b b by b b,

Comparando este resultado con la formula (2), obtenemos que:
i jk
axb=|qa a, a4 “)
by by by
El lector debe estar advertido que, de acuerdo a nuestros conocimientos previos,
las entradas de una matriz son niimeros. Sin embargo en la expresion anterior, las

entradas de la primera fila son vectores. Esto no es matematicamente correcto. El
lector debe tomar la esta expresion s6lo como una regla nemotécnica.

EJEMPLO 2.| Sia=(2,5,3) y b=(-1,7,1), hallar axb

Solucion

Comie

1

]t

i
axb=| 2
-1

71 -1 1

5
-17
7

—_ W

‘5 3‘ ‘23‘ ‘2 5‘
- k

= (5-21)i-(2-3(-1)j+ (14~ 5(-1))k=—16i - 5) + 19k

PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

| TEOREMA 1.8 | Para cualquier vector a de R* de cumple que:

1. axa=0 2. ax0=0
Demostracion
i j k
B |4 a4 a, a, a a,
1. axa=| q a, a5 | = -
a) a3 a) as a, a
ay a, as

=(a2a3 —agaz)i—(a1a3 —a3a1)j +(a1a2 —azal)k

=0i—0j+0k=0
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ijk
2. ax0=|q a,a;| = a4 a3 |, |4 @4 a a,
00 00 0 0
000
= (a0 - a30)i — (@0 — a50); + (a1 0-a, 0)k
=0i—0j+0k=0

|TEOREMA 1.9| El vector a x b es ortogonal a ambos a y b.

Demostracion
a az | .. ap as | .. a a
axb)- a= i-a) — -a) + k-a
O P (O W E [
a) a3 a) a3 a, a
= a)— a as
b, by b by b b,

= (mbs—az by) ay — (a1bs—asby) ax + (a1 by — azhy) a3
=a aby—ajasby, —ayaybs + aya; bi+ayazb, — a, a3 b
=0

Similarmente, (a x b) -+ b =0

EJEMPLO 3.| Probar que:

ixj=k, jxk=1i, kxi=j

Solucién

ijk
o 0 o, |to]. |1o
ixj=[1 0 0= i- jt k

10 00 01
010 i
= (0-0)i- (0-0)j+(1-0)k =k

Similarmente, jxk=i y kxi=j k i

Para ayudarnos a recordar estos productos
contamos con el grafico adjunto.

El producto de dos vectores consecutivos, moviéndonos en sentido horario, es el
siguiente.
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REGLA DE LA MANO DERECHA

Si a y b son dos vectores no paralelos, el teorema anterior nos
asegura que el vector producto a x b es perpendicular tanto a a
como a b. Ademas, este vector producto también es
perpendicular a todo vector del plano generado por a y b.
Ahora, el vector a x b debe apuntar a uno y so6lo un lado de este
plano. ;Cual de los dos lados? La respuesta nos la regla de la
mano derecha, que dice: si se rotan los dedos de la mano
derecha, excepto el pulgar, en direccion del vector a al vector b,
entonces a x b apunta en la direccion del dedo pulgar.

| TEOREMA 1.10 | Otras propiedades del producto vectorial.

Seana, b y ¢ vectores de R’ y » un escalar. Se cumple:

l.axb=-bxa (anticonmutatividad)

2. (ra)xb=r(axb)

3.ax(b+c)=axb+axc (distributividad)

4. (a+b)xc=axc + bxc (distributividad)
5.a-(bxc)=(axb)-c (triple producto escalar)
6. ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)e (triple producto vectorial)

Demostracion

Ver el problema resuelto 4.

| OBSERVACION. | El producto vectorial no es asociativo. Esto es, existe vectores
a,byc tales que

ax(bxc)#(ax b)xec

En efecto,
ix(ixj)=ixk=— vy (ixi)xj=0xj=0

Luego, ix(ixj)#(ixi)xj

|TEOREMA 1.11 | Si 0 esel anguloentreayb (0 < @ < 7), entonces

[axb]=]a]|v]sené

Demostracion

Ver el problema resuelto 3.
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COROLARIO.| Si a y b son vectores no nulos, entonces

ax b=0 < ay b son paralelos

Demostracion.

ax b=0<:>||a><b||:O<:>||a|| ||b|| sen@=060=0060=nrn

<> a y b son paralelos

El teorema anterior nos permite proporcionar la siguiente interpretacion
geométrica:

|| axb || es igual al area del paralelogramo determinado por los vectores a y b.

En efecto, la base del paralelogramo es || a || y

su altura es || b || sen 6. Luego, su area es || b ||sen 0

Y

A = Base x altura = ||a|| ||b|| sen 0= ||a x b||

EJEMPLO 4.| Hallar el area del tridangulo cuyos vértices son los puntos
P=(-1,4,1), 0=(2,2,1), R=(2,-2,5)
Solucién
Sean los vectores a = PO=(3,-2,0)y b=PR = (3, -6, 4) . El 4rea del
paralelogramo determinado por estos vectores es doble del area del triangulo de
vértices P, Oy R. El area del paralelogramo es || axb || y la del tridngulo, es

A=Llaxb].
2
ij k
-2 0, 30, [3-2 . .
Pero,ax b=|3 -2 0| = i-— j+ =-8i—-12j-12k
3 _6 4 -6 4 3 4 3-6

Luego,

A= %” axb| = %\/(—8)2 +(-12)* +(-12)* = 2V 22
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EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

DEFINCION. | Sean a = {ay, a», a3 ), b={(b;, by, b3) y ¢ ={c}, cs, c3) tres
vectores de R’. El triple producto escalar de a, b y ¢ es el
nimero a- (b x ¢).

Se prueba facilmente que:
q a4y a3
a-(bxc)=| b b, b,

€ GG

Los vectores a, b y ¢ determinan un paralelepipedo.

Si V' es el volumen de este paralelepipedo,
entonces V es igual al valor absoluto del triple
producto de los vectores a, b y c.

Eso es,

V=|a~(bxc)|

En efecto, sabemos que el volumen del paralelepipedo es igual al producto de 4,
el area de la base, por 4, la altura. Esto es, V' = A4h.

Pero, tenemos que 4 =| bxc | .
Por otro lado,

h=||a|| cos @,donde 0<60 <

SR

Para 0< ¢ Sg, se tiene que cos € >0 'y, por tanto, cos & =|cos & |
Luego, h= || a ||| cos @ |

Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5,

v =an=[bxe| Jaljcos 0] =| [ [bxe] cos | = [a-(bxe)|

Sean los puntos P=(4,5,2), 0=(5,-5,7) y R= (2,4, 3).
Hallar el volumen del paralelepipedo que tiene a los vectores
a=O0OP,b=00 vy ¢=OR como lados adyacentes.

Soluciéon
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Tenemos que a= OP={4,5,2), b= 00 =(5,-5,7), ¢=0R=(2,-4,3) y

4 5 2
-5 7 5 7 5 =5
a-(bxe)=|5-57|=4 -5 +2
-4 3 2 3 2 -4
2-43

=4(-15+28) —=5(15-14) + 2(-20 + 10) =52 - 5-20=27
Luego, el volumen del paralelepipedo es

V= |a~(bxc)| =27

(SABIAS QUE. ..

El primer texto de célculo vectorial fice escrito en 1884 por el
fisico-matemdtico  americano  Josiah  Willard  Gibbs
(Connectcut, 1839-1903). Gibbs fue profesor de fisica
matematica de la Universidad de Yale y estaba a cargo del curso
de andlisis vectorial. Su texto fue el resultado de sus notas de
clase y fue publicado con el nombre de Elementos de Analisis
Vectorial. En esta obra aparecen todas las propiedades del J. W. Gibbs
producto escalar y del producto vectorial.

PROBLEMAS RESUELTOS 1. 4

|PROBLEMA 1.| Mediante el producto triple escalar, probar que los vectores

a=(3,-1,-4), b=(7,2,4), ¢=(11,5, 12) son coplanares
Solucién

Hallemos el volumen del paralelepipedo determinado por a, b y c.

3-1-4
2 4 7 4 7 2
a-(bxe)=|7 2 4|=3 + -4
5 12 11 12 11 5
115 12

=3(24-20) + (84— 44) — 4(35-22) = 12+40-52=0

Luego, el volumen de este paralelepipedo es 0. Esto significa que los tres
vectores, a, by ¢ son coplanares.
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|PROBLEMA 2. | Consideremos el tetraedro (piramide) PORS.
1. Sia= P—Q , b= PR y ¢= PS , probar que el volumen del
tetraedro PORS es

2. Usar esta formula para hallar el volumen del tetraedro PORS,
donde P=(1,2,1),0=(2,3,6),R=(5,3,0),5=(2,5,2)

Solucion 0
1. El tetraedro es determinado por los vectores: a, by c. ‘
a

Sea 4 el area del triangulo que es la base del
tetraedro y sea 4 la altura (del tetraedro).
Sabemos, por nuestros estudios de Geometria, P
que el volumen de un tetraedro es b

L=l
=34k 6(2A)h ) R

Pero, los vectores también determinan el paralelepipedo mostrado en la figura,
cuyo volumen es

QAh=la-(bxo)l @)
De (1) y (2) obtenemos que: V=% la. (bxc) |
2. Tenemos que:
a=P0 =(2-1,3-2,6-1)=(1,1,5)

b= PR

(5-1,3-2,0-1)= (4, 1,-1)

c=prs = (2-1,5-2,2-1)=(1,3,1)

115
a-(bxc) =[4 11| =(1+3)—(@+1)+5(12-1)=54
131

Luego, V= 54/6=9

|PROBLEMA 3 | 1. Larecta L pasa por los puntos O y R. Sea P un punto que
estd fuera de L. Probar que la distancia d del punto P a la
recta L es

[ax b
= ’
[al
2. Hallar la distancia del punto P = (1, -3, 3) a la recta que
pasa por los puntos Q = (3,-1,2) y R=(0,-4,1)

donde a=@ y b= Q—P
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Solucion

1. Sea Sel pie del segmento perpendicular a L y que pasa por P.

Tomamos el vector ¢ = SP P
d=[e] = [b]sen 6
_lalliv]seno_ Jaxn]| b/ e
EY Y o s ‘
2.a=0R=(0—3,-4+1,1-2)=(=3,-3,-1) Q a R L

b=0P ={1—-3,-3+1,3-2)=(-2,-2,1)

i j ok
axb=| -3 -3 -1 | =-5i+5]
2 -2 1

Luego,

gl NS e S
lall (=32 +(=3)2+(-1)? 19

| PROBLEMA 4. | Probar el teorema 1.10

Seana, b y ¢ vectores de R’y r un escalar. Se cumple:

l.axb=-bxa (anticonmutatividad)

2. (ra)xb=r(axb)

3.ax(b+c)=axb+axc (distributividad)

4. (a+b)xc=axc + bxc (distributividad)
5.a-(bxec)=(axb)-c (triple producto escalar)
6. ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)e (triple producto vectorial)

Soluciéon
Sean a:<a1,a2, a3>, b= <b1,b2, b3>, C:<C1, C, C3>

a; as
b b

a a
b, b,

1. axb= k

(a2b3— as bz)i - (a3b1 - a1b3)j + (al b2 - azbl)k
—( b2 as — bgag)i + (b3611 - b1a3)j - (b1a2 - bzal)k
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by by

a, a;

by by

a a3

b b

a a

k =—bxa

2. (ra) x b ={(ray)bs— (raz)b,, (raz;)b, - (ra))bs, (ra))b, — (ra)b;)
= ((ray)bs — (ras)b,, (ras)b,— (ra))bs, (ra\)by — (ra))b)
= 1{asb3— ash,, asb;— aibs, a\b, —axb;) = r(a x b)
i j k
3. ax(b+c)=axb=| gq a, as

b +c by+cy, byt

_| “ 43

bytc, by+ ¢

. ‘al a3
l_

j+
bte b+

‘ a a

bteq b+ ¢

Trabajemos en el primer determinante:

a a3

b2+ CZ b3 + C3 = (a2 (b3 + 03)9 a3(b2 + 82)) = (a2b3 + a)cs, a3b2 + a3C2)

a, a;
b, by

a, a
= (abs, ashy) + (aacs, azer) = >

G G

Esta tltima suma es la componente i de a x b + a x ¢. En forma similar se
procede con los otros dos determinantes.

4. Se procede como en 3.

5. a-(bxc¢) =ai(byes — bscy) + ay(bse) — bics) + az(bicy — bye)
= a1b,¢5 — aibscy, + arbscy — axbics + azbic, — azbscy
= (absci — azbyc)) + (ashbicy — arbscy) + (aibycs— azbicsy)
= (ayb3— asby)e; + (azby — aybs)cy + (a1hy— azby )es =(axb) - ¢
6. Tenemos que (b x ¢) = { byc; — bscy, bscy — bics, bicy — bycy)  y
i j k
ax(bxe)= a a, a,

byes =bse,  byey=bies biey —by
Efectuando el determinante hallamos que:

ax ( b x c) = (ClszCz + a3b103 — a2b201 - a3b3C1)i
+(a1byer + azbacs — atbicr— azbscy)j
+ (a1b3cl + a2b302 - a1b1C3 - Clzszj,)k (1)
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Por otro lado
(a . C)b = (alcl + ac, + 0303)b1i + (Cl]C] +a,c, + (1363)b2j

+ (aic1 + arer + ascs)bsk
=(ar bici+ ay biey + a3 biey)i + (a1bac + axbacs + azhycs)
+ (a1bscr + asbscr + asbses)k

( a- b)c = ((Zlbl + a2b2 + a3b3)81i + (albl + a2b2 + agb3)02j

+ (a1b1 + arb, + a3b3)c3k
= (a1b; e+ apbyey + asbyc))i + (a\bicy+ arbacy + azhscy) j
+ (alblc3 + arbyes + a3b3c3)k
Luego,

(a-c)b—(a-b)e=(aybic,+a;bics— arbyc) — azbye))i +
+ (a1bsct + azbacs — arbicr — azhycr)j
+ (a1bser + axbser — arhics — arbycs)k )
Comparando los segundos miembros de (1) y (2) concluimos que

ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c

[PROBLEMA 5. | Probar el teorema 1.11

Si @ esel anguloentreayb (0 < @ < ), entonces

Jaxb]=[af]|b]sene
Solucion

Teniendo en cuenta la definicion del producto vectorial tenemos:
[axb]| 2= (ashs— a3 by ) + (asby— arbs)* + (a1 by — ash,)’
=alb} —2a, as byby+ aib? + aib? —2ay as bibs+ alb}
+ alzbz2 —2a, a, bib, + a%blz
=(af + a3 + a3 )(B + B2+ b2 ) —(a1by+ar byt ashs )’

La tultima igualdad se puede comprobar efectuando las operaciones indicadas en la
parte tltima de la igualdad.

La igualdad anterior, en términos vectoriales, se expresa asi:
[axb]*=a]” [b] -(a-b)

Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5, tenemos:
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Jasb*=lal? [b ~G-by=[a]* b ~(Jaf b cos 0)

=[a]” b (1-cos’@) <[ a ] || b} sen’e
Finalmente, sacando raiz cuadrada:

[axbj=]a]|b]sene

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4

Para los problemas del 1 al 6, a=(2,-4,3),b=(1, 1,2), ¢ =(-1, 2, 5). Hallar:

1.axb Rpta. {~11, -1, 6) 2. bxa Rpta. {11, 1,-6)
3.bxc Rpta. {1,-7,3) 4. a-(bxc) Rpta. 39
5. a-(axb) Rpta 0 6. (axb)-(axc) Rpta. 299

Para los problemas 7 y 8, a=(1,2,3),b=(1,-1,0), ¢=(2,0,0). Hallar:
7. (axb)xe Rpta. {0,-6,-6) 8. ax(bxc) Rpta.(4,2,0)

En los problemas 9 y 10, hallar dos vectores unitarios ortogonales al vector
a x b, donde los vectores a y b son los indicados.

1 1

9. a=(1,-2,1), b=(0,2,1) Rpta. (—4,-1,2), —(4, 1,-2)
v 21 v 21
1 1
10. a=(1,-1,1), b=(2,1,4) Rpta. — (1,2, 1), ———<(1,2,1)
J6 J6
11. Hallar el area del paralelogramo determinado por los vectores a = (4, -1, 1),
b=(2,3,-1) Rpta 4 = 2+ 59

12. Probar que el cuadrilatero que tiene por vértices P=(2,-1,4), 0=(5, 4, 0)
R=(3,3,2) y S=(6, 8, —2) es un paralelogramo. Hallar su area.
Rpta A = J 89
13. Probar que el cuadrilatero que tiene por vértices P=(2,2,2), 0=(3,4,5)
R=(-1,2,6) y S=(0,4,9) es un paralelogramo. Hallar su area.

Rpta A =+ 269

En los problemas del 14 al 16, hallar el area del triangulo cuyos vértices son
los puntos P, Q y R dados.

14. P=(4,-1,1), 0=(6,3,1), R=(0,-2, 3) Rpta A=/ 69
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15. P=(2,4,1), 0=(0,-2,5),R=(-3,0,3) Rpta A =321
16. P=(1,2.3), 0=(0.1,2).,R=(0,0,2) Rpta A - %J—z

En los problemas del 17 y 18, hallar el volumen del paralelepipedo cuyos lados
adyacentes son a=PQ,b= PR, c=PS .
17. P= (l, 0, —2), 0= (2, -1, 1), R= (3, -3, 0), S= (4, —4, —l). Rpta. V=14
18. P=(2,1,-1),0=(7,2,3),R=(1,1,-3), 5 = (5,3, 1). Rpta. V=8
En los problemas del 19 al 21, hallar el volumen del tetraedro cuyos lados
adyacentes son a=PQ,b= PR, c=PS
19. P=(1,-1,2), 0=(3,1,6), R=(2,4,4)y S =(2,-1,3) Rpta. V= 4/3
20. P=(2,1,3), 0=(7,1,19), R=(3,0,4)y S =(10,3,6) Rpta. V= 452
21. P=(4,3,4), 0=(3,9,5), R=(0,7,6)y S =(1,5,8) Rpta. V= 26/3

22. Sean ayb dos vectores de R® cualesquiera, probar que:
(a+b)x(a—-b)=2(axb)
23. Sean a, by c tres vectores de R’ cualesquiera, probar que:
ax(bxe)+ bx(exa)+ ecx(axb)=0
Sugerencia: Usar la formula 6 del teorema 1.10
24. Sean a, by c tres vectores de R’ cualesquiera, probar que:

a-cb-c
a-d b-d
Sugerencia: Usar la formula 1, 5 y 6 del teorema 1.10

(axb):(exad)=

25. Hallar la distancia del punto P = (6, 4, —2) a la recta que pasa por los puntos
0=(2,3,1)yR=(4,5,2). Rpta d= %\/1785
26. Sea P un punto que no esté en el plano que para por los puntos O, Ry S.
Sia= @ , b= @ y e= Q—P , probar que la distancia de P al plano es
_ | @x b)-c|
[ax b
Sugerencia: d = || h || , donde h=Proy, ¢

27. Hallar la distancia del punto P = (2, -2, 3) al plano que pasa por los puntos
0=(@4,1,-1),R=(-2,3,4) y S=(2,0,-3). Rpta d =104/3/ 65
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SECCION 1.5
RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

ECUACIONES DE LA RECTA EN EL ESPACIO

Una recta L en el espacio tridimensional queda
determinada por un punto Py, por donde pasay por
un vector v paralelo a la recta. Un punto P estd en la

zZ

recta L si y sélo si el vector R P es paralelo a v.

Esto es, P esta en larecta L siy sOlo si FyP=tv,

para algin ¢. Al vector v lo llamaremos vector
director de la recta. Este vector es cualquier
vector paralelo a la recta. X

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA.

Sir es el vector posicion de P y ry es el vector posicion de Py, entonces

FP: r —ry, Luego, r — ry=tv, o bien

r=rp+ tv, —o0<t<ow (€))

Esta ecuacion es llamada ecuacion vectorial de la recta.
ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA
Si Po= (x0, 0, 20), P=(x,,z) y v={a,b, c), entonces
r={x,v,2), ro={xo, Vo, 20y y de la ecuacion (1) dice:
(x, y, z) = (X0, 0. 20y + (ta, th, tc),

de donde, igualando componente de estos vectores, obtenemos las ecuaciones
paramétricas de la recta:

X =Xx, tat
y=yg bt w<t<w @)
z=1zy+ct

EJEMPLO 1. | a. Hallar una ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas de la

recta L que pasa por el punto (2, =3, 7) y es paralela al vector
<57 _25 4>'
b. Hallar otra ecuacion vectorial y otro juego de ecuaciones

paramétricas para la recta L.
Solucién



Cap.1 Vectores y Geometria Analitica del espacio 55

a. Tenemos: r=(x,y,z), r,={2,-3,7), v=(5,-2,4).
Luego, una ecuacion vectorial para L es
(x, »,2)=(2,-3,7) +K5,-2,4), —0<t<oo
Ahora, si efectuamos las operaciones indicadas en la ecuacion anterior, tenemos

<x, ¥, z> = (2 +5¢,-3-2t,7 +4t>

Igualando las componentes de los vectores anteriores, conseguimos el siguiente
juego de ecuaciones paramétricas de L

x=2+5¢
y=-3-2t , —0<t <o
z=T+4t

b. Conseguimos otro punto de la recta L distinto del punto (2, 3, 7). Asi, si en las

ecuaciones paramétricas hacemos 7 = 1 obtenemos el punto (7, -5, 11). Como
vector paralelo a L tomamos otro multiplo del vector v. Asi, tomamos w = 2v

=2(5, -2, 4) = (10, -4, 8). Con estos nuevos datos conseguimos la siguiente
ecuacion vectorial.

(x, y,z) =(7,-5,11) + 5{10, -4, 8),
x=T7+1ls

y las siguientes ecuaciones paramétricas, <y =-5-4s
z=11+8s

Para estas nuevas ecuaciones hemos usado el parametro s. Esta variable es
“muda” y, por tanto, puede usarse cualquier variable, incluyendo la ¢ anterior.

ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA

A los nimeros a, b y c, que son las componentes del vector v = {a, b, c), se les
llama nameros directores de la recta L. Si estos tres nimeros son distintos de 0,
entonces despejando el parametro ¢ en las tres ecuaciones paramétricas e igualando
los resultados, obtenemos:

X=X _ V=Vo_ 272 (3)

que son las ecuaciones simétricas de la recta. L.

Si una de las componentes de v = {a, b, c) es 0; es decirsi, a=0,b=06c =0,
las ecuaciones simétricas de L son, respectivamente,
Y—Yo_ 272 X% Z7% L X% _ Y=

» X = Xo, sV =DXo o
b c a c a b

Las ecuaciones simétricas tampoco son Unicas.
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|[EJEMPLO 2. | Hallar una ecuacién vectorial, ecuaciones paramétricas y
ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos

R=(1,-1,3) y §=(3,-4,1).

Solucién
Se puede tomar como Py al punto R o al punto S. Tomemos Py=R = (1, -1, 3).
Como vector v paralelo a la recta, tomamos
v=RS=(3-1,-4+1,1-3) =(2,-3,-2)
Luego, una ecuacion vectorial de la recta es:
(x, v,z2)=(1,-1,3) + K2,-3,-2), w<t<oo.
de donde conseguimos las siguientes ecuaciones paramétricas:

x=1+42¢
y=—1-3t , —o<t<o
z=3-2¢t

Ahora, despejamos el parametro ¢ en cada ecuacion se tiene:

x—1 y+1 z-3
t=2—, =2~ = ,
2 -3 -2

de donde obtenemos las ecuaciones simétricas:

x-1_y+l _z-3
2 -3 -2

|DEFINICION. | Sean L; y L, dos rectas con vectores paralelos v y w,
respectivamente.

1. L; y L, son paralelas sivy wson paralelos.
2. L y L, son perpendiculares si vy w son perpendiculares.
3. L, y L, se cruzan si L; y L, no se intersectan ni son paralelas.

4. El anguloentre L; y L, esel anguloentrevy w.

EJEMPLO 3.| a. Probar que las siguientes rectas se interceptan hallando el punto

de interseccion.

x-5_ 'y _z-5 x+5 y-4 z-1
= < LZ: = =

2 -1 1 3 -1 1

b. Hallar el angulo entre estas rectas.

L1:

Solucion

a. En primer lugar verificamos que estas rectas no son paralelas. Un vector paralelo

aL; esv=(2,—1,1) yun vector paralelo a L, esw={3,-1, 1)
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Supongamos que existe 7 tal que:
2=3r r=3/2

2,-1,1)=r(3,-1,1) = <-1=—r =< r=1 ,locualesimposible.

I=r r=1
Luego, (2, -1, 1) # (3, —1, 1), para todo real ». Como v y w no son paralelos,

L, y L, tampoco lo son.
Ahora, expresamos L; y L, mediante ecuaciones paramétricas:

x=5+2¢ x=-5+3s
L. Jy=—t L, < y=—4-s
z=5+t¢ z=1+s

En un punto de interseccion se debe cumplir que:

x=5+2t=-5+3s= 2t-3s=-10
y=—t =4-5 = —t+s =4

z=5+t =1+s = t-s=-4
Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones

2t—3s5s =-10
—t+s=4

Lasoluciones t=-2 y s=2.
Observamos que esta solucion satisface la tercera ecuacion.
Reemplazamos el valor ¢= -2 en las ecuaciones paramétricas y obtenemos el
punto de interseccion: (1, 2, 3).
b. Hallamos el 4ngulo entre los vectores v=(2,-1,1) yw={3, -1, 1).

] 8
v 8 8 = 6’=cos_1( ’—66jz 10°

6 = = =
U IVIIWT VeV Jee

EJEMPLO 4.| a. Probar que las siguientes rectas se cruzan.
x-1_y-4_ z-3

L x—1_y-3_z+2 L:
1 -2 3 1 3 4

b. Hallar el angulo entre estas rectas.

Solucion
a. En primer lugar verificamos que estas rectas no son paralelas.
Un vector paralelo a L, es v =(1,-2, 3). Un vector paralelo a L, es w = {1,-3, 4).

Como en el problema anterior, es facil ver que (1, -2, 3) = {1, -3, 4), para todo

real ». Luego, vy w no son paralelos y, por lo tanto, ; y L, no son paralelas.
Supongamos que L; y L, se interceptan. Transformamos las ecuaciones

simétricas de L, y L, en ecuaciones paramétricas:
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x=1+t x=1+s
L. yy=3-2¢ L.y y=4+3s
z=-2+43t z=3+4s

En un punto de interseccion se debe cumplir que:
x=1+¢t=1+s = t=s
y=3-2t =4+3s = 2t+3s =-1
z =-2+3t =3+4s = 3t—4s=5
Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones

t=s
2t+3s =-1

La solucion es ¢ = —1/5 y s = —1/5. Observamos que esta solucion no
satisface la tercera ecuacion. Luego, L, y L, no se interceptan.

Como las rectas no son paralelas ni se interceptan, entones, se cruzan.
b. Hallamos el angulo entre los vectores v={1,-2,3) yw={(1, -3, 4).

VW 19 19

19
0 = = = =  fO=cos’ [—Jz 521°
O VWl Viavas  ador o \2vo1

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

| TEOREMA 1. 12 | Sea L la recta pasa por el punto Py y es paralelo al vector v.
Sea P; un punto cualquiera del espacio. Probar que la
distancia del punto P; a la recta L es

| AR

d=—

[V

Demostracion

Ver el problema resuelto 6.

EJEMPLO 5.| Hallar la distancia del punto P, = (1, -3, 3) a la recta que pasa por

los puntos Pp=(3,-1,2)y R=(0,-4,1)
Solucion

Tenemos que:
RE =(1-3,-3+1,3-2) = (-2,-2, 1),

v=PR=(0—3,-4+1,1-2)=(=3,-3,-1)
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i j ok
BB xv=|-2-2 1| =5i-5j
-3 -3 -1
Luego,
d:“PoPlx"“: 5+ (=5 _5 /3%
vl S 19

ECUACIONES DEL PLANO EN EL ESPACIO
ECUACION VECTORIAL DEL PLANO
Un plano P en el espacio tridimensional queda determinado por un punto P, por

donde pasa y por una vector n no nulo ortogonal al plano. Un punto P estd en plano P

siy solosi el vector B P es ortogonal a n. Esto es,

n
Pesta enelplano P siysoélosi n+ }’(7’ =0. T
Si r es el vector posicion de Py r, P b P=(x,y,2)
es el de P, tenemos que P(7°= r—r,. °

Luego, Py = (X0, Y0, 20)

Pesta enelplano P siysolosi n* (r—ry) =0.

Se llama ecuacion vectorial del plano a la ecuacion

n:(r-ry)=0 ()

ECUACION CANONICA Y ECUACION LINEAL DEL PLANO
Sin=(a,b,c), P=(x,1.2)y Po=(x ) 2), cntonces

r—ry={(x—x,y—Y0,z—2) ylaecuacion vectorial (4) toma la siguiente forma

a(x —x,) +b(y —y,) +c(z-2)) =0 Q)

llamada ecuacién candnica o ecuacion escalar del plano.

En la ecuacion anterior, efectuamos las operaciones indicadas, obtenemos

ax+by+cz+(—axo-by,—cz)=0.Si d=(—ax,—by, - cz), entonces la
ecuacion (5) se transforma en la ecuacion lineal:

ax+by+cz+d=0 6)
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Reciprocamente, toda ecuacion lineal (ecuacion 6), donde a # 0, b = 0 6 ¢ # 0,
representa un plano que tiene como vector normal a n = {a, b, c). En efecto, Si en
la ecuacion (6) se cumple que a # 0, entonces la podemos escribir asi:

ax+by+cz—a(—%] =0 & a(x— (—d/a)) +b(y—0)+c(z-0) =0,

que es la ecuacioén candnica del plano que pasa por el punto Py = (—d/a, 0, O) y
tiene como vector normal n = {a, b, c).
Se procede en forma anéalogasi b#=0 6 c#0

A la ecuacién (6), cuando la pensemos representando un plano, diremos que es
una ecuacion lineal del plano.

NOTA.| Las ecuaciones del plano anteriores, como en el caso de la recta, no son
Unicas.

EJEMPLO 6. Hallar una ecuacion vectorial, una ecuacién canoénica y una

ecuacion lineal del plano que pasa por el punto (2, =1, 1) y es
ortogonal al vector n =<5, 3, -2).
Solucion
Tenemos que: r={x,y,z), ry=2,-1,1), r—ro={(c—2, y+1, z—1).
Una ecuacion vectorial de este plano es
<573:_2>.<x_2’ y+1: Z_1>:O
Efectuando el producto escalar hallamos una ecuacién canénica del plano:
5x-2)+3(y+1)-2(z-1)=0

Efectuando las operaciones indicadas en la ecuacion anterior, hallamos una
ecuacion lineal del plano:
Sx+3y-2z-5=0

EJEMPLQ 7. | Hallar una ecuacion candnica y una ecuacion lineal del plano que
pasa por los puntos P=(1,-3,2), 0=(2,1,-2) y R=(3,1,-1)
Soluciéon

Tomamos a cualquiera de los tres puntos dados como punto de referencia P,. Asi,

tomemos, por ejemplo, como punto de referencia al punto P = (1, -3, 2). Con los
otros puntos y el punto de referencia, formamos los vectores:

a=P0={_-1,143,-2-2) =(1, 4, —4),

b=PR={3-1,1+3,-1-2)=(2,4,-3)
Estos vectores son paralelos al plano y por tanto, n=a x b es ortogonal plano.
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Tenemos que:

i j k
n=axb=|1 4 -4|=(-12+14)i— (-3 +8)j+(4—8)k=4i—5j— 4k
2 4-3

Luego, una ecuacion canénica del plano que pasa por P = (1, -3, 2) y es normal al
vector n= (4, -5,-4) es
4x-1)—5(+3)-4(z-2)=0
Efectuando las operaciones indicadas en la ecuacion anterior, obtenemos una
ecuacion lineal:

4x—5y —4z-11=0

|DEFINICION. | Sean P, y P, dos planos con vectores normales n; y ny,
respectivamente.

1. P, y P, son paralelos si n; y n, son paralelos.
2. P, y P, son perpendiculares si n; y n, son perpendiculares.

3. El 4ngulo entre P, y P, es el dngulo entre ny y n,.

Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto Py = (2, -3, 1)
y es perpendicular a los planos
Prdx+y-2z-5=0 y Pp: 2x+3y —z—-11=0
Soluciéon
Los vectores my = (4, 1,-2) y m, = (2, 3, —1) normales a P, y a P,
respectivamente. Sean P el plano que estamos buscando y n su vector normal.
n debe ser perpendicular a n; y a n,. Por tanto, tomamos

i j k
n=nxm=| 4 1-2|=5i+14k={(5,0,10)
2 3-1

Luego, el plano buscado es,

P:(50,10) - (x-2,y+3,z—1) =0 6bien P:5x+10z=20

EJEMPLO 9.| Hallar el angulo entre los planos
Pi:5x+3y—-2z-5=0 y Prdx—5y —4z-11=0
Solucion
Los vectores n; = (5, 3,-2) y m, = (4, -5, —4) son normales a P, y a P,

respectivamente. Luego, el 4ngulo entre los planos Py P, es
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o

[ n;-n
9—cosl[| 12

-1 13
1 2 |- &7
o] nqu (m mj

LA RECTA COMO INTERSECCION DE DOS PLANOS

Si P ax+bytcz+d =0y Py ax+byy+cz+d,=0 sondos planos
en el espacio, estos se interceptan formando una recta L. Un punto P = (x, y, z) estd

en L siy solosi sus coordenadas x, y, z satisfacen ambas ecuaciones. Luego, la

recta L esta representada por el sistema de ecuaciones:
Py

IS + by +qz+d =0
Clagx + byy + cyz+ dy =0

» L

EJEMPLO 10.| Hallar un juego de ecuaciones simétricas de la recta:

I3 {2x+y -3z -5=0
3x-2y+4z+3=0
Solucién
Hallemos un punto de L. Haciendo z = 0 en el sistema obtenemos el nuevo
sistema de dos incognitas:

2x+y =5=0
3x-2y+3=0
cuya soluciones x=1, y=3.

Luego, un punto de la recta es P, = (1, 3, 0).

Por otro lado, un vector normal al plano 2x +y —3z—-5=0es n;=(2,1,-3) y
un vector normal al otro plano, 3x — 2y +4z+3 =0, es m, = (3, -2, 4) .

Buscamos un vector v paralelo a la recta. Como este vector debe ser ortogonal a
n; y a n; tomamos

i j ok
vEemxm=|2 1 -3|=-2i —17j —=7k=(2,-17,-7)
3 -2 4

En consecuencia, un juego de ecuaciones simétricas de la recta L es




Cap.1 Vectores y Geometria Analitica del espacio 63

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

| TEOREMA 1.13] Probar que la distancia del punto P, = (x;. y1, z;) al plano
P:ax+by+cz+d=0
estd dado por

3 |ax1+by1 +cz,+d |

d(P,P) =
Na?+b*+c?

Demostracion

Ver el problema resuelto 7.

EJEMPLO 11.] Hallar la distancia del punto P; = (1. 0, 5) al plano
P:4x-3y+z-1=0
Solucion
. | 4(1)=3(0)+1(5)-1 | _ 8

J& (= +2 V26

PROBLEMAS RESUELTOS 1.5

|PROBLEMA 1. | Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto
de interseccion.

; 5 . x=-1+2¢
x— y- z—
Li: = = ;o Lo =1-3¢
"3 2 2 =1
z=14+4¢

Solucion
x=T7+3s
Expresamos a la recta L; mediante ecuaciones paramétricas: L: < y =2+ 2s
z=1-2s

El punto de interseccion debe satisfacer ambas ecuaciones paramétricas. Luego,

x=—14+2t=T+3s 2t-3s=8
y=1-3t=2+2s < {3t+2s=-1
z=1+4t=1-2s 4t+25=0

Resolvemos el sistema formado por la segunda y tercera ecuacion:
3t+2s=-1 t=1
=
4t+25=0 §=-2

Lasolucion =1y s=-2 también satisface la primera ecuacion. En efecto:
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4(1)+2(-2)=0
En consecuencia, las rectas L, y L, se intersecan en un punto.
Si en la ecuacion de L, remplazamos ¢ = 1, obtenemos:
x=-1+2(1)=1, y=1-3(1)=-2, z=1+4(1)=5

El punto de interseccion es (1, -2, 5).

| PROBLEMA 2. | Rectas coplanares.
Sea L, la recta que pasa por el punto P; y es paralela al vector
v1 y sea L, pasa por P, y es paralela al vector v,. Probar que:

Ly y L, son coplanares <> PP, -v, xv, =0.

Solucion
Caso 1. L, y L, son paralelas.

Si L, y L, son paralelas, es claro que L, y L, son coplanares. Ademas,
como vy y V, son paralelos, sabemos que se cumple que vy x v,= 0y, por tanto,
PP v, xv,=0.

Caso 2. L, y L, noson paralelas.

El vector n = v; X v es ortogonal a ambas rectas. Sea P el plano que pasa
por el punto P, y tiene por vector normal a n = vy x v,.

Ahora, L,y L,estan enelplano P <> P, estien P <

PP, esortogonalan=vyxvy, < P P -v, XV, =0.

| PROBLEMA 3. | Distancia minima entre dos rectas que se cruzan.
Sean L; y L, dos rectas que se cruzan. Si L; pasa por el punto
P, y es paralela al vector v y L, pasa por P, y es paralela al
vector v,, probar que la distancia minima entre L; y L, es

P1P2'V1XV2‘

[vixva]
Solucion

El vector n =v; x v, es ortogonal a ambas
rectas, L; y L,

Sea P, el plano que pasa por P;y es
ortogonal al vector n.

Sea P, el plano que pasa por P, y es ortogonal al vector n.
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La distancia minima entre las rectas L, y L, es igual a la distancia entre los
planos paralelos P, y P.. Esto es,

(,2) - compu s |- LTE0 [Py
d=d( P, =|Compy PP, |=——+—+"=—7F"""F—
o n [n] [vixva|
| PROBLEMA 4. | Sean las rectas:
| y+l 243 e
x=1_ y+l z+ ) 5
Ll. 4 1 3 Lz. y 2—t
z=-2+t

1. Probarque L, y L, secruzan

2. Hallar la minima distancia entre L, y L,.
Solucién

1. Los vectores v; =(4, 1, =3) y v,=(=3, =1, 1) son paralelos a las rectas L, y L,,
respectivamente. Vemos que v; y Vv, no son paralelos y, por tanto, L; y L, no
son paralelas.

Tomamos el punto P, = (1,-1,-3)de L, y P,=(0,2,-2) de L,. Tenemos

i ok
BP=(-1,3,1) y n=vixv,=| 4 1-3|=22i+5j-k
311

Pero, BP,-n ={(-1,3,1) - (2,5, -1).=2+ 15 - 1 = 16 y, de acuerdo al
problema resuelto 2, L; y L, no son coplanares. Por tanto, L; y L, se cruzan.

P1P2'V1 XV2

(-130)(-25-1) | 16

vl | [P sy | V30

[PROBLEMA 5. | Hallar ecuaciones paramétricas de la bisectriz del angulo
formado por las rectas:

L x-2 _y+1 _z-3 , Ly x-2 z-3
2 2 1 4 -3

Solucién
Las ecuaciones nos dicen que estas rectas se intersecan en el punto (2, -1, 3).

L, es paralela al vector v =(2,2,1) y
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al vector unitario u; = <2 2,1)

[l 1||

L, es paralela al vector v, = (4 0,-3)y
<4 0,-3)
[vaf 2"

La bisectriz es paralela al vector:

2 4 2 1 3 22 2 4
u=u +tu=(— ——=
3 5733 5 1573715

Ademads, como esta bisectriz también pasa por el punto (2, —1, 3), ésta tiene por
x=2+(22/15)1
ecuaciones paramétricas: L: § y=—1+(2/3)¢
—(4/15)¢

al vector unitario u, =

| PROBLEMA 6. | Demostrar el teorema 1.12.

Sea L la recta pasa por el punto P, y es paralelo al vector v.
Sea P; un punto cualquiera del espacio. Probar que la distancia
del punto P; a larecta L es

“PPX VH

K

d=

Solucion

1. Sea Sel pie del segmento perpendicular a L y que pasa por P;.

Tomamos el vector ¢ = SP,

Tenemos: P
d=||c||=“§ﬁl“sen6 RA
Cc
R N 2 N OO
[v] [v] Po voR L

|PROBLEMA 7.| Probar que la distancia del punto P; = (1, ¥1, z1) al plano
P ax+by+cz+d=0
esta dado por

d(P,P) =

|ax1 +by, +cz +d |

\a Zibr 4

Solucion
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Sea Py = (xo, yo, Zo) un punto del plano y Py=@,y,2)

sea b el vector
b
b:ﬁ:<xl—xo, Y1 = Yo, 21 — Zo) : En
PO

Sin={a, b, c) es un vector normal al plano, P
entonces
d(Pl g)) = |Compb| = n-b |a(xl_xo)+b(y1—y0)+c(zl—ZO)|
| [n] N

|(axl+by1+czl)—(ax0+by0+czo)| 3 |axl+byl+czl+d|

Na?+b?+c? Na?+b*+c?

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5

En los problemas del 1 al 3 hallar una ecuacién vectorial, ecuaciones
parameétricas y ecuaciones simétricas de la recta descrita.

1. Pasapor el punto (1, -2, 6) y es paralela al vector 3i+4j — 5k

x=1+3¢ . 5 .
Rptar:<19_276>+t<3’4a_5>3 y=_2+4t, - = y: = Z_S
z=6-5¢

x+3 _y+5_z-1

2. Pasa por el punto (2, 0, —1) y paralela a la recta L:

- 3 -4
x=2-2t
Rpta. r=1{2,0,-1) + €-2,3,-4); {y=3 L x=2_y_zHl
z=—1-4 2 3 A
3. Pasa por el punto (-1, 5, =7) y es perpendicular al plano x+ 7y —8z+9=10
x=-1+2¢
Rpta. r={(-1,5. -7y + {1,7,-8); dyp=s47 5 *L_Yy=3_Z%+7
z=-7-8t ! 7 -8

En los problemas del 4 al 6 hallar ecuaciones paramétricas y ecuaciones
simétricas de la recta descrita.

4. Pasa por los puntos (2,-3,-1) y (1,-1,4)
x=2-t
Rpta Jy=-3+2t ;
z=-1+5¢

x=2_ y+3_ z+l
-1 2 5
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5. Pasa por el punto (4,1, -2) y es ortogonal a los vectores i+k y k+j

x=4-t
x—4_ y+l_z+2

-1 -1 1

Rpta y=—1-t ;
z=-2+t

6. Pasa por el punto (5, 0,—3) y es ortogonal a los vectores j y i+k

x=5+t
Rpta 1y=0 : x—5:z+3’y:O
z=-3-¢ ! -
7. Hallar ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (=5, 0,-2) y es
x=-5
paralela a los planos XY y YZ. Rpta <y=t
z=-2
8. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto de interseccion.
x=-2+3¢
PR R et UV P Rpta  (1,2,3)
2 -l ! z=2+t

9. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto de interseccion.

x-1 z+1 y-1_z-4
L —=y= ; Ly, x-3=—= Rpta 3,1,4
1 > y 5 2 5 7 P ( )
10. a. Probar que las siguientes rectas se cruzan.
x=-7+3¢ x=1+s
Ly: Jy=4-2¢t Ly 3y=-9+12s
z=4+3¢ z=-12-s
. . . 119
b. Hallar la distancia minima entre estas rectas. Rpta d= —
P v 29
11. a. Probar que las siguientes rectas se cruzan.
-1 2 -1 -
Ly loryr2 o 4 Xl 3
2 2 3 4
10

b. Hallar la distancia minima entre estas rectas. Rpta d= —

J 86

12. Hallar el angulo formado por las rectas

X2 273 0 oy XHloll3 420 Rpao=450

L]Z
3 -1 2

13. Hallar el angulo formado por las rectas

’{x—y—4z+2=0 L'{ x=3y—-z+5=0

I Rpta 6=128.9°
2x+y-2z-3=0 2x+2y+z-4=0
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14. Probar que las siguientes rectas son ortogonales.
Lx=3 y+l _z-3 L.x—lzy—2_z+1
T 1 Y4 1 g

15. Probar que las siguientes rectas son ortogonales.

x+3y—-z+7=0 x—y—4z+5=0
L]Z Ls:
4x+4y—-z-2=0

"lox+y-2z-1=0
En los problemas del 16 al 28 hallar una ecuacién del plano descrito:
16. Pasa por el punto (2, 5, —1) y es ortogonal al vector (2, -3, 5).
Rpta. 2x =3y +5z+16=0
+1_y-3_z+1
1 -3

17. Pasa por el punto (4, —1, 0) y es ortogonal a la recta al
Rpta. 2x+y—-3z-7=0
x=2t+1
18. Pasa por el punto (1, -1, 0) y contiene a larecta { y =3t —4
z=t-8
Rpta. 21x—-16y+6z-37=0

19. Pasa por el punto (1,—4,2) y contiene al eje Z.
Rpta. 4x+y=0

20. Pasa por los puntos (0,2,-1) y (4, 1,0) y es paralelo al eje X.
Rpta. y+z-1=0

21. Pasa por los puntos (0, 1,-1), (-1, 1,0) y (1,0,-1),
Rpta. x+y+z=0

22. Pasa por el origen y es paralelo al plano 4x —3y +z=2
Rpta. 4x -3y +2z=0

23. Pasapor el punto (1,-2,4) y es paralelo al plano XZ.
Rpta. y+2=0

24. Pasa por el punto (4, 1,—1) y es paralelo al plano 3x—y +2z+6=0
Rpta. 3x —y+2z-9=0
25. Pasa por el punto (6,7, 1) y es paralelo al plano x — 2z =1
Rpta. x—2z-4=0
y—
-3

26. Contiene a la recta xT—l +
Rpta. x—y+z=0
x—y-1=0

27. Pasa por el punto (2 -1, 1) y por la recta {
y—z+2=0

Rpta. y+z=0

3,z:2yespara1eloalplano x—-y+z+8=0

69
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

38.
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x—y—-1=0
Pasa por la recta y es ortogonal al plano x —y +z =4
y—z+2=0
Rpta. 3x +y—-2z+3=0
x=t-1
Hallar el punto donde larecta { y =2¢+1 corta al plano 2x -3y +1=0

z=—t+3
Rpta. (-2,-1,4)

Hallar el angulo que forman los planos 3x+y—-z=10, x—y+4z=2
Rpta.  98.17°
Hallar el angulo que forman los planos 7x—4y+4z-2=0, 3x+4y=0
Rpta.  83,6°
Hallar una ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de los puntos (2,0, 2) y
(1,1,0). Rpta. x—y+2z=3
a. Probar que las siguientes rectas se cortan, hallando el punto de interseccion.

Li:r=(0,514) +£-1,2,3), Ly:r=3,-1,5) +s(4,1,-5).
Rpta. (3,-1,5)
b. Hallar una ecuacién del plano que contiene a estas rectas.
Rpta. 13x -7y +9z=91

Hallar una ecuacién simétrica de la recta que pasa por el punto (2, -1, 3) es
-1 1
paralela al plano 2x —y —z =8 y es ortogonal a la recta x = y_2 = Z; .
_ 1 —
Rpta. x-2_y+l_z-3
5 3
x=2-4¢
Hallar la distancia del punto (2, -1, 1) alarecta { y=1
z=-3-3t

Rpta. d= %«/ 356 ~3.77

x+4 _ y+2  z+2
-1 3 1

{30
Rpta. d= 3, —
pia 11

Hallar la distancia del punto (5, 3, —1) alplano 2x —y —2z+4=0
Rpta. d=3

Hallar la distancia del punto (- 1, 0, 2) alarecta

Hallar la distancia del punto (1, -3, 7) alplano4x+2y—2z-6=0
Rpta. d= %\/—6
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39. a. Probar que la distancia entre los planos paralelos ax + by + cz +d; =0,
ax+by+cz+d,=0 es
| di-ds|

v a’+b% +c?

b. Hallar la distancia entre los planos 4x -3y -z —9=0, 4x-3y-z -1=0

d=

Rpta. d -8

J26

40. Un plano corta al eje X en el punto (a, 0, 0), al eje Y en el punto (0, 3, 0), al eje
Z en el punto (0, 0, ), donde a, By yson no nulos. Probar que una ecuacién

X,y z
para este planoes —+ —+— =1

a p A
41. a. Verificar que las siguientes rectas se cortan en el punto P, = (2, -5, -3)

x=5+43t g 5 5

x— v+ z+
Li: =-5 s Ly: = =
Y S T T
z=1+4t

b. Hallar ecuaciones paramétricas de la bisectriz del angulo que forman L; y L.
Rpta. x=2+51t, y=-5+15t, z=-3+18¢

SECCION 1.6

SUPERFICIES CILINDRICAS, CUADRATICAS
Y SUPERFICIES DE REVOLUCION

Ya estamos familiarizados con dos tipos de superficies, el plano y la esfera. Aqui
presentamos dos tipos mas: las superficies cilindricas y las superficies cuadricas.

Para ayudarnos a dibujar una superficie es conveniente determinar algunas trazas.
Se llama traza a la curva que se obtiene al intersectar la superficie con un plano
paralelo a uno de los planos coordenados. Son de especial importancia las trazas que
provienen de los propios planos coordenados. Para hallar la ecuacion de la traza
sobre el plano XY, se hace z = 0 en la ecuacion de la superficie. Similarmente, la
ecuacion de la traza sobre el plano XZ o el plano YZ, se obtiene haciendo y =0 6 x =
0, respectivamente.

SUPERFICIES CILINDRICAS

Sea C una curva plana y L una recta que no es paralela al plano donde esta C. Se
llama cilindro a la figura geométrica generada por una recta que se desplaza
paralelamente a L pasando por C.

A la curva C se le llama directriz del cilindro y la recta que se mueve pasando por
C es la generatriz.
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El cilindro mas conocido es el cilindro circular recto. En este caso, la curva C es
una circunferencia en un plano y la recta L es perpendicular al plano.

Cilindro Cilindro circular recto

Al cilindro también podemos pensarlo como que esta formado por la curva C
moviéndose, sin rotar, en direccion de la recta L.

Aqui s6lo veremos el caso en el que C es una curva situada en uno de los planos
coordenados y la recta L es paralela al eje coordenado que no esta en el plano.

EJEMPLO 1.| Cilindro parabélico

Bosquejar el grafico del cilindro:
z=x N
Solucién

La traza sobre el plano XZ es la pardbola z = x*. Como la ’
variable y estd ausente en la ecuacion, la traza sobre
cualquier plano y = k es la misma pardbola z = x*. Luego, v
este cilindro esta configurado por las distintas copias de la
parabola, cada una de las cuales tiene su vértice en el eje Y.

EJEMPLO 2.| Cilindro eliptico

Bosquejar el grafico del cilindro:
y2 . ZZ

Z =
25 4

Solucion

La traza sobre el plano YZ es la elipse
2 2

2 4 Z - I,x=0.
25 4

Coma la variable x esta ausente en la ecuacion, la traza sobre cualquier plano x = k
es la misma elipse. Luego, este cilindro esta configurado por las distintas copias de
la elipse, cada una de las cuales tiene su centro en el eje X.
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SUPERFICIES CUADRATICAS
Se llama superficie cuadrica a la grafica de una ecuacion de segundo grado
60} Ax? + By* + CZ* + Dxy+ Exz+ Fyz + Gx+ Hy + 12+ J =0,
donde alguno de los coeficientes 4, B, C, D, E 6 Fnoes0.

Las superficies cuadricas corresponden, en dimensiéon 3, a las conicas en
dimension 2.

Los cilindros parabolicos, elipticos e hiperbolicos, tratados en los ejemplos 1 y 2
anteriores son casos simples de superficies cuadricas

Las superficies cuadricas mas destacadas son las siguientes seis:

1. Elipsoide 2. Hiperboloide de una hoja.
3. Hiperboloide de dos hojas. 4. Cono eliptico
5. Paraboloide eliptico 6. Paraboloide hiperbdlico.

A continuacion presentamos a las ecuaciones estandar y sus respectivas graficas
de cada una de estas superficies.

1. EL ELIPSOIDE

[\S)
N
7

2 2

X
2+y2+

a b

Las trazas sobre los planos YZ, XY y XZ
son las elipses:
2 2

2 2 2 2
zZ X X z
szr ;= b 2+y2:1’ 7 T3
b c a b a c

(@] N
[\
Il
[y

Silos a, by ¢ son iguales, tenemos la esfera.

Si dos de los tres nimeros a, b y ¢ son iguales,
tenemos un elipsoide de revolucién o esferoide.

2. EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

2 2 2
X z

_2"’)/_2__=1
a b

(9]

La traza sobre el plano XY es la elipse
2 2
a b
Las trazas sobre los planos YZ y XZ son las hipérbolas:
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y2 Z2 x2 Z2
ek 5=l
b c a c
3. EL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS
2 2 2
2 _x oy

No hay traza sobre el plano XY

Las trazas sobre los planos YZ y XZ son las hipérbolas:

y2 22 xz 22
gtk TataT
4. EL CONO ELIPTICO
2 2 2
LI S
c a’ b?

La traza sobre el plano XY es el punto (0, 0. 0).

Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY
son elipses.

Las trazas sobre los planos XZ y YZ son rectas
que se interceptan en el origen

5. EL PARABOLOIDE ELIPTICO
2 2
2=+ L, >0
¢ a’? p?
La traza sobre el plano XY es el punto (0, 0. 0).
Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY son
elipses o conjuntos vacios
Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parabolas

La grafica corresponde al caso ¢ > 0. Si ¢ < 0, la

grafica se abre hacia abajo, siguiendo el semieje
negativo del eje Z.

6. EL PARABOLOIDE HIPERBOLICO
2 2
zZ_ X y
—=—-=—=, (c>0
2 (c>0)
La traza sobre el plano XY son dos rectas que
se cortan en el origen

Las trazas sobre los planos paralelos al plano
XY son hipérbolas.

Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parabolas.
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Otro nombre para esta superficie es silla de montar.

La grafica corresponde al caso ¢ > 0. Si ¢ < 0, la silla gira 180° alrededor del
eje X.

EJEMPLO 3.| Identificar y graficar la superficie

18x* — 9y* + 422 =36
Solucion

Operamos sobre esta ecuacion cuadratica hasta conseguir su forma estandar.
Dividimos la ecuacion entre 36 y simplificando obtenemos

x2

2

2 2 2 2
Sele 2 -8
9 Vaf 2 3
Vemos que esta ultima expresion es la ecuacion
estandar de un hiperboloide de dos hojas donde

z
_ L 4+ 2 =
3 1

2
Y
4

a 2\/3, b=2 y c=3. Ademas, el signo negativo
que acompaia a la variable y significa que la
superficie no corta al eje Y.

EJEMPLO 4. | Identificar y graficar la superficie

36x =922 — 4)°
Solucion
Dividiendo entre 36:
22 y2
x= 2
4 9

Vemos que esta ultima expresidbn es la ecuacion
estandar del paraboloide hiperbodlico (ecuacién 6)

Las trazas sobre los planos x = &, que son paralelos al
plano YZ, son hipérbolas. Las trazas sobre los planos
XY y XZ son parabolas

SUPERFICIES DE REVOLUCION

Sea C una curva plana y L una recta que estd en su plano. La superficie que se
obtiene al girar C alrededor de L se llama superficie de revolucion de eje L y curva
generatriz revolvente C.

En nuestro texto de Calculo Integral se estudi6 el método de calcular el area de
estas superficies. En esta parte tratamos el método de conseguir su ecuacion.
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Supongamos que la curva C esta en el plano YZ
y que es el grafico de la funcion:

C:y=f2) Z

la cual gira alrededor del eje Z.

Al girar la curva C, cualquier punto

P=(x,y,2)

de la superficie proviene de un punto

Q = (09 Yo, ZO)

de la curva C, como indica la figura.

El punto Q = (0, y,, z), por estar en la
curva C, cumple:

yo=/(z0) (0))
Pero, mirando la figura, vemos que

z =2z, ?2)

Ademas, por ser PR y @ radios de una misma circunferencia, tenemos que
| PR | =[oR]
Pero, ‘ PR ‘= JXi+yh oy ‘@ ‘= | ¥ |- De donde,
n=t eyt Q)

Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos finalmente, la ecuacion de la superficie

de revolucion:
s+ =l @

Muchas veces, para eliminar la molestia del doble signo del radical, se elimina
este elevando al cuadrado:

2
F+yr=1r(2)] ®)
Este resultado es el mismo si C es la grafica de x = f{z)

En forma andloga podemos obtener las ecuaciones de las superficies de revolucion
alrededor de los otros ejes. Estos resultamos los sintetizamos en la siguiente
proposicion:

[ TEOREMA 1. 14] 1. Si se gira la grafica de y =fz) 0 x = f{z) alrededor del eje Z,
la ecuacion de la superficie de revolucion resultante, es

N2 == m,obien X y= [f(z)]z
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2. Si se gira la grafica de y = f(x) 6 z =f{x) alrededor del eje X,
la ecuacion de la superficie de revolucion resultante, es

fx)=++/y? +2> ,obien Y +7= [f(x)]z
3. Si se gira la grafica de x = f(y) 6 z=f(y) alrededor del eje Y,
la ecuacion de la superficie de revolucion resultante, es

)=+ x*+z% ,0bien x*+2°= [f(y)]z

EJEMPLO 5. | Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion generada por la

recta z =2y del plano YZ al girar alrededor del eje Z.
Solucion

Aplicamos la parte 1 del teorema anterior. Para esto,
despejamos la variable y en la ecuacion =z = 2y.

Tenemos que y = % Esto es, y = flz) :g. Luego, la
ecuacion buscada es
§= 42+ y2 , 0 bien,

Esta superficie es un cono circular.

EJEMPLO 6. | Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion generada por la

parabola 4y =x* del plano XY al girar alrededor del eje Y.
Solucién

Aplicamos la parte 3 del teorema anterior. Para esto,

despejamos la variable x en la ecuacion 4y = x%

Tenemos que x =+ 2\/; .Estoes, x=fy)=t 2\/; .
Luego, la ecuacion buscada es

i2\/;: + x*+ 2% ,obien, 4y=x+7

Esta superficie es un paraboloide circular.

PROBLEMAS RESUELTOS 1.6

PROBEMA 1. | Identificar y graficar las siguientes superficies:

2
2 z
a. X=Yy +T

b. 4)*+2—dx—16y+20=0 x &5
Solucion
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2
., z . ,
a. A laecuaciéon x =)’ +T la escribimos asi:

2 2
=X 12w
2

»—A|§<

Vemos que esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion estandar del

paraboloide eliptico (ecuacion 5).

2 2
Las trazas sobre los planos x = &, con k> 0, son las elipses )1/—2 + ;—2 =k

b. 47+ —4x+16y+20=0 < dv—d=(4)} +16y+16)+2* <

dx-1)=40"+4y+4)+7 &
dx—1)=4@p+2)7+7 &

2
x—1=(y+27> + — =
4 Y
2 2
x—1 (y—2) (z—O)
= + 2 X
1 12 4 @

En consecuencia, la grafica de esta ecuacion es un paraboloide eliptico. En
efecto, comparando las ecuaciones (1) y (2) concluimos que la grafica de la ecuacion
(2) se obtiene trasladando la grafica de la ecuacion (1), mediante la traslacion que

lleva el origen (0, 0, 0) al punto (1, -2, 0)

| PROBLEMA 2. | El paraboloide hiperbélico es una superficie reglada.

Sea el paraboloide hiperbolico z =) —x* y sea Py = (xo, Vo, Zo)

un punto cualquiera de esta superficie.
a. Probar que la recta:
Li: x=xo+t, y=y,+t, z:zo+2(yo— xo)t
pasa por P, y esta enteramente contenida en el paraboloide.

b. Probar que la recta:
Ly: x=xot+t, y=yy—t, z:zo—2(yo+ xo)t
pasa por P, y esta enteramente contenida en el paraboloide.
Solucion

a. Para =0, obtenemos: x = X, ¥ = o, z = 2. Luego, la recta pasa por Py = (xo, Vo, Z0)-
Por otro lado, si P = (x, y. z) es un punto
cualquiera de L, tenemos:

¥ ==t 1) = (xo + 1)
=W +2p+ £ - - 2ux, -1
- yg - xg +2(o— Xo)t = 2o+ 2(yo— xo)t = z

Luego, P = (x, y, z) esta contenida en el paraboloide.

D
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b. Se procede como en la parte a.

NOTA. Se dice que una superficie S es reglada si por cada punto P de S pasa una
recta que esta contenida en S. De acuerdo a esta definicion, este problema
prueba que este paraboloide hiperbdlico es una superficie reglada. Aln
mas, como por cada punto pasan dos rectas, este hiperboloide es doblemente
reglado.

|PROBLEMA 3. | Hallar una curva generatriz revolvente C que corresponda a la
superficie de revolucion

X+ -y =0
Solucion

Operamos en la ecuacion x* + z2 — y* = 0 hasta obtener
una de las tres formas dadas en el teorema anterior:

2
x2+zz—y3=0:>x2+22=y3:>x2+22=[y3/2]
Vemos que estamos frente a la forma 3, donde el eje de

giro es el eje Y. Para la curva generatriz tenemos dos
opciones:

Cp: x=y" ) Cy: z=y"?

[PROBLEMA 4.| Probar que el volumen del s6lido limitado por el elipsoide

Soluciéon
Procedemos por el método de las rebanadas.

Sea zun valor en el intervalo [—¢, c] del eje Z

Cortamos al elipsoide con un plano perpendicular al
eje Z a la altura de z. La seccion obtenida es una elipse:

2 yz e 2 yz i 2 yz - g2
St et Tl Tl s
a b c a b c a b c
2 yz
— > er2 =1
%(Cz_zz) 7(02_22)
c c

Sabemos que el area de una elipse es igual a 7 por el producto de las longitudes de
los semiejes. Luego, el area de la elipse anterior es
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A(z) = 713\/ ?-2? é\/ -z = ”—ab(cz —22)
C c C
El volumen del elipsoide es

¢ c 3¢
V=J‘ ﬂ_ib(cz—zz)dz=2ﬂ—ib (cz—zz)dz= ﬂ—ib sz_Z_
¢ C c 0 c 3 0
zab| 5 ¢ zab| 2¢° 4
- c——|=2"| = |= —xabc
c? 3 2|3 3

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6

En los problemas del 1al 6, aparear (empatar) la ecuacion, con su grafica.

Rpta. 1-E, 2-C, 3-A, 4-D, S5-F, 6-B

En los problemas del 7 al 12, identifique la superficie
7. 36x° — 9y + 425 =36 Rpta. Hiperboloide de una hoja.
8. 36x°— 9y2 +422=0 Rpta. Cono eliptico.
9. 9*—)*-9-2=9 Rpta. Hiperboloide de dos hojas.
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10. y=x*+1 Rpta. Cilindro
11. 9’ =—-4* -7 +36 Rpta Elipsoide
12. 4x* — 2522 =100y Rpta. Paraboloide hiperbolico

En los problemas del 13 al 16, transformar la ecuacion dada para darle su
forma estandar e identificar la superficie.

13. z=4-x"—)" Rpta. Paraboloide eliptico. Vértice: (0, 0, 4)

4. y=x"+22-2x+2z+6 Rpta. Paraboloide eliptico: Centro: (1,4, 1)

15. x> +4)* +22° + 4x— 4z =-2 Rpta. Elipsoide. Centro: (-2, 0, 1)

16. 2> =x* — y* + 2x — 6y — 2z — 5 Rpta. Hiperboloide una hoja. Centro: (-1, -3, 1)

17. Probar que el hiperboloide de una hoja x>+ »* — 22 = | es una superficie
doblemente reglada, siguiendo los siguientes pasos:

a. La traza de este hiperboloide sobre el plano XY es la circunferencia C : x*+)°

= 1. Sea Py = (xy, o, 0) un punto de esta circunferencia.
Probar que la recta
Litx=xotty, y=yo—txo, z=t

pasa por P, y esta contenida en el hiperboloide.

b. Sea P, = (x;, ). 2z1) es un punto cualquiera del
hiperboloide que no esta en C. Probar que la recta L; pasa
por P, tomando un P, = (xo, y,, 0) apropiado.

NTAN o _Nntaxn

s VO
1+zl2 1+212

Sugerencia: Tomar: x,= , Zo=12
c. Probar que larecta Ly: x=xo— 1y, y=yo+tx, z= t pasapor Py=(xo, o, 0)
y esta contenida en el hiperboloide.

d. Sea P, = (x;, y1, z1) es un punto cualquiera del hiperboloide que no esté en C.
Probar que la recta L, pasa por P, tomando un P, = (x,, vo, 0) apropiado
Xt an _ a5

2 2

Sugerencia: Tomar: x, = , Yo
1+z 1+z

s 207 2

En los problemas del 18 al 29, hallar una ecuacion de la de la superficie de
revolucidn generada al girar la curva, situada en el plano coordenado indicado,
alrededor del eje especificado.

18. z=3yen el plano YZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. 9x* +9y* =22 =0

19. z=3yen el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. X* + 22 —9y* =0
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29
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y=5zenel plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. 25x* 42522 —y* =0
2> =9y en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. x* + 2> =9y
x> =9y en el plano XY, gira alrededor el eje Y. Rpta. x> + 22 =9y
x*+ 922 =4 en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Rpta. x>+ 9y* + 9 2> =4

x*+922 =4 en el plano XZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. x* +y* + 9z =4

z* =2y en el plano YZ, gira alrededor el eje X. Rpta. 4" + 422 —x* =0

3z=+ 1-x? en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Rpta. x>+ 97 +9 %=1

x* =42 en el plano XZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. x* +y* = 47°
. . 1
xy =1 en el plano XY, gira alrededor el eje X. Rpta. Y + 2 =
X
z=Inyen el plano YZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. x* +y* = &*

En los problemas de 30 al 32, hallar la una curva generadora y el eje de
revolucion de la superficie de revolucion dada.

30.

31.

32.

33.

34.

x2+y2—422:0 Rpta y=2z 6 x=12z, ejeZ
Y+ =x Rpta y=\/; 6z=+x, eje X
4 —y* +47=0 Rpta y=2x 6y=2z ejeY
Hallar la ecuacioén de la superficie formada por el conjunto de puntos P del

espacio que equidistan del punto (0, 0, %2) y del plano z = — '. Identificar la
superficie.
Rpta 2z=x*+)*. Paraboloide eliptico (circular)

Hallar la ecuacioén de la superficie formada por el conjunto de puntos P del
espacio tales que la distancia de P al eje Z es igual a la mitad de la distancia de P

al plano XY Identificar la superficie.
2
Rpta ZT =x’+ yz. Paraboloide eliptico (circular)

35. Probar que el volumen del s6lido limitado por el plano z = A, donde 4 > 0,

2 2 2
y el paraboloide eliptico EA . ,donde ¢ >0,es V= zabh .
c a b? 2c
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SECCION 1.7
COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

Las coordenadas polares son extendidas a tres dimensiones, dando lugar a las
coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas.

COORDENADAS CILINDRICAS

Sea P un punto de R’ cuyas coordenadas rectangulares son P = (x, y, z). Las
coordenadas cilindricas de P es el triple ordenado (r, 6, z), donde:

1. (7, 6) son las coordenadas polares del punto
(x, ¥, 0), que es la proyeccion de P = (x, y, z) Z
sobre el plano XY. P(r, 6,2)

®
2. z es la coordenada rectangular vertical o sea la

distancia dirigida del punto P al plano XY.

Las coordenadas rectangulares, (X, Y, ), y las

coordenadas cilindricas, (r, 6, z), de un punto r R Y
P estan relacionadas por las ecuaciones X ~ 0 IR X
X =T cos 6, y=rsen 6, 71=1 y *, Y, 0)
r’=x*+y? tan0=l
X

En vista de que las coordenadas cilindricas estan definidas en términos de
coordenadas polares, un punto esta representado por infinitos juegos de coordenadas
cilindricas. Nosotros, con el animo de simplificar esta situacion, los valores de 'y 6
en la triada (r, 6, z) les pondremos las siguientes restricciones:

r=0 vy 0<0<2xz

EJEMPLO 1.| Hallar las coordenadas cilindricas de los puntos cuyas coordenadas

rectangulares son:

a. P=(2v3,2,-1) b. Py=(-1,1,3)
Solucion

a. r= (zﬁ)2+22=\/ 16=4.
Yy 2 V3 T

tanfd === —=— = Hzg 0 9:%.Comox:2ﬁyy:2 son

x 23 3

. , . T .
ambos positivos, € esta en el primer cuadrante. Luego, 6 :g . Ademas, z=-1

En conclusion, las coordenadas cilindricas de P; son (r, 6, z) = (4, n/6, —1)

b. r=y P +1>=y2.
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1 3 7 .
tan9=—1=—1 = 6’=Tﬂ 0 9=Tﬂ. Como x = —1 es negativoy y=1

iy , 3z ,
es positivo, 8 esté en el segundo cuadrante. Luego, 6 :T. Ademas, z=3.

En conclusién, las coordenadas cilindricas de Py son (7, 6, z) = (\/_2 , 3n/4,3)

El siguiente ejemplo nos dice que la ecuacion de un cilindro en coordenadas
cilindrecas tiene una forma muy simple.

EJEMPLO 2.| Demostrar que la grafica de la siguiente ecuacion

r=c, donde ¢ >0,

es un cilindro circular recto simétrico al eje Z.
Solucion N

Transformemos esta ecuacion a coordenadas rectangulares:

r=c = x2+y2203 x2+y2:cz.

La grafica de esta es un cilindro circular recto de radio ¢ y

es simétrica al eje Z.

EJEMPLO 3.| Describir las superficies:

a. 9=% b. 7(3cos @ —4sen §) +2z=0
Solucion

a. Sabemos que tan 8 = 2. Luego,

X
L —tan 0:tan%:> 2 =J/3 = y= J3x
x X
Esta superficie es el plano que contiene al eje Z y Y
cuya traza sobre el plano XY es la recta X

z
3

y=1/3x.

b. 7(3cos @ —4sen @) +2z=0=>3(rcos ) —4 (rsen §) +2z=0
=>3x—-4y+2z=0

Esta superficie es un plano que pasa por el origen y cuyo vector normal es

n=(3,-3,2)
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EJEMPLO 4. | Hallar la ecuacion en coordenadas cilindricas, del paraboloide

hiperbolico (silla de montar) z=x* -y’

Soluciéon
z=x"-y"=> z=(rcos 0)* — (rsen > = z=r*(cos’6 —sen’d)

= z=r*0s20

COORDENADAS ESFERICAS

Sea P un punto de R’ cuyas coordenadas rectangulares son P = (x, y, z). Las

coordenadas esféricas de P es el triple ordenado (p, 6, @), donde:

1.p=‘ﬁ‘=\1x2+y2+22 7

2. 6 es el mismo angulo que en coordenadas P(p. 6. ¢
polares o cilindricas.
3. ¢ es el angulo formado por el semieje

positivo Z y el segmento 0P .

Observar que: p>0, 0Z<¢<r

Mirando el grafico obtenemos que:

z=pcos¢d y r=pseng
Ademas, sabemos que x =rcos 8, y=rsen 6. Luego,
p=x+ )y +z5, x=psengcos@, y=psengsenf, z=pcosp

Las coordenadas esféricas también estan definidas en términos de coordenadas
polares. En consecuencia, un punto estd representado por infinitos juegos de
coordenadas esféricas. Nuevamente, con el animo de simplificar, los valores de 8 en
la triada (p, 6, @), los restringimos al intervalo:

0<0<2rx
EJEMPLO 5. | Hallar las coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas
rectangulares son (1, LV6 )

Solucion

p=A X +y +2t = P +1P J8=2J2

z=pcos ¢ = cos¢————=—:> ¢=£
Yol 6

[

x=psen ¢ cos @ = cos 0 = = = =

X 1 Q
p sen ¢ 2«/35en(71/6) 2(\/—2/2) 2
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3
= 09=-"0609=2".
4 4
Pero x=1 e y=1 = @ estd en el primer cuadrante = 6 :%

En conclusion las coordenadas esféricas del punto son (p, 6, ¢) = (2\/_2 , /4, /6)

EJEMPLO 6. | Hallar las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas

esféricas (2«/—2, /3, 7r/4)

Solucion
. Luego,

Tenemos que p= 242, 6= % =

x=psen ¢ cos 0= 24/ 2 sen % cos %: 22 (V2/2) (12)=1
y=psen ¢ sen O= 24 2 sen % sen% =202 (V2/2) (V3/2) =3
z=poos = 242 (V2/2)=2

En conclusion, las coordenadas rectangulares del punto son (1, V3, 2)

NG

El siguiente ejemplo nos dice que la ecuacion de la esfera en coordenadas

esféricas tiene una forma muy simple.
V/

EJEMPLO 7.| La grafica de le ecuaciéon p=c¢, ¢>0

es una esfera de radio ¢ y centro en el
origen.

En efecto,

De acuerdo a la igualdad 1 anterior, tenemos

N x2+y2+22:c :>x2+y2+22:c2

Esta ecuacion corresponde a la de la esfera de centro en el origen y de radio c.

EJEMPLO 8.| Tenemos la siguiente ecuacion en coordenadas esféricas.
p(sen’p —2cos’¢) =1
Exprese esta ecuacion en coordenadas rectangulares e

identifique su grafica.
Solucién
Sabemos que r=psen¢g y z=pcosg.
Luego, » =p’ sen’ ¢ = x*+ y*=p’sen’ ¢
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Ahora,
p(sen’p —2cos’g) =1 = p’sen’p —2p°cos’p = 1
=¥+ y-27=1
2
=3+ ) - Z =
Y TR
La grafica de esta ultima ecuacion es un hiperboloide de una hoja.
PROBLEMAS RESUELTOS 1.7
PROBLEMA 1. | Las coordenadas rectangulares de un punto son (1, -1, - 2)
Hallar:

a. Las coordenadas cilindricas del punto.

b. Las coordenadas esféricas del punto.
Solucién

. , 1
Comox =1y y=-1 es negativo, festa en el tercer cuadrante. => 6 = —

En conclusion, las coordenadas cilindricas del punto son

(r, 0,2)=(N 2 ,7n/4, [ 2)
b. p=y x*+)y* +2° = \/ 12+(—1)2+(—\/E)2 =4

z=pcos ¢ = cos¢:£:—\/E = ¢:3—ﬂ
o) 2 4

, r
En la parte a. ya se encontr6 que 8 =

En conclusion, las coordenadas esféricas del punto son (p, 6, ¢) = (2, Tn/4, 3n/4)

[PROBLEMA 2. | Describir la superficie cuya ecuacion en coordenadas esféricas es

¢

_3z

4
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Solucion
3 3 N2
o= 27 = cos @=cos 7 = cos p=———=
4 4 2
N2 .
= pcos ¢g= 5 0 (multiplicando por p)

Ahora pasando a coordenadas rectangulares:
= z——g Xyt 4zt (1)

Elevando al cuadrado:

2
1 z
2= —(x2 +y2 +22) = =K -i-y2 ,
2 1/2
Esta ultima ecuacion es la un cono. Pero, la ecuacion (1) nos dice que la variable z
solo toma valores negativos, lo cual nos indica que la grafica de la ecuacion es la
parte inferior del cono. La ecuacion exacta es
2
—= x2+y2, z<0.
1/2

[PROBLEMA 3. | Hallar una ecuacion en coordenadas esféricas del elipsoide

x? +y2 + 42 =4
Solucion

Xy drt=4 = ¥+ )7+ 22+ 322=4 = PP+ 3pcos’p=4 =

P(1+3cos’¢) =4

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.7

En los problemas del 1 al 4, graficar el punto cuyas coordenadas cilindricas son
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto.

1. J2,7/4,2) Rpta.(1,1,2) 2. (4,1/3,-5) Rpta. (2, 24/ 2, -5)

3.(4,71/6,5)  Rpta. (-24/2,-2,5) 4. (7,2n/3,¢) Rpta. (=7/2,73/2, ¢)
En los problemas del 5 al 8, cambiar de coordenadas rectangulares a cilindricas.

5.(2,2,-4) Rpta. (2 2,n/4,-4)  6.(1,-1,—e)  Rpta. (N2, 7n/4,—¢)

7. (-1,-v3,-1) Rpta. 2,4n/3,-1) 8.(1, —/3,-1) Rpta. (2, 57/3,-1)
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En los problemas del 9 al 12, graficar el punto cuyas coordenadas esféricas son
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto.

9. (4, n/6, m/4) Rpta. (N6, V2, M2 )
10. (8, /4, 7/6) Rpta. (43,24 2,242)
11. (6, m/4, 3m/4,) Rpta. 3,3,-3J2)

12. (5, /2, n/2) Rpta. (0, 5,0)

En los problemas del 13 al 16, cambiar de coordenadas rectangulares a
esféricas.

13.(1,4/3.,0) Rpta. (2, 7/3, 7/2)
14.(0,-1,4/3) Rpta. (2, 3n/2, 7/6)
15. (1,-1,—/6) Rpta. (23 2, /4, 51/6)
16. (—1, -1,J2 ) Rpta. (2, 5m/4, m/4)
En los problemas del 17 al 19, cambiar de coordenadas cilindricas a esféricas.
17. (4, /4, 0) Rpta. (4, n/4, 7/2)
18. (N 6,1/4,42) Rpta. (23 2, n/4, 7/3)
19. (4,27/3, 4) Rpta. (4 2, 21/3, m/4)
20.(6,2,-2v3) Rpta. (43,2, 21/3)
En los problemas del 20 al 24, cambiar de coordenadas esféricas a cilindricas.
21. (2, n/4, 57/6) Rpta. (1, /4, -/ 3)
22. (4, /4, 7/3) Rpta. (243, m/4,2)
23. (1, n/8,7) Rpta. (0,7/8,-1)
24. (6, /12, 5/6) Rpta. (3, 7/12, -3/ 3)

En los problemas del 25 al 33, se da una ecuacién en coordenadas cilindricas.
Exprese la ecuacion en coordenadas rectangulares e identifique su gréafica.

25. r=3 Rpta. x* +y* = 3% Cilindro cicular simétrico al eje Z
26. 0 =% Rpta. y=x. Plano que contiene al eje Z.

27. z=#* Rpta. z=x> + y*. Paraboloide circular

28. z=rsen @ Rpta. z=y. Plano que contiene al eje X

29. r=4cos 0 Rpta. (x —2)* +y* =22 Cilindro circular recto.

30. A+7=1 Rpta. x>+ y*+ 2> = 1. Esfera de radio 1.
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31.sen @+ 2 cos =0 Rpta. y =-2x. Plano que contiene al eje Z.

32. r=4sect Rpta. x =4. Plano paralelo al plano YZ.
2 2 2
33. ¥=327+9 Rpta. ;C—z + ;}—2 - Z?: 1. Hiperboloide de una hoja.

En los problemas del 34 al 44, se da una ecuacion en coordenadas esféricas.
Exprese la ecuacion en coordenadas rectangulares e identifique su gréfica.

34. p=2 Rpta. x* + y*+ 22 =22 Esfera de radio 2, centro en O

35. ¢ = % Rpta. é— x> + 1%, 22> 0. medio cono.

36. ¢ = % Rpta. z=0. Plano XY.

37. =0 Rpta. x=0,y=0, z>0. Semieje negativo Z

38. g == Rpta. x=0,y=0, z<0. Semieje positivo Z.

39. p=4cos¢ Rpta. x* + y*+ (z =2)* =27. Esfera, radio 2, centro (0, 0, 2)
40. psen ¢ =1 Rpta. x* + y* = 1. Cilindro circular recto.

41. p= secg Rpta. z=1. Plano paralelo al plano XY

42. psen ¢=—4cos 0 Rpta. (x+2)*+ y* =2°. Cilindro circular recto.
43. p=6sen gsen @ Rpta. x*+ (y+3)*+2*=3% Esfera, radio 3, centro (0, =3, 0).
44. PP —4p+3=0 Rpta. x>+ y*+ 22 =17 6 x>+ y*+ 22=3". Dos esferas, centro O

En los problemas del 45 al 50, se da una ecuacion en coordenadas
rectangulares. Exprese la ecuacion en: a. Coordenadas esféricas b. Coordenadas
cilindricas.

45. z=2 Rpta. a. z=2 b. pcos ¢ =2

46. z=5x" +5)° Rpta. a. z=5/" b. 5p=cos ¢ cosec’
47. X+ y’+ 2=9  Rpta. a. ¥ +2°=9 b. p=3

48. x> + y*+22°=4 Rpta.a. ¥ +2°=4 b. p*(1+cos’ ¢)=4

49. x* — y’=2722=1 Rpta. a.2z°=r’cos 20 — 1 b. p* (sen’ ¢ cos 20— 2cos’ @) = 1
50. x* + y*=2x Rpta. a. r=2cos 6 b. psen ¢=2cos 6

En los problemas del 51y 52, describir la regién en el espacio que satisface las
desigualdades dadas
51. #<z<3 Rpta Los puntos que estdn encima del paraboloide z = x* +
V. y estdn en el plano z =2 y debajo de él.

52. 2L p<5S Rpta Los puntos que estan entre las esferas p=2 y p=15 y,
ademas, los puntos de las dos esferas.
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JOHANNES KEPLER
(1571-1630)

o

JOHANNES KEPLER nacio en Weil der Stadt, una pequeria ciudad alemana. Su
nacimiento fue prematuro. Durante toda su vida sufrio por tener una salud fragil. A
los 3 anios de edad contrajo viruela, lo que afecto su vista severamente. Su padre fue
un mercenario que murio en una campana cuando Johannes tenia apenas 5 afnios. Su
madre administraba una casa de huéspedes. Ademas era curandera y hierbatera,
ocupaciones por las cuales fue acusada de ejercer la brujera. Johannes ayudaba a
su madre en la casa de huéspedes. Entretenia a los clientes haciendo demostraciones
de sus prodigios matematicos.

En 1589 entra a la Universidad de Tuninga, que era un fuerte centro de ideas
luteranas. Aqui estudia astronomia, fisica y otras materias como ética, dialéctica,
griego, hebreo, etc. Por ser un estudiante distinguido, su maestro de astronomia,
Michael Maestlin (1550—1631), le enseiid el sistema heliocéntrico de Copérnico.
Los otros estudiantes aprendian el sistema geocétrico (la tierra es el centro del
sistema) de Ptolomeo. En 1591 obtiene una maestria. En 1594 toma la posicion de
profesor de matemdticas en la escuela protestante de Graz.

En 1597, Kepler, invitado por el astrénomo Tycho Brahe (1546-1601) viaja a
Praga, a trabajar como su asistente. Dos arios después, muere Tycho y su
posicion es asumida por Kepler. Aqui, gracias a la gran cantidad de
observaciones registrada que dejo Tycho, Kepler logra formular las famosa tres
leyes, Leyes de Kepler, que publicé en 1609 en su obra Astronomia Nova.

Kepler fue un hombre profundamente religioso. En un inicio quiso ser ministro
luterano. Durante estos aiios recrudece la intolerancia religiosa. Sus ideas
religiosas y cientificas entran en conflicto con los dirigentes religiosos de esa época.
En 1612 fue excomulgado.

Kepler muere el aiio 1630 en Ratisbona, Baviera, Alemania a la edad de 59 arios.
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SECCION 2.1
FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL

En este capitulo estudiaremos funciones vectoriales de variable real. Estas son
funciones cuyo dominio es un subconjunto D de R y cuyo conjunto de llegada es el

espacio vectorial R" . Es decir, una funcion vectorial de variable real es una funcién
de la forma:

rrDCR »>R"

Nuestro interés se concentrara principalmente en las funciones vectoriales con
valores en R’ . Estas funciones se expresan del modo siguiente:
r:D >R}
r(t) =f0)i + g(0)j + h(Dk,
o también

r()=(f (1), g(t), h(1)).

Las funciones f, g y & son las componentes de la funcién r.

Si el dominio de las componentes no se da en forma explicita, se entiende que

Dom(r) = Dom(f) (1 Dom(g) () Dom(%)

EJEMPLO 1.| Sea r(f)= <t3,%, lnt>
1-t

a. Determinar las funciones componentes.

b. Hallar el dominio de la funcién vectorial.
Solucion

a. l=r, g)= 11 =.  h()=Int
—t

b. Tenemos que:
Dom(f) =R, Dom(g)= (-1,1), Dom(h)= (0, )
Luego,
Dom(r) = Dom(f) N Dom(g) Dom(k) =R (=1, )N (0, )= (0, 1)

Eventualmente consideraremos funciones vectoriales bidimensionales:

r(0) = i + g0 = (), g))
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Algunos resultados sobre estas funciones ya los hemos obtenido en el capitulo
sobre ecuaciones paramétricas de nuestro texto de Calculo Integral.

sea ()= (7. 121

a. Determinar las funciones componentes.

b. Hallar el dominio de la funcidn vectorial.
Soluciones

a. (=1, gt)=1+2¢
b. Dom(f) = [0, ©), Dom(g) = R. Luego,

Dom(r) = Dom(f) N Dom(g) = [0, ) N R=]0, ).

OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES

| DEFINICION. | Sean las funciones vectoriales u: D, —> R? yv:D, >R’y sea
la funcién real ¢ : D, — R Entonces:

1. [u £ v]() = u(® = (o) 2. [pu](6) = ¢ (u(s)

3. [u-v]® =u@ - v 4. [uxV](®) =u(®) x v(?)
El dominio de 1,3,y 4 es D, Dy yelde2es D, D,.

EJEMPLO 3.| Siu(f)=(t, v 4—t, ') y v(t)={cos t, 3 + ¢, In (e + £)), hallar:

1. [u-v](0) 2. [u-v](©0) 3. [u x v](0)
Solucién.

Tenemos que:
u(0)=(0,/4-0, ¢")=(0,2,1) y v(t)={(cos 0,3 +0,1n (et+0))=(1,3,1)
Luego,

1. [u—v]©0)=u0) —v(0)=(0,2,1) —{1,3,1)=(-1,-1,0)

2. [u+v](0) =u(0) - v(0) = 0,2, 1)+(1,3, 1) = (0)(1) + 2)3) + ()(1) =7
i j ok

3. [uxv](0)=u(0)x v(0)=(0,2,1)x(1,3,1)=|0 2 1 |=—i+j—2k
1 3 1
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LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES VECTORIALES
Si r(1)= (A1), g(), h(t)), entonces

Lim r(®) = <Lim f(#), Limg(¢), Lim h(t)>,
t—a t—a t—a t—a
siempre que existan Lim f(¢), Limg(¢) y LimAh(¢)
t—a —a t—a

2

EJEMPLO 4.] Si r(1) = <3t2, w ! _4>,hallar Lim r()
-

-2 t—2
Solucion
2
Lim r(®) = <Lim3t2, Limw, Limg>
1—2 t—2 -2 t—2 =2 =2
sen 6@

= <3(2)2, Lim , Lim(t+2)>=(12, 1,4)
6—0 t—2

DEFINICION. | La funcion vectorial r es continua en a si
Lim r(f) = r(a)
t—a
Si r(t) = {ft), g(t), h(t)), es facil ver que r es continua en a si y solo si las

funciones f, g y 4 son continuas en a.

La funcién r es continua en un intervalo si r es continua en todo punto del
intervalo.

EJEMPLO 5.| Sea la funcion r(f) ={In ¢, £, senh 1).

a. Hallar el dominio de r.

b. Determinar si I es continua en todo su dominio.
Soluciéon

a. Seaf(f)=Int, g(f)=+¢ y h(f)=senht. Se tiene que:
Dom(f) = (0, ), Dom(g)=R, Dom(h)= R
Luego,
Dom(r) = Dom(f) N Dom(g)(\ Dom(%) = (0, 0) R N R= (0, «)
b. Las tres funciones f(f)=1Int, g({)=¢ 'y h(t)=senht son continuas en el

intervalo (0, o). Luego, la funcion r(f) = (In 7, £, senh ¢) es continua en el intervalo
(0, ) y, por tanto, continua en todo su dominio.
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Las reglas de los limites de las funciones vectoriales son analogas a las reglas de
los limites de funciones reales.

| TEOREMA 2.1 | Propiedades de los limites de funciones vectoriales.

Sean las funciones vectoriales u: D, >R* y v:D, >R? y sea
la funcion real ¢ : D, — R Se cumple:

1. Lim[ u() * v() ] = Limu(?) + Lim v(z)
2. Lim [ () u(®]=[Lim ¢ #][Lim u()]
3. Lim [u(® *v()] = [Lim u@®]: [Lim v(]

4. Lim [ u(?) x V(t)] = [Lim u(t)] X [Lim v(t)]
t—a t—a t—a
Demostracion

La demostracion de cada una de estas propiedades es muy simple. Como ejemplo,
probaremos la propiedad 3, dejando la prueba de las otras como ejercicio para el
lector.

3. Supongamos que u(?) = {fi(t), &(1), () 'y V(&) = (1), g:(0), ha(2))-
Lim [u() - v()] = Lim [A0AD+ &) g00)+(0) h()]

= Lim [ /i) 40)] + Lim [¢1() g:0] + Lim [ 1i(0) ha(0)]
=[Limfi@][LimA0]+ [Lim gi0][ Lim g:0]+ [Lim ay][ Lim hy(0)]
=(Limfi(r), Lim gy(f), Lim hy(f)) + { Lim f3(1), Lim gy(r), Lim k(7))

= [I7im u(n] - [Iiim v(1)].

EJEMPLO 6.] Siu(t) = (2¢', £,22 ) y v(o) = {cos 1, —— %’” ), hallar

t 1+1¢
a. Lim [u(®) - v(n)] b. Lim [u(t) x v()]
Solucion

Tenemos que:
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. . . . tan ¢
Lim u() :<L1m 2¢', Lim 7, Lim 2 > =(2,0,1)
t—0 t—0 t—0 t—0 t

. . . t . sen 7zt
Lim v(t):<L1mcos t, Lim —, Lim > =(1, 0, )
t—0 t—0 =0 1+¢ >0 t

Luego, de acuerdo a las partes 3 y 4 del teorema anterior,

a. Lim [u) - v(n] = [Lirgl u(] - [Lir(I)l v(n] =¢2, 0,1)+ (1, 0, 7) =2 +x

b. Lim [u®) x v(n)] =[Lim u()] x [ Lim v(n)] ={2, 0,1) x (1, 0, z)

i j k
={2 0 1| =0i-Q2z-1)j —0k=(0, 1-27, 0)
1 0 =«
CURVAS EN EL ESPACIO

DEFINICION. | Sea r: I->R*  r(r) = (A1), g(?), h()), una funcion vectorial

continua, donde I C R es un intervalo. Se llama curva en el

espacio determinada por la funcion r al siguiente conjunto
C = {0, g0, h1), tel }

Si I=[a, B, entonces (), g(), h(a)) es el punto inicial de
Cy fiB, g(P), h(P)) es su punto final.

Si representamos los valores A
P=(f(0), g(¢), h(t
r(0) = (o), g(0), h(») 710 #0100
de la funcion vectorial mediante flechas con

punto inicial el origen, entonces la curva C ol
esta formada por los puntos terminales ¢

(o), (1), h(1))

) = (o), g, h(1)
A la ecuacion que describe la curva:

0 N
r(1) = (), g(0), h(®)), a<t<p

Y
la llamaremos ecuacion vectorial de la curva C.

X
Si escribimos separadamente las funciones
ecuaciones paramétricas de la curva C:

x=f(1)
C:iy=g@), tel
z = h(t)

componentes, obtenemos las



98 Cap. 2 Funciones Vectoriales

|OBSERVACION. | En nuestros cursos pasados, una curva era simplemente un
conjunto de puntos. En cambio, segin la definicion anterior,
una curva en el espacio, es la imagen de una funcién vectorial,
En consecuencia, ademas de obtener un conjunto de puntos,
contamos con una direccion dada por la variable ¢ cuando ésta
crece. Para distinguir estos tipos de curvas, algunos autores
llaman a estas ultimas, caminos.

EJEMPLO 7. | Describir la curva determinada por la funcion

r()=3+2t, 1 +2t,-2+1)

Solucion
Escribimos la curva en términos de sus ecuaciones N
x=3+2¢
paramétricas: C:q y=1+2¢t , —o<t<owo
z=-2+t c G 1.-2)

Vemos que la curva es la recta que pasa por el punto (3, 1, —2) y es paralela al
vector (2,2, 1).

EJEMPLO 8.| La hélice

Describir la curva determinada por la funcion

r(fy={acost, asent,cty,dondea>0y c>0
Solucién

Tenemos que: Xx=acost, y=asent, z=ct
Luego, x*+)*=d’(cos’t+sen’t)=a’

Esto significa que la curva se encuentra en la superficie x> + y* = 4% que es un
cilindro circular recto de radio a. Como ¢ >0, z=ct va creciendo a medida que ¢
crece. Esta curva es una hélice.

Hélice Molécula de ADN Escalera Central.
Castillo de Chambord
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En la vida real la hélice aparece en los resortes espirales. La molécula de ADN,
que contiene todas las instrucciones hereditarias de un organismo vivo, tiene una
estructura de dos hélices paralelas. En Arquitectura es famosa la escalera Central
disenada por Leonado da Vinci usando la hélice. Esta escalera que se encuentra en el
Castillo de Chamborb en Francia, es una fina obra renacentista construida entre los
afos 1.519 y 1.539.

PARAMETRIZACION DE CURVAS QUE SON INTERSECCIONES
DE SUPERFICIES

EJEMPLO 9. | Hallar ecuaciones paramétricas y una ecuaciéon vectorial de la

. . eye r1: 2
curva C que se obtiene intersecando el cilindro parabdlico y = x

con la semiesfera z= 1 —x* —?

Solucion V4

Sea x=t.

Luego, de acuerdo a la ecuacion del cilindro
parabolico,

y= tz. A

Reemplazando estos valores en la ecuacién de la Y

semiesfera,

z=~N1-1*-1 X

La curva C tiene como ecuaciones paramétricas y como ecuacion vectorial las
siguientes:

x=t
C:ly=r r(t):<t, 2, 1—t2—t4>
z=v 1-£2-¢*

Si la curva es una circunferencia o elipses, para parametrizarla se puede recurrir a
las coordenadas polares.

EJEMPLO 10.| Hallar ecuaciones paramétricas para la curva C que se obtiene

intersecando las superficies:

C: 4x* +y*— 6y +5=0  (Cilindro eliptico)
' y+z=7 (Plano)
Solucion

Completamos cuadrados en el cilindro eliptico.

4+ —6y+5=0 < 4+ (y-3)V=4
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=
1

La proyeccion de este cilindro sobre el plano XY

2 (-3

es laelipse — + 1
P 1 4

Parametrizamos esta elipse usando coordenadas polares:

X =cos ¢
,0<t <2
y=3+2sent X

La parametrizacion para la variable z lo obtenemos mediante la ecuacion del plano
y del valor de la variable y en la parametrizacion anterior:
y+z=7 & z=7-y = z=7-(3+2sent)=> z=4-2sent
En consecuencia una parametrizacion para la curva determinada por la
x=cos t
interseccion de las dos superficieses C: < y=3+2sent , 0<¢<2rx
z=4-2sent

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1

En los problemas del 1 al 5, hallar el dominio de la funcién vectorial dada.

L r(H= < i -1, t+2 > Rpta. [-2,0) - {3 }

2. r(t)= <lnt , tan %t, \/7 > Rpta. (O, oo) - { 2n+1, n natural}>
3. r(H)= < 2 , ! , -3 > Rpta. R - { nzx/2, nentero }
sent cost tant

4. r(t)=< sen”\ (1), cost, In (2t —1)> Rpta. (1/2,1]

5. r(f) = < e, 6-2t,N3t-1 > Rpta. [0, 3]

En los problemas del 6 al 10, hallar el limite de la funcién vectorial dada.

. Int  #-1 -1
6. Lim 2n s , Rpta. {1/2,2,0).
>\ 2.1 t-1 t+1
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7. Lim ( 1Z¢08? ¢ 1zcos 2t Rpta. {1/2,0,2).
(-0 2 cos t 2
3 4 5
8 Lim( =1 =l -1 Rpta. (3/2,4/3, 5/4).
-\ 21 £P-1 -1

2 2 33 4 4
9. Lim<(“+’) a latty —a@ (atd) -a > Rpta. (2a, 3d%, 4d%)

t—0 t t t
10. Lim < sen 2t’ cos 3¢ ’ sen 4¢ > Rpta. (2, 1,4
t—>0 sen ¢ cos ¢t tan ¢
., . d-e £-1 .
11. Sea la funcion vectorial r(f) = { In¢, T L) Definir r(1) para que la
t— t—
funcion sea continua en 7= 1. Rpta. r(1) =0, ¢, 3).

12. Hallar los puntos donde la siguiente funcion es discontinua.
r(t) = <[t/2]|, e, sen t> Rpta. t = 2n, n entero.

En los problemas del 13 al 15, identificar la curva cuya ecuacién vectorial es
indicada.

13. r(f) ={cos t, sen t, 3). Rpta. La circunferencia x* +y* =1 en el plano z =3
14. r(={t,/+1,1). Rpta. La pardbola y=x*+1en el planoz=1
15. r(f)=(t, 2cost 2sent) Rpta. Hélice que enrolla en el cilindro y2 +72=4.

En los problemas 16 y 17, hallar una ecuacion vectorial y ecuaciones
parameétricas del segmento que une P con Q.

16. P=(1,-4,2), 0=(3,-1,-3)

x=1+2t
Rpta. v(t) = {1+ 21, -4 +31,2 = 5t), 0<t<1. y=—4+3t, 0<t<l
z=2-5¢
17. P=(3,-1,6), 0=(-4,3,-2)
x=3-Tt
Rpta. v()={(3—7t,—1+4£,6 - 8f), 0<t<1. y=—1+4t, 0<t<1
z=6-8¢

18. Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial
r(f) ={cos t, sen t, cos 2t )
esta contenida en el paraboloide hiperbolico z =x* — ).
19. Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial
r(f)=(tcost, tsent,t)

esta contenida en el cono z* = x* + 7.
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20. Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial

21

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

r(f)=(2sent, 2sent, </ 8 cos ¢ )
esta contenida en la esfera de centro en el origen y radio yNEX

. Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial
r(?) = (sen 2t, 2sen’t, 2cos ¢ )
esta contenida en la esfera de centro en el origen y radio 2.
Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial
r(¢) = (tan’t, cot ¢, cot ¢ cosec t )

estd contenida en la interseccion del cono z* = x* + y* con el cilindro parabélico
x=y".

Probar que la curva determinada por la ecuacion vectorial

r(/)=(2cos t, sen t, 4 —sen’t)

estd contenida en la interseccion del cilindro parabolico z = 4 — y* con el
paraboloide z=x*+ 3)”.

Hallar una ecuacion vectorial de la recta formada por la interseccion de los
planos x+y+z=2y y —x=0. Rpta. v(t) ={t, 1,2 - 21).

Hallar una ecuacion vectorial de la recta formada por la interseccion de los
planos x +2y+3z=6y x—y—z=-1. Rpta. x(t)=(t, -3 + 4t, 4 — 31).
Hallar ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando el

x=t
paraboloide z=x”+)* con el plano y+x=0. Rpta. C: { y=—t
z=2¢
Hallar ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando el
x =3cost
cilindro x> +»* =9 con el plano 2x —z=0. Rpta. C: {y=3sent, 0<t<2rx
z==06cost
Hallar una ecuacion vectorial de la curva que se obtiene al intersecar la esfera
x*+3? + 2> =2 con el paraboloide z = x* + y*. Rpta. r(f)={cost,sent, 1).
Hallar una ecuacion vectorial de la curva que se obtiene al intersecar la esfera
x*+)y*+22=6 conel planox +z=2.
Rpta. r(H)={1+ 2 cost,2sent, 1 —/ 2 cos 1)
Hallar una ecuacion vectorial de la curva que se obtiene al intersecar el
paraboloide z= 8x*+* con el cilindro parabolico z=9 — x*.
Rpta. v(t)=(1+ 2 cos t, 2sen t, 1 —/ 2 cos £)
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SECCION 2.2

DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONES
VECTORIALES

DERIVADAS

Procedemos en la misma forma como se definio la derivada para funciones reales.

DEFINICION | La derivada de la funcion vectorial r es la funcion vectorial r'
determinada por el limite
(@) = Lim FHD =IO )
h =0 h
y cuyo dominio es el conjunto formado por todos los ¢ en los
cuales el limite anterior existe.

La funcién r(7) es derivable en ¢ si el limite (1) existe.

Para representar a la derivada de la funcion vectorial r se usan las siguientes
notaciones:

d dr , ,
) A O A YA )

El siguiente teorema nos da un método practico para calcular la derivada de una
funcion vectorial.

| TEOREMA. 2.1 | La funcién vectorial r(f) = (f(¢), g(¢), h(t)) es derivable en ¢ siy
solosilas f, g y hson derivables en ¢, en cuyo caso se tiene:

r’(0 =), g0, h'(®)

Demostracion
, + Af)—
r@ZUmutAnrm
At—0 t
_<Lhnf0+A0—f0%IAmg0+AU—gOXIAth+A0—M0>
At—0 At At—0 At At—0 At

={"(0, (0, ")

EJEMPLO 1.| Hallar los valores de ¢ para los cuales la siguiente funcion vectorial

es derivable

r(t)= (| tl,¢,37)
Solucion
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Sabemos que la funcion ff) = | #] es derivable en todo real 7 0. Las funciones
g(t)=¢ y h(f) = 3t son derivables en todo real . Luego, la funcién vectorial

r(t) = <| tl, e, 3¢%) es derivable en todo real = 0. En otras palabras, el dominio de
de la funcion derivada r' es R — {0}.

EJEMPLO 2.| Hallar la funcion derivada de la funcién vectorial
r()={ e, tsen3t, In(F+1))
Solucion

De acuerdo al teorema anterior tenemos:

r'(1) = <%[e_2t], %[z sen 3t], %[ln(t2 +1)J>

_ 2t
= <—2e 2 3¢ cos 3t + sen 3¢, > >
t“+1

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Sea C la curva descrita por la funcion
vectorial r(f). Supongamos que r(f) es

derivable y que r'(r) #0.

r(t
P

Sean P y Q los puntos cuyos vectores de
posiciéon son  r(?) y r(t + h),
respectivamente. El vector r(# + h) — r(¢)

esta representado por PO .

El vector % [r(t + h) — r(¢)] es paralelo al
vector r(t + h) — r(2). X
1 .
Cuando & — 0, o [r(z + h) — r(¢)] se aproxima a un vector que estd en la recta

tangente a la curva en el punto P. Este resultado justifica la siguiente definicion.

DEFINICION. | Sea C la curva descrita por la funcion vectorial r. Si P es el

punto cuyas coordenadas son la componentes del vector r(¢) y si
existe r'(r) y es distinto de cero, entonces

1. A (t) se le llama vector tangente a la curva C en el punto P.

2. A larecta L que pasa por el punto P y es paralela al vector
r'(7) lallamaremos recta tangente a la curva C en el punto P.
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EJEMPLO 3. | Hallar la recta tangente a la curva determinada por la funcion

vectorial r(f)={2cost,2sent, "' ) enelpunto P=(~/3,1,¢").
Solucion

Elpunto P=(+/3, 1, ¢") corresponde al vector r(r/6). En efecto:

r(n/6) = (2cos m/6, 2sen 1/6, ¢ ) = (2 (\/—3/2) ,2(12), €M =([3,1,¢").
Por otro lado, tenemos que r'(r) =(—2sen t, 2cos ¢, 6e™).
De donde, 1'(7/6) =(—2sen (n/6), 2cos (1/6), &™) = (-1, /3, 6¢").
La recta tangente buscada, en términos de ecuaciones paramétricas es:
x=3 -1t
L: y:1+\/_3t , —0<f<o

z=e" + 6e™t

[ TEOREMA 2.2 | Reglas de derivacion
Seanu y v funciones vectoriales derivables, ¢ un escalar y
f una funcién de valores reales. Entonces

1. %[ u@)+ v()] =u'(+ V(0]

2. % [ cu®] =cu'(®

3. %[f(f)“(f)] =f'(Ou@) + ' ()

4. % [u@® - v@®)] =u'(®):v(®)+ u(®) V()
5. % [u(®) x v(©)] =u'(?) x v(t) + u(®) x V(1)

6. % [u(fiD)] =f"(Ou' () (regla de la cadena)
Demostracion
Todas estas formulas son faciles de probar. Como muestra probaremos la 5.

La prueba de las otras queda como ejercicios para el lector.

d _oa@+h)yxv(t+h)—u()xv(t)
5. Z[ u(t) x v(t)] = Iﬁgg h

- Lim u(t+h)xv(E+h)—u@)xv(t+h)+u@)xv(t+h)—u(t)xv(r)
h—0 h
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=Lim

xv(t+h) + u(t)x
h—0

|:ll(t+h)—ll(t) V(t+h)—V(t):|
h h

—Lim u(t+h)—u(r)
h—0 h

v(t+h)—v(t)

xLim v(t+#4) + Lim u(¢)x Lim
h—0 h—0 h—0 h

=u'(t) x v(t) + u(f) x v'(¢)

TEOREMA 2.3| Si r(f) es derivable y || r(t) || es constante, entonces

r'(¢) y r(z) son ortogonales, V 7.

Demostracion

Sabemos que | r(¢) ||2 = r(f) » r(?). Luego, si || r(¢) | = c. entonces | r(?) "2 _ 2
y, por tanto, r(?) * r(f) = 2

Derivando la ultima igualdad y considerando la regla 4 del teorema anterior:
di [r()-r(] = %[cz] = r'(t) ~r(@®) +r@) - r'(t) =0=>2r'(¢) (1) =0
t
= r'(1) *r(®)=0

En consecuencia, r'(¢) y r(?) son ortogonales.

INTEGRALES VECTORIALES
Sea r(f) = { fif), g(), h(t)) una funcién vectorial donde £, g y /

son funciones continuas en el intervalo [a, b].

1. La integral indefinida de r(¢) es la funcion vectorial:

J- r(t)dt = < I f()dt, J.g(t)dt, j h(t)dt >

2. La integral definida de r(¢) en el intervalo [a, b] es el vector

b b b b
j r(f)dt =< .[ @)t j a(t)dt, .[ h(z)dz>

Diremos que la funcion vectorial R(f) es una antiderivada de la funcién vectorial
r(¢) si R'(¢$) =r().

Sin mucha dificultad podermos ver que el Primer y el Segundo Teorema
Fundamental del Calculo también se cumplen para funciones vectoriales.
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| TEOREMA 2.4 | Primer Teorema Fundamental del Calculo

Si r: [a, b] » R? es continua, entonces

t
Dtj- r(u)du =r(t)
Demostracion

Sea r(?) =< f(@), g@), h(t)). Aplicando el primer teorema fundamental del

Célculo a las funciones componentes, que son funciones reales de variable real,
tenemos:

D,I r(u)du = <DtJ- f(u)du, D,J- g(u)du, D,J' h(u)du>

= (f (), g, h(®)) =r()

| TEOREMA 2.5 | Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Si r: [a, b] > R’ es continua y si R(7) es una antiderivada de

r(f), entonces

b
J- r(t)dt = R(?) ]b - R(b) - R(a)
Demostracion ’

Seguir los mismos pasos de la demostracion anterior.

/4

EJEMPLO 4.| Hallar: 1. I<sen t, 2t, e’> dt 2. I <sen t, 2t, et>dt

0

Solucion

1. I<sen ¢, 2t2,e’>dt: <Isen tdt, J.tht, Ie’dt >

= <—cos t+C, 1P +Cy, e’+C3>

= <—cos t, 1%, et>+C, donde C={C,, G, C3)

2. I ”<sen t, 2t, e’>dt: <—cos 1, 1%, e’> }

0

T

0
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.2

|[PROBLEMA 1.| Sean las curvas:

Cr:u(t) = <ef, 3cost, r—1> y  Co V()= <t, 3, r2—2>

a. Hallar el punto de interseccion de las curvas.

b. Hallar la medida del angulo entre las curvas en el punto de
interseccion.
Solucién

a. Sea P el punto de interseccion. Tenemos P € C, N C;

P e C,= Existe ¢; tal que P =u(t) :<e’1 , 3costy, ¢ —1>

P e C,= Existe t, tal que P =v(ty) =<t2, 3, t22 —2>

Luego,
e =t 1)

< 1 — 2 —

el, 3costy, {,—=1) = (t,, 3, 1, =2) = {3cos, =3 ?2)

t-1=6-2  (3)

Tomando la ecuacion (2) tenemos:

3cost)=3 = cosy,=1 = tlzcos"( H=>#(=0
Reemplazando ¢, =0 en la ecuacion (1) obtenemos: 1, = ¢’ = 1.
Las curvas se intersecan en el punto
P=u(0)=v(1)=(1,3,-1)
b. Si 8 es el angulo formado por estas curvas en el punto P = (1, 3, —1), entonces ¢
es el angulo formado por los vectores tangentes u' (0) y v' (1). Pero,

u'(r) = <ef, —3sent, 1> = w'(0)=(1,0, 1)

V()= (1, 0, 2t) = v'(1)=(1,0,2)
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De acuerdo al corolario del teorema 1.5 del capitulo anterior se tiene:

Lo, 1)+ (10,2
s g - WO VD) (1,0,1)+(1,0,2) 1+2 3

o [Tval [(ro ) T{Lo2)[Va/s Vi

0 = cos!(3/4/10)= 18.435° = 18°26' 6"

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2
En los problemas del 1 al 4, hallar r' (t) y r'"'(¢).

. ()= <t3, 5—\/7, sen t>

1 1
Rpta. x' ()= 3%, - ,cost). r'(t)=(ot, , —sent
N 4 7

2. r() = <tan_1 t, In(2+31), t2>

1 3 2t 9
v ()= (—— —— 2. )= - - .2

—

3. r(H)= <tan71 2, ln«/?, cosh71t>

2t 1 1 2-6r" 1 t
Rpta.r' ()= , —, (@)= UL S
v ® <1+t4 2t ,2_1> © 2

4, r(t)=<senh 3¢, sen” ¢, e_2’>

1
1-¢

r(r)= <3005h3t, = —262’>. r''(t)= { 9senh 3¢, _ 472

(1—t2 )3/2 ’
5. Sea u(f) = <—z2, ‘, 2t> y W(f)= (cos 1, sen, ). Hallar %[u(r) V()]
Rpta. fsent—tcost +sent+ 4t
6. Sea u(?) :<—t2, 1 2t> y v(f)=(cos ¢, sent, ). Hallar %[u(t) x v(t)] ent=x

Rpta. {4z, 37 -2, 77+ 1)
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21% +5¢
v t* +5¢2

8. Sea v(f)={ cost,sent, 1)y ¢(f)=e . Hallar: a. %[v((p(t))] b. %[(p(t)v(t)]

7. Sea u()= (~, 1, 2r). Hallar %" u(@) | Rpta.

Rpta. a. —2¢*'(—sene ™, cos e, 1)
b. —2¢*{cost,sent,t) +e'(—sent,cost, 1)

En los problemas 9 y 10, hallar las ecuaciones paramétricas de la recta
tangente a la curva dada en el punto P, correspondiente al valor de t, indicado.

9. r(f)= <1—t2, sen ¢, ¢ +cos t>, to=0. Rpta. x=1, y=t, z=1+1
10. r(r)=(rsent, t, tcos t), ly=7x/2. Rpta.x=r[2+1,y=r/2+1, z=—(7/2)

11. Sean las curvas: u(z) = <2—t, 2, 1/t>, v(f) = < , COS t>
a. Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto.

b. Hallar el angulo que forman estas curvas en el punto de interseccion.
Rpta. a. P=(1,1,1) b. @=cos™'(3/+ 30 )= 56.79°

12. Sean las curvas: u(f) = (sent, 2cos ¢, 3sent — 1), v(1) = (cos ¢, tan 1, cos ).

a. Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto.

b. Hallar el angulo que forman estas curvas en el punto de interseccion.

Rpta. a. P=(1/2, 3, 1/2) b. 6=cos™'(-14/4/17x35 ) ~ 125°

13. Probar que la recta tangente en cualquier punto de la hélice
rt)= (a cos at, a sen at, bat) ,o>0

forma con el eje Z un angulo constante 6 = cos™' (b/ a’ +b* )

En los problemas del 14 al 16, calcular la integral dada.

14, J‘ ”/4<sen t, tan ¢, 1-cos t) dt Rpta. <(2—«/§)/2, In \/E, (7:—2\/3)/4>

0

1
15. J <te*2’,t, 2t/(1+t2)> dt Rpta. <(1—3e*2)/4, 12, 1n2>
0

16. Il< o 3l 1+ 22, / > Rpta. <ln2, NPT ;r/4>
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SECCION 2.3
LONGITUD DE ARCO Y CAMBIO DE PARAMETRO

LONGITUD DE ARCO
En la seccidon 6.3 de nuestro texto de Calculo Integral, se dedujo que la longitud de
x=f(@)
y=g0’
con derivadas continuas, f' y g' no se anulan simultaneamente y C es trazada

una curva paramétrica plana C: { a<t<b,donde f y g son funciones

exactamente una vez cuando ¢ crece desde a hasta b, esta dada por la formula

b b 2 2
- OV +(2' ) di= ) (dy
L I \/(f(t)) +(g'@®)" dr I (dt) +(dtj dt 1)

Estos resultados se generalizan facilmente a curvas paramétricas en el espacio
tridimensional.

x=f()
Consideremos una curva paramétrica en el espacio, C: y=g() , a<t<b. La
z=h(t)

longitud de esta curva esta dada por:

L—Lb\/ (f'O) +(g'®) +h'(¢) dt—Iab\/ (%}2 +(%)z +(%)2 dt ()

Estos resultados presentados en (1) y (2) los podemos unificar expresando las
curvas paramétricas en términos de sus ecuaciones vectoriales.

La ecuaciéon vectorial de la curva paramétrica plana es r(¢) = (ft), g(t)) y
tenemos que || r’ (1) | = \/ (f'0) +(g'®) .

La ecuacion vectorial de una curva paramétrica en el espacio tridimensional es
)= (0, g0, h0) y | P@) | = (F0) +(g0) +(h ) .

La igualdad (1) y la igualdad (2) se sintetizan en la siguiente igualdad:

b
L- I [ | de

Formalicemos este resultado.
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DEFINICION. | La curva C: r: [a, ] & R" es suave si la derivada r' es
continua en [a, b] y r'(¢)=0, V ¢ en el intervalo abierto (a, b).

Ahora ya estamos listos para presentar el teorema que nos proporciona la formula
para calcular la longitud de una curva en R" , donden=20 n=3.

| TEOREMA 2.8 | Longitud de arco de una curva suave

Si C: r(®),a<t<b esunacurva suave y C es trazada
exactamente una vez cuando ¢ crece desde « hasta b, entonces su
longitud es

b
L- I | | d

EJEMPLO 1.| Hallar la longitud del arco de la hélice circular
C:r(h=(acost,asent,bt)y, 0<t<2x
Solucién

Tenemos que:
r'(t) =(—asent,acost, by y

[r@ | = \/ (—a sen t)2 +(a cost)2 +b2 =N d* +b?

Luego,

2z 2z
L=J. |r @ a = J. N a+b* dt = 27 a* +b?
0 0

REPARAMETRIZACION
Sea C: r: [a, b] = R" una curva parametrizada y

h:le,d]— [a, b]
una funcion biyectiva, diferenciable tal que
h'(t)# 0,V t e(c, d). q C

A la funcién compuesta / P

p=roh: [c,d]> R" ° h ]
p(0) = r(h(1))
se le llama una reparametrizacion a b
delacurva C:r:[a, b]>R"

Aplicando la regla de cadena obtenemos que
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p(t) =r(h(t)) = p'(t)=r"(h(t))h'(¢).

Esto dice que la velocidad de p esigual ala velocidad de r multiplicada por el
escalar /'(¢). AGn mas:

Y,
1. Si h'(¢)> 0, o sea si / es creciente, entonces p bf------ :
avanza en la misma direccién que r y se dice 'f
]
que p preserva la orientacién. En este caso - !
tenemos que ol ¢ q >x
ney=a 'y hd)=b h creciente
2. Si h'(t)<0,0seasihes decreciente, entonces K
b -
p avanzan en direccion opuesta alader y se AW
dice que p invierte la orientacion. En este caso al 1 N
tenemos que 1 HEN
h(c)=b y hd)=a 0 ¢ d X

h decreciente

Sea C: r: [0, 27]—> R?la circunferencia r(f) = (cos ¢, sen £)
1. Sea ¢:[0,1]—> [0,27z], o(u)=27u
Entonces p(u) = r(q(u)) = {cos 27u ,sen 27ru> €s una
reparametrizacion de C : r(f) = (cos ¢, sen f).
Como #'(u)=2m > 0, esta reparametrizacion mantiene la

orientacion de C: r: [0, 27]—> R?

2. Sea h:[0, 1] [0, 2], h(w)=27(1—u)
Entonces p(u) = r(p(u)) = {cos 27 (1— u), sen 27 (1- u)) es
una reparametrizacion de C : r(¢) = {cos ¢, sen ¢).
Como #'(u)= —2m < 0, esta reparametrizacion invierte la

orientacién. de C: r: [0, 27]— R?

LA FUNCION LONGITUD DE ARCO

A continuacién introducimos la funcion longitud de arco de una curva. Esta
funcién nos permitird una nueva reparametrizacion de la curva, la cual serd de gran
utilidad mas adelante.

Diremos que una curva es suave por partes si es union finita de curvas suaves.
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DEFINICION. | Sea C: r(f),a <t<b unacurva suave por partes de longitd L.

Se llama funcién longitud de arco de la curva C a la funcién

s: [a, b]— [0, L] zZ s(9)
. PO /\———\ P
s(?) =J. " r'(u) " du o W) C
“ S
s(f) es la longitud del arco entre los puntos P, y X/ Y

P, que son los puntos terminales de r(a) y r(?).

EJEMPLO 3.| Hallar la funcion longitud de arco de la siguiente hélice

C:r()={cost, sent, t), 0 <t<2rm
Solucién

Tenemos que:

r'() =(-sent,cost, 1) y || r'@) | = \/ (—sen t)2 Jr(cost)2 +12 =42

y lalongitud de esta parte de la hélice, seglin el ejemplo 1, es L= 272

Ahora, para ¢ € [0, 27] tenemos

s(t)—'[ v ) | du = J J2du =21t
0 0

Luego, la funcion longitud de arco de esta porcion de hélice es
s:[0,27] = [0, 2724/ 2]
sy=21

REPARAMETRIZACION POR LONGITUD DE ARCO

Entre las muchas reparametrizaciones de una curva contamos con una que esta
muy relacionada con las caracteristicas geométricas de la curva y ademas, posee
propiedades importantes. Esta es la reparametrizacion por longitud de arco, la que se
obtiene mediante la funcion de longitud de arco.

Sea C: r: [a, b]—> R" una curva suave. Para reparametrizarla por longitud de
arco se siguen los siguientes pasos:

Paso 1. Hallar la funcion longitud de arco de la curva:

s:[a, b]> [0,L], s()= I [ x(u) | du
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Paso 2. Hallar la funcion inversa de la funcion longitud de arco:
h=s":[0,L] = [a, b]
La reparametrizacion por longitud de arco de la curva C : r: [a, b]—> R" es

C:p=roh:[0,L] >R"

EJEMPLO 4.| Reparametrizacién por longitud de arco de la circunferencia

C:r(f)=(acost,asent)y,a>0, 0<t<2x
Solucién

Paso 1. Hallamos la funcién longitud de arco s(%):

r'(t) =(asent,—acost) y |[r'@) | = \/ (a cos t)2 +(—a sen t)z =a

t t
s:[0,27]— [0,27al, (o) =I || r’(u) || du = I a du=at
0 0
Esto es, s(f) = at

Paso 2. Hallamos la funcion inversa de la longitud de arco
h=s":[0,2za] — [0, 27]
s

Sea s= s(f). Entonces s=at . Despejando ¢ tenemos ¢= —
a

s L
Luego, t = h(s) = — y la reparametrizacion buscada es
a

C: p(s)=r(h(s)= <acos i, a sen i>, 0<s<2xa
a a

EJEMPLO 5.| Reparametrizacion por longitud de arco de la hélice
C:r(f)={cost,sent, t),0<t<2x
Solucion

Paso 1. En el ejemplo 3 se hallé que la funcion longitud de arco de esta hélice es

s:[0,27] = [0, 224 2], s()=+21¢

Paso 2. Sea s = s(f). Entonces s =J2t. Despejando ¢ tenemos ¢ = =

2

s o
Luego, t = h(s) = —— y la reparametrizacion buscada es

V2
C: p(s)=r(h(s))= <cos % sen \/_ \/_> 0<s<27/2
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| TEOREMA 2.9 Propiedades de la parametrizacion por longitud de arco.

1.Si C:r:[a, /] > R" esuna curva suave y si ¢ es un parametro
general y s es el parametro de longitud de arco, entonces

ds | dr

dt dt

2.Sea C:r:[0,L]—>R" una curva suave. Si s es el pardmetro de
longitud de arco, entonces el vector r'(s) es unitario. Esto es,

=) =1

3. La proposicion reciproca de esta segunda parte también se
cumple.

=lro]

dr
ds

Demostracion

1. Sigue inmediatamente de aplicar el primer teorema fundamental del calculo a

s(0) = j [ ¥'w) | du
0

2. En la formula de la parte 1 derivando respecto a la variable s, tenemos;

[= 9 _|dr
ds ds

“Jre | =

dr
ds

=@ =1

3. Ver el problema resuelto 1.

PROBLEMAS RESUELTOS 2.3

|PROBLEMA 1. | Sea r(f) una curva tal que || r'(t) || =1, V t. Probar que para

cualquier valor ¢z, en el dominio de r, el parametro s = ¢ — ¢, es el
parametro de longitud de arco que tiene como punto de
referencia el punto que tiene vector de referencia a r(z).

t t
s=I ||r'(u)||du=J- Ldu=t-1
1 7

(] (8]

Solucion

Tenemos que:
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|PROBLEMA 2.| Reparametrizar por longitud de arco a la curva

C:r()=(ecost, ésent, N 2¢), t=0
Solucién

Paso 1. Hallamos la funcion longitud de arco:
r' (t)=(e'(cos t—sen?), ¢ (sent+cost), v2e')

=¢'{cost—sent, sent+cos?), +/2)

e @ = \/ez’ [(cos t— sen t)2 +(cos ¢+ sen t)2 +2] =2¢'

t t

s=s(t)=J- | r(u) ||du=J 2e"du=2(e - 1)
0 0

Como ¢ >0, entonces s=2(e'—1)=0

Luego, s= 2(€'-1), s=0
Paso 2. Hallamos la funcion inversa de la funcion longitud de arco:
s=20-1)= ¢'= % +1=> t=h(s)=In(1+5/2)

La reparametrizacion por longitud de arco es:

C: p(s) = r(h(s))={ " cos h(s), " sen h(s), 2" )

=<eln(1”/2) cos(ln (1+s/ 2)), MU+72) gen (ln (1+s/ 2)), \/_Zeln(l”/z)> =
p(s) —<(1+£jcos(ln[l+in, [1+£jsen(ln(l+£]], \/E(l+£j> ,$2>0
2 2 2 2 2

[PROBLEMA 3.| Hallar el punto de la hélice r(s) = (5 cos t, 5 sen 1, 12¢) que estd
a una distancia de 267 a lo largo de la curva desde el punto
P,=(5,0,0), en la direccion en que crece la longitud de arco.

Solucion

Reparametrizamos la curva por longitud de arco:

r'(t) =(-5sent,5cost,12) y

| ') ||:\/ (=5 sen )’ +(5cost)’ +122 =13

El punto Py = (5, 0, 0) corresponde a = 0. Luego,
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t t
s —J. || r'(u) || du —J' 13 du=13¢ vy,portanto, ¢= =
0 0 13
La reparametrizacion de esta hélice por longitud de arco es

s s 12
s)=r(s/13)=(5cos —, 5sen —, —=s
pls) = r(s/13) < 13 13713 >
El punto que buscamos es

267 l§(267r) >=<5,o,z4n>

261
267) = (5cos —, 5sen , —
p( ) < 13 13 "1

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3

En los problemas del 1 al 12, hallar la longitud de la curva dada en el intervalo
indicado.

1. r(t)=<l, 32, t3>, 0<1<J5 Rpta. L=19
2. r(t)=<2t3/3, 1, z2>, 0<1<3 Rpta. L=21
[
3. r()={tsent,tcost ty, 0<t<m Rpta. L=2N 72 +2 fp VA2
2 J2
4. r()=(5cost,1+5sent,12t), 0<t<3 Rpta. L =39
5. r(t)=(acost, asent, bt), 0<tL2x Rpta. L =27 a* +b*
6. r(H)= <sent—tcost, cost+ tsent, \/Et2>, 0<t<rmr Rpta. L=3712
7. r(t)=<tcost, tsent, t), 0<t<nrm

Rpta. L= %\/nz 12+ ln(7r+\/772 +2)—lnx/3z 6,95

8. r(t)={e, 1+, 21), 0<1<1 Rpta.e+e’ =2
9. r(r)={cosht,senh s, 1), 0<r<1 Rpta.g (e—e™)
1. 1-¢ 11
10. r()= (s, sen’' t, ——In— ), 0<r<1/2 Rpta.— + —In 3
0= 4 1+t> PTG
11. r()={c' cos 1, e'sent,¢'), —In2<1<0 Rpta. g

12. r(9) =<Set cost, Se'sent, 5\/3et>, 0<r<1 Rpta. L=10(e—-1)
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En los problemas del 13 al 17, parametrizar la curva dada por longitud de arco,
tomando como punto de referencia el punto donde #=0

1
—{1_ -t = —
13. r(t)—<1 e, e > Rpta p(s) ﬁ<s,x/ 2 s>
2 1 2
14. r(t)={1+21,4-1,3+21) Rpta p(s) = 1435, 4=38 3405

)

15. r(t)=<1+2t, 2431, 5+J§t>, Rpta. p(s)=<l+%s, —2+%s, S+

16.r(f)=(acost,asent, b t)

Rpta. p (s) = { a cos 5 a sen il bs
v a2+b2’ \/az—i-bz’ \/a2+b2

17. r(t)=<3 sen t—3tcost, 3 cost+ 3t sent, 2t2>, 0<t<ow

Rpta. p(s) =
<3 sen~/ 2s/5 —3+/ 2s/5 cos+/ 2s/5, 3cosy 2s/5 + 3+ 2s/5 sen ~/ 2s/5, §>

18. Hallar el punto en la hélice C : r(f) = (4 cos ¢, 4 sen ¢, 3¢) que esta a una
distancia de 10z a lo largo de curva, desde el punto P, = (4, 0, 0) en la direccion
en que crece la longitud de arco. Rpta. (4,0, 67)

19. Hallar el punto en la hélice C : r(f) = (15 cos ¢, 15 sen ¢, 8f) que estd a una
distancia de 347 alo largo de curva, desde el punto P, = (15, 0, 0) en la direccion

opuesta a la que crece la longitud de arco. Rpta. (15,0, 16m)
SECCION 2.4
VECTORES TANGENTE UNITARIO, NORMAL Y
BINORMAL

Sea C:r: [a, b]—> R" una curva suave. El vector derivada r'(¢) es diferente de
cero, es tangente a C y apunta en la el pardmetro # crece.

|DEFINICION. | Sea C : r : [a, b]—>R" una curva suave. Se llama vector
tangente unitario a esta curva en ¢ al vector:
r'(r)

T(n = —" r0| 0]
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|OBSERVACION. | Si en la definicion anterior, la curva estd parametrizada por

longitud de arco, considerando que || r'(s) || =1, se tiene

T(s) = r'(s) @

Como || T(?) ||= 1 V t, por el teorema 2.3, T'(t) es ortogonal a T(#). Este

resultado nos permite definir un vector unitario ortogonal a T(f) y que tiene la
misma direccion que T'(¢).

DEFINICION. | Sea C : r: [a, b]|— R" una curva suave tal que r'(¢) es también
suave. Se llama vector normal principal unitario en 7, o
simplemente, vector normal unitario, al vector

T'(t

) )

YO o]

|OBSERVACION. | Si en la definicion anterior, la curva est4 parametrizada por
longitud de arco, considerando que T(s) = r'(s), se tiene
I'"(S)
T (C))
[ |

N(s) =

DEFINICION. | Vector Binormal en el espacio tridimensional.

Sea C:r: [a, b]—> R> una curva suave tal que r'(¢) es también
suave. Se llama vector binormal a C en ¢ al vector

B(t) = T(t) x N(t)

De acuerdo a las propiedades del producto vectorial (teorema 1.9), el vector B(t)
es ortogonal tanto a T(t) como a N(?) y se orienta, con relacion a T(f) y a N(?)
siguiendo la regla de la mano derecha.

B(¢) es unitario. En efecto, aplicando el teorema 1.11 tenemos:

IB@) | = | T@)xN@) | = | T@) || | N@) || sen == (1)()1) =1
2

En el punto correspondiente a r(f) en la curva C, los vectores B C
T(¢), N(f) y B(¢) conforman un trio de vectores unitarios y
mutuamente ortogonales. Estos dan lugar a un sistema de
coordenadas llamado sistema de referencia TNB o sistema de > N
referencia de Frenet-Serret de la curva C.

Los vectores T(f), N(f) v B(¢) juegan en el punto de la curva
correspondiente a r(¢) un papel similar al que juega la triada i, jy
k en el origen del espacio tridimensional. Esta ultima triada _ i
permace fija, en cambio los vectores T(¢), N(¢) y B(#) conforman !
una triada movil que se mueve a lo largo de la curva.
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EJEMPLO 1.| Hallar la triada movil T(7), N(¢) y B(¢) de la hélice:

r(f)=(2cost,2sent, t)
Solucion
a. r (1) =(2sent, 2cost 1) |r @ |= 4 sen’t+dcos? 1 +1
e
r’(¢) (—2 sent, 2 cos ¢, 1) 3

1
0 1
O Tro] 73 NES

(-2sent,2cost, 1)

b.T'(t):L<—2 cos 1,2 sen 1,0), | T°(¢) ||=L\/ 4cos® t+4 sen’t+0° -2

V5 Vs Vs

1
——(—2cost, —2sent, 0

N@) = =(—cost,—sent, 0
O Tro] 25 < /
i j k
c. B(O)=T() xN()= —\/_sent \/,cos % = —5<sent —cos t,2)
—cos ¢ —sen ¢ 0

PLANO NORMAL, PLANO OSCULADOR Y PLANO RECTIFICADOR
Sea C : r: [a, bp]—>R>una curva con triada movil T(7), N(f) y B(f). Sea
P = (Xo, Yo, Zo) un punto de la curva C tal que r(z)) = {Xo, Yo, Zo)-

1. Se llama plano osculador de C en el punto P al plano que pasa por Py es
paralelo a los vectores T(#) y N(#). Este plano tiene por ecuacion:

B(to) * [(x, 7, 2) — (o, yor 20)] =0

La palabra osculador se deriva de la palabra
latina osculum, que significa “beso”. Con este

nombre se busca indicar que entre todos los L ,
planos que pasan por el punto P, el plano / *‘%///
osculador es el que contiene la mayor parte de / // o /},/

la curva cercana P. Si la curva es plana, toda
ella esta contenida en este plano. T

2. Se llama plano normal de C en el punto P al plano que pasa por Py es
paralelo a los vectores N(4,) y B(#). Este plano tiene por ecuacion:

T(to) * [(x, 7, 2) — (o v0r 20)] =0
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3. Se llama plano rectificador de C en el punto P al plano que pasa por Py
es paralelo a los vectores T(#) y B(%). Este plano tiene por ecuacion:

N(to) * [(x, 3, 2) = (x0, Y0, 20)] =0

EJEMPLO 2.| Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificador

de la hélice del ejemplo anterior, r(f) = (2 cos ¢, 2 sen ¢, ), en el
punto P =(0, 2, 7/2) =r(n/2)
Solucién

1. Plano osculador

. . 1
Por el ejemplo anterior, sabemos que B(f) =—=(sen #, —cos ¢, 2). Luego,

Vs

L (1,0, 2) y el plano osculador es

Vs

(1,0,2) * [(6,3,2) = (0,2, 7/2)] =0 = x+2z—7=0

B(x/2) =

1
Js
2. Plano normal

. . 1
Sabemos, por el ejemplo anterior, que T(f)=——— (-2 sen t, 2 cos ¢, 1). Luego,

NE

L (-2,0, 1) y el plano normal es

NG

(2,0,1) * [(5,3,2)- (0,2, 7/2)] =0 = 4x2z+72=0

T(z/2) =

L
NG

3. Plano rectificador.

Sabemos, por el ejemplo anterior, que N(¢) = (- cos ¢, — sen t, 0). Luego,
N(z/2)={0,~-1,0) y el plano rectificador es

0,-1,0) * [(x,3,2)-(0,2,7/2)] =0 = y-2=0

PROBLEMAS RESUELTOS 2.4

[PROBLEMA 1.] Probar que
1. N(7) = B(?) x T(f) 2. T(5) = N(?) x B(1)
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Solucion

1. Por definicion de la binormal, sabemos que B(?) = T(¢) x N(¢). Multiplicamos
vectorialmente esta igualdad por T(f) y aplicamos las propiedades 1 y 6 del
teorema 1.10:

B(?) x T() = [T(t) x N(#)] x T(t) = -T(t) x [T(£) x N(?)]
=—[(T(2)« N(») T(t) - (T(5)+ T(1)) N()]
=—0T()+ 1 N(¢) = N(@)

2. Procedemos como en el caso anterior. A la igualdad 1, N(f) = B(¢)x T(¢), la
multiplicamos por B(?) y aplicamos las propiedades 1 y 6 del teorema 1.10:

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4

En los problemas del 1 al 3, hallar la triada mévil T(z), N(¢) y B(¢) de la curva
dada para el valor de t indicado.

1. r()={t, A 2), t=1
Rpta. T(1) = %(l, 2, 2>, N(1)= %(—2, 5, —4>, B(1)= %(—2, 0, l>

3W's Vs
2. r()={e'cost,e'sent, e, t=0

€L L L

Rpta. T(0) = 1,1, 1), N()= -1,1,0), B(0)= -1,-1,2
pta. T(0) \/—3< )» N(0) ﬁ< )» B(0) J—6< )
3. r(f)={cosht,senht ), t=In2
- Lo_ _ 1 i35
Rpta. TIn2) = (3,5.4), N(n2) =2 (4.0.-3), B(n2)~ \/E< 3,5,-4)

En los problemas del 4 al 6, hallar: a. El plano osculador. b. El plano normal
c. El plano rectificador, de la curva dada en el punto correspondiente al valor de
t indicado.

4. r()={1, 720, =1 (curva del problema 1)
Rpta. a.2x —z=0 b. x+2y+2z-7=0 c. 2x—5y+4z-5=0

5. r(fy=(e'cost,e'sent,é), t=0 (curva del problema 2)
Rpta.a.x+y—-2z+1=0 b.x+y+z-2=0 c. x-y—-1=0

6. r(ty={cosht,senht, ), t=In (curva del problema 3)
Rpta. a.3x -5y +4z-4In2=0 b. 6x+ 10y +8z —15+8In2=0
c. 4x—-3z-5+3In2=0
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SECCION 2.5
CURVATURA, TORSION Y ACELERACION

CURVATURA

DEFINICION. | Sea C una curva suave y parametrizada por longitud de arcoy T
su vector tangente unitario. La curvatura de C es la funcion
ar

K(s) = s

= o]

La letra x es la letra griega kappa. La curvatura mide la flexion de la curva.
Mostraremos que una recta, curva que no se flexiona, tiene curvatura 0 y que la
curvatura de circunferencia es igual al inverso de su radio, lo que significa que a
menor radio mayor curvatura.

EJEMPLO 1.| Probar que una circunferencia de radio a tiene curvatura constante

. . 1
igual al reciproco del radio. Esto es  &(s) =—
a

Solucion

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el centro de la circunferencia
estd en el origen de coordenadas. De acuerdo al ejemplo 4 de la seccion 2.3, la
ecuacion de esta circunferencia, parametrizada por longitud de arco, es

s s
r(s)= <a cos—, a sen— >, 0<s<2m
a a

Tenemos que:
| 1
r'(s)= <— seni, cos > > y r"(s)=<——cos£, —Zsen >
a a a a a a
Luego,

o 1 sy (1 sV 1
K(s)—”r(s)”— —;cos; +—;sen; =

El siguiente teorema nos proporciona otras formulas que nos permiten calcular la
curvatura parametrizada por otro parametro ¢, que no es necesariamente la longitud
de arco.

| TEOREMA 2.10 | Sea r(f) una curva suave y dos veces derivable. Entonces
T' \J "
e ITOL T o)
Iro] Iro]
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Demostracion

Ver el problema resuelto 1.

EJEMPLO 2.| Probar que la curvatura de una recta es 0.

Solucion

Sea la recta r(f) =r,+ tv. Tenemos que:

r0=vy T@e)=—9D -V — Ty =0. Luego,
Iro| v
D) = | T"(f) L __dol _,
Iro ] ro|

EJEMPLO 3.| Hallar la funcion curvatura x(¢) de la curva

r(n) ={A 1, 2£'/3)
Solucion

Aplicaremos la formula 2 del teorema anterior:

r'() =(26,1,27), r@)==(2,0,40), |r'@)|=+ 4> +1+4* =27 +1
i j K

r'Oxr'(@)= |2t 1 262 |=2{2t, 27 1),
2 0 4

[ r'@yxr"@) ||= 2+ 46 +4* +1=202¢ + 1)
r'()xr"(?) 2027 + 1 2

Luego, «(f)= " > " = (2 3): 3 3

@) || Q@ +1° @+

La formula 2 del teorema anterior puede usarse para calcular la curvatura de
curvas planas, expresando estas curvas como curvas espaciales (curvas de R*)

EJEMPLO 4.| Calcular la curvatura en los puntos extremos de los ejes de la elipse

r(f)={ 3 cos , 2 sen t)
Solucién

A la elipse la expresamos como curva espacial:
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r(f)={3 cos t,2 sen t, 0)
Ahora,

r'(t) =(-3sent2cost,0), r''(t)=(-3cos t,~-2sent, 0),

|| r'(t) ||= \/ 9 sen’t + 4 cos’t + 0% = \/ 5sen’t +4

i j k
r'@)xr"(t)= | —3sent 2 cost 0 |=0,0,6),
-3 cost -2sent 0
PN LOLLA0T I AUl 6
| @ ||3 (5 sen’ ¢ + 4)3/2 (5 sen’t + 4)3/2

Los extremos de los ejes corresponden a los siguientes valores de ¢:
0, n/2, m, 3n/2.

Para estos valores tenemos:

6 6
0) - Ty M) T
2 4 2 9
(5sen 0+ 4) (SSCH /2 + 4)
6 3 6 2
) = ==, 3n/2) = ==
K(1) R 5

(5sen2 T+ 4)3/2 (5sen2 3n/2 + 4)3/2

[ TEOREMA 2.11| Si C esla grafica de una funciéon y = f{x) que es dos veces
derivable, entonces la curvatura de de C es

/' |
3/2
(@) ]

K(x) =

Demostracion

Ver el problema resuelto 2.

EJEMPLO 5.| Calcular la curvatura del grafico de f{x) =e™*

Solucion

Tenemos que: f'(x)=—¢ " y f"(x)= e ". Luego,
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B VA L O

o] e T

CIRCUNFERENCIA Y RADIO DE CURVATURA

Sea r: [a, b] > R*una curva plana y P un punto de la curva en el
cual x(f) # 0. Se llama circunferencia de curvatura o
circunferencia osculadora de la curva en el punto P a la
circunferencia que cumple las siguientes condiciones:

1. Es tangente a la curva en P. (la circunferencia y la curva tienen
la misma recta tangente en el punto P).

2. Tiene la misma curvatura en P que la curva.

3. Esta localizada en la region del plano concava de la curva.

De acuerdo a la condicion 2 y el ejemplo 1, el
radio de la circunferencia de curvatura, al cual Centro de

curvatura

llamaremos radio de curvatura en el punto P, es

L
D) = s

El centro de la circunferencia de curvatura se llama
centro de curvatura de la curva en el punto P.

De acuerdo a la condicidn 1, el centro de curvatura esta localizado en la recta que
pasa por Py es paralela al vector normal N(#). Si r(¢) es el vector de posicion del
punto P y y es el vector de posicion del centro de curvatura, como el radio de la

. . 1 .
circunferencia es o(f) :? , entonces se tiene
K(t

¥ = £(t) +p()N(?)
EJEMPLO 6.| Seala curva plana r(f)=(2t, -7+ 1)y P=(2,0). Hallar

1. El vector tangente unitario T en el punto P.
2. El vector normal unitario N en el punto P.

3. Lacurvatura en el punto P.

4. Elradio de curvaturaen el punto P.

5. El centro de curvatura en el punto P.

6. La circunferencia de curvatura en el punto P.

Solucion
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1. Elpunto P = (2, 0) de la curva corresponde al valor de 7= 1.

@)=, 20=2(1,—-1) y | r'@® =2V 1+ ¢ . Luego,

r'(¢) :2(1—t>:< 1 —t >
Irey| 21+ \Vi+ 2 N
ey = 2v2

Para t=1:

~—

1 -1
T()=(——, —
® <ﬁ 72

2. Derivamos T(¢) :

_— d[ 1 ]i( — j = -1
di\ \[152 ) de\ 147 (1+t2)3/2, (1+t2)3/2
Para r=1:

vo- (25 o75) v 1m0l v s -
Lo, N0 = (0 - (5 575 5 (7 )

3. Sabemos que || T'(1) || =

N | —

% y || r'(l) ||: 272 . Luego,

IR
1 = - «/—f
D Teol T

— — 1 —
4. D= K‘(l) a2 W2

5. El centro de curvatura es el punto cuyo vector de posicion es

y=r(1) +p(D)N(1) = (2, o>+4\/_<r f> (2,0) + (-4, -4)y = (-2, -4)

Luego, el centro de curvatura es el punto Q = (-2, —4).

6. De acuerdo a los datos en las partes 4 y 5, la circunferencia de curvatura tiene su
centro en el punto Q = (-2, —4).y tiene radio p(1) =4+/ 2 . En consecuencia, la
ecuacion de esta circunferencia es

(x+2)° + (y+4)y =32
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TORSION

Sea C una curva suave parametrizado por longitud de arco. Consideremos su
triedro movil: T(s), N(s), B(s). Como || B(s) || =1, i{ﬁ es ortogonal a B(s). En el
s

dB .
problema resuelto 4 probaremos que - también es ortogonal a T(s). En
s

. dB dB .
consecuencia, - es paralelo a N(s) y, por tanto a es un multiplo de N(s). Este
s s

resultado nos permite establecer la definicion de torsion.

DEFINICION. | La torsion de una curva suave es la funcion real 7 =7 (s) tal que

% =—7(s)N(s)

La torsion mide como una curva se tuerce con respecto al plano osculador.

Sabemos que la curvatura k¥ no toma valores negativos. En cambio, la tonsionz,
puede ser negativa, cero o positiva.

Se prueba que una curva es plana (estd en un plano de R*)siy solosi su torsion
es idénticamente nula.

El siguiente teorema, cuya demostracion omitimos, nos permite calcular la torsion
con facilidad.

| TEOREMA 2. 12 | Sir(f) tiene tercera derivada, entonces
B [r'(t)xr"(t)] 1r'"'(?)
| e@y<eee) |

7(?)

EJEMPLO 6. | Probar que la torcion de la hélice r(f)={ acos t,asent, bt) es

b
()=
a* +b?
Solucién
r'(t)y=(—asent, acost,b), r'(t)={(—acos t, —asent,0),
r'"'(t)={a sen t, —a cos t, 0).
i ik
r@)x r'(t)=| -asent acost b|={absent, —abcost, a)

—acost —-asent 0
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@) x r'(t) r'()={absent,—abcost,a’ ) » { asent,—acost, by= a’b

|| r'(t)xr'"(t) || =“ <ab sent,—ab cos t, a2> “ =’ +at = | a |\/ a’ +b*

Luego,
[rOxr"@®)] - r"'@) _ a’b _ b

| r'@)xr"(2) ||2 (| al [+ b2 )2 a* +b*

(1) =

Las formulas que dan las derivadas del triedro mévil, en términos del mismo
triedro movil, se llaman las formulas de Frenet-Serret

| TEOREMA 2.13.] Férmulas de Frenet-Serret

.£:KN 2. ﬂ:TB—KT 3. Q:—TN(S)
ds ds ds

Demostracion

Ver el problema resuelto 3.

JSABIAS QUE...

JEAN FREDERICK FRENET (1816-1900) Nacio en Périgueux, Francia. En
1840 entro a la Escuela Normal Superior de Paris. Mas tarde, paso a la
Universidad de Touluse, donde estudio geometria diferencial. En 1847, presento su
tesis doctoral. En 1852, parte de esta tesis fue publicada con el nombre de Sur
quelque propriétés des curbes a double courbure, en donde aparecen las férmulas
que ahora conocemos como formulas de Frenet—Serret.

JOSEPH ALFRED SERRET (1819-1885) nacio en Paris.
Estudio en la Escuela Politécnica de Paris, donde se graduo
en 1840. Fue profesor de mecanica celeste en el colegio de
Francia y de cdlculo diferencial e integral en la Sorbona.
Investigo en varios campos, como la geometria diferencial,
mecdnica, teoria de numeros, etc. Complemento el trabajo
de Serret en el estudio de las formulas de Frenet—Serret.

Joseph. A. Serret
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COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA
ACELERACION

El movimiento de una particula en el plano o en el espacio se describe mediante
una funcién vectorial r(f), donde el parametro ¢ denota el tiempo. A r(¢) se le
llama funcién de posicion o trayectoria de la particula. Recordemos que, por
definicion, la velocidad instantanea, la aceleracion instantanea y la rapidez
instantanea de la particula en el instante ¢ estan dadas por:

1. Velocidad = v(¢) = ar
dt

2. Aceleracion =a(f)= —= —
® i

. d.
3. Rapidez= | v() | = | i) | =

[ TEOREMA 2.14.] Si una particula se mueve a lo largo de una curva, entonces

ds d’s ds\’

Demostracion

Ver el problema resuelto 5.

DEFINICION. | Componente tangencial y normal de la aceleraciéon

Se llama componente tangencial y componente normal de la
aceleracion a los términos

2 d 2
b AR AR

El teorema anterior nos dice que
a=arT+ ayN

| TEOREMA 2. 15. | Férmulas para las componentes de la aceleracién

_vea _ Jvxa]
ar=——— ay=————
Il
Demostracion
Sea @ el angulo entre a y T. Entonces

a||cos 0 vea

vl vl

aT:”a" cos O = ”V""
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a|| sen _ ||v><a||

vl vl

aN=||a|| sen 6 = ”V""

EJEMPLO 7.| La funcion de posicion de una particula es

r(f) = (In(sec ¢ + tan t), In sec ¢, ).

Hallar:
1. v(/4) 2. ||v(z/4) | 3. a(n/4)
4. T(n/4) 5. N (n/4)

6.ar y ay, las componentes tangencial y normal de la aceleracion a(n/4)
Soluciéon

2
sect tan ¢t + sec” ¢t sect tant
1. v =r'(t) = < , 1> =(sect, tant, 1).

sect+tant¢ ’ sect

Luego, v(n/4)=(secn/4, tanm/d, 1)=(/2 ,1, 1)

2 vy | = (V2 L0 | = | (V2) +r =2

3. a() = v'(1)= r"(/)=(sec ¢ tant, sec’ ¢, 0).
Luego, a(n/4) = (sec n/4 tan m/4, sec® /4, 0) =(/ 2 ,2, 0)

T() = r'() _ (sect, tans, 1) (sect, tant, 1) _ (sect, tant, 1)
[rO ] sec?s+tan?s+1 \ 2sec’ t V2 sec ¢ |
_ Jcos ]

(sect, tant, 1).

V2

cos;z/4| ‘VZ/Z‘
Luego, T(n/4) = |— (sec /4, tan /4, 1) = ——+—(/ 2, 1, 1)
J2 J2
- (2o

5. Sab T() |C°St|< ;, tant, 1)
. Sabemos que =1_— ' (sect, tant, 1).
1 72

Restringimos esta igualdad al intervalo (0, 7/2), donde se encuentra 1t/4,

T@) = &St(sect, tan ¢, 1)

2

Derivamos:



Cap.2 Funciones Vectoriales 133

cost 2 sen ¢t
T'(t)= — (sec t, tan ¢, sec’ #, 0) — sec ¢ tan ¢, 1
J2 ﬁ< )
N 2/2 N 2/2 1
Luego, T'(z/4) = 2,2, 00— 2,1,1) =—(0, 1, -1
go, T'(/4) = === ) (V2.1 1) =5¢ )y
y 1/2(0, 1, —1
Neidy= - D/ 12 > -

[ T@/a ] [U2(01 -1y | T< L=
vea <\/72,1,1>.<\/7’2’0>

6. ar= =
Cov 2

Leee] [(v21 1>:<ﬁ2’ o _ 5

aN =

PROBLEMAS RESUELTOS 2.5

| PROBLEMA 1. | Probar el teorema 2.10

Sea r(f) una curva suave y dos veces derivable. Probar que

[T | [ r@xr@ |
1. x(t)y= ——7— 2. ()= ———
[ro] [rof
Solucién
1. Sabemos, por el teorema 2.9, que % = || r'(?) || . Ademas, usando la regla de la
cadena:

_ 4l _dlds _dr, , dar _ T'@)
TO= 4 ~wa ™ ds [rol= s |r@||
| TO| | TO|
[ %11 = ==l
(1) ds _
2. Sabemos que T(¢) = o] y, por el teorema 2.9, i =| r'@) | . Luego,
v =|re | T = re= T(f) @

Derivando esta ecuacion:
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r" 7i é '
(1) 17 T(t)+d T'(0). (0]

Multiplicando vectorialmente (1) y (2)

2
wwwm—ﬁiJM'mwﬁjanm
dt dt* d

Por el corolario del teorema 1,11, T(¢) x T(¢) = 0. Luego,
r'(t) x r''()= ( j T(f) x T'(t)

Como || T(t) || = 1, por el teorema 2.3, T(f) y T'(¢) son ortogonales. Luego,

tomando norma a la igualdad anterior y aplicando el teorema 1.11,

e |- (2] Troxrol- (2] 110 ro e X
dt dt 2

[RYGEINGY| _ [ r'@y<e@) |

En consecuencia, || T'(t) || =

m Oy
dt
Por ultimo,
[TO| _ [roxro]|
K= =
Iro|  Jrof

| PROBLEMA 2. | Probar el teorema 2.11

Sea y = flx) una funciéon dos veces derivable y sea C el
grafico de f. Probar que la curvatura de C es

| /()|
/
[1+(f'(x))2]3 ’

K(x) =

Solucién
Al grafico de f lo parametrizamos como curva del espacio de la siguiente forma:
C: r(x) = (x, fix), 0)
’ ' 22
Luego r'(x)=(L, (), 0), [ r'@) [ = 1+(f @) +0? = (1+(/ ') )
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i j kK
r"'(0)=(0, f"(x), 0), r'Exr"@=|1 f'x) 0| =(0,0, f"(x)) y
0 f'"(x) 0

| @) |= \/02 +0° +(f"(x))2 =| '@ |

Ahora, de acuerdo a la formula 2 del teorema 2.10 tenemos:
[roxro] 5w

*(x) =
o[ (1+(r@))

3/2

[PROBLEMA 3.] Probar las formulas de Frenet-Serret

1.£=KN 2. ﬁ=—rN(s) 3. ﬁ=z'B— T
ds ds ds
Solucion
. T'(s) dT
1. Por definicion, N(s) = )= — 1| =|r"()|. Luego,
S A ol BT
T'6)= | T'G) | Ns) = &(5) Ns)
2. ;}ﬁ =—7N(s) es formula de definicion de torcion.
s

3. Sabemos, por el problema resuelto 1, que N(s) = B(s) xT(s). Derivando esta
ecuacion respecto s:

N'(s) = B'(s) x T(s) + B(s) x T'(s) = -z N(s) x T(s) + B(s) x &N(s)

= 7T(s) x N(s) — k N(s) x B(s) = 7B(s) — x T(s).

[PROBLEMA 4.] Probar que B'(s) es ortogonal a T(s).

Solucion
Sabemos que B(s) es ortogonal T(s). Esto es,
B(s)* T(s)=0
Derivando esta igualdad:

0= (B(s) « T(S))" = B'(s) « T(s) + B(s) » T'(s)
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= B'(s) « T(s)+ B(s) »

T'(s)|N(s)= B'(s) « T(s) + 0 =B'(s) « T(s)

Luego, B'(s) es ortogonal a T(s).

| PROBLEMA 5. | Probar el teorema 2.14

ds d’s ds\’
1. V(t): E T(t) 2. a= WT +K(Ej N

Demostracion

2 2
5 a=i(£Tj=ﬁT+§£:ﬂT+£££
dr? dt dt  dr? dt ds dt

2 2 2 2
_ ﬁw(éj ﬂzﬂ“(éj <N
dt? dt) ds di? dt

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5

En los problemas del 1 al 7, aplicar la formula 2 del teorema 2.10 y la férmula
del teorema 2.12 para calcular la curvatura y la torsién de la curva dada.

1. r()=( A7) Rpta. k(t) = %, 1) =0
| t |(4+9t2)
1/2
3 *+ 4% 41 2
2. r(f)={t, 12, £'/3) Rpta. i(t) = | ——— | ,d)= —5—
(t4+t2+1) t+4t +1
1
3. r(f)=<cosh ¢, senht, ¢t Rpta. K(f) = ——— )= ———
{ ) P 2cosh?¢ 2cosh? ¢
4. r(={(e" e, V2 1) Rpta. x(t) = Lz o) = izz
(e’ +e_’) (et +e_t)

5. Hallar la curvatura y torsion de r(f) = {e'cos ¢, e 'sen t, ¢) en el punto donde ¢ =0
1

Rpta. k(1) = %J_é L=
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6. Hallar la curvatura y torsion de r(f) = (¢t —sen t, 1 — cos ¢, 4 sen #/2) en el punto

donde t=0 Rpta. (t) = l, ot) = _1
4 2

7. Hallar la curvatura y torsion de  r(f) = (2cosh #/2, 2senh #/2, 2t) en el punto
1 |
donde t=0 Rpta. k()= —, ()= —
pra. /(1) = 1 0 (1) 5

En los problemas del 8 al 11, aplicar la formula del teorema 2.11 para calcular
la curvatura del grafico de la funcién dada.

— A2 - 8 p | -3 - 6] x |
8. y=4px~ Rpta. k(1) 73 9. y=x" Rpta. x(¢) 73
[1+64p2x2J [1+9X4J
3 3 | coS X | 3 3 X
10. y = cos x Rpta. k(t) = — Q5 11. y=Inx Rpta. k(f)= o
[1+sen2xJ [l+x2}

En los problemas del 12 al 14, hallar: a. El radio de curvatura. b. La
circunferencia de curvatura, de la curva dada, en el punto indicado

12. y= 1- en(0,1) Rpta. a. p=% b.x* + (v = 1/2)" = 1/4

13 y:l en(l,1) Rpta. a ,0:L b. (x—2)* + (y—2)*=2
. . > - J2 :

14. y=Incosx en (0, 0) Rpta. a. p=1 b. x>+ (@ +1)Y=1

En los problemas del 15 al 19, hallar ar y ay, las componentes tangencial y
normal de la aceleracién en el punto indicado.

15. v =(3t, A7), t=1 Rpta. ar= % ay = %\/ 39
16. r() =34 27, 31) , t=1 Rpta. ar =12 ay =6
7 V33
17. r()={e', e, 1), =0 Rpta. ap=——— ay= —
o Je RN
18. r(1)={cos t,sent, t), V ¢ Rpta. ar=0 ay=1

19. r(f)= {e'cos t,e'sent, &),V t Rpta. a; =3¢ ay=+/2¢
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SECCION 2.6
LAS LEYES DE KEPLER

En 1609 sucedié uno de los acontecimientos mas importantes de la astronomia.
Ese afio, Johannes Kepler publicdé su obra Astronomia Nova, en la que dio a
conocer al mundo tres leyes que ahora llevan su nombre y que describian el
movimiento de lo planetas alrededor del sol. Estas tres leyes sintetizaron multitud de
datos astronomicos logrados en miles de afios de observacion. Las leyes de
Kepler fueron logradas empiricamente. En 1687, Isaac newton, en su obra
monumental, Principia Matematica, usando las herramientas dadas por el
calculo, demuestra estas leyes, basandose en la Segunda Ley del Movimiento
y en la Ley de la Gravitacion Universal.

Planeta

PRIMERA LEY O LEY DE LAS ORBITAS. Cada
planeta se mueve en una orbita eliptica con el sol
en uno de sus focos.

SEGUNDA LEY O LEY DE LAS AREAS. El rayo
que va del sol al planeta barre areas iguales en la
elipse en tiempos iguales.

TERCERA LEY O LEY DE LOS PERIODOS. El cuadrado del periodo de un
planeta (el tiempo que demora el planeta en recorrer su orbita) es proporcional al
cubo del semieje mayor de la orbita. Esto es, si T es el periodo del planeta y a es
el semieje mayor, entonces

T? =ka’, donde k es una constante de proporcionalidad. (i)

Los resultados obtenidos en este capitulo nos permitiran probar las Leyes de
Kepler. Nuestro trabajo lo dividimos en tres partes. En la parte 1 probamos que la
trayectoria de un planeta cuando se mueve alrededor del sol, es una curva plana. En
la segunda y tercera parte, probaremos la primera y la segunda ley de Kepler. La
prueba de la tercera ley la dejamos como ejercicio al lector.

Suponemos que tenemos un planeta de masa m que esta girando alrededor del sol,
cuya masa la representamos por M. Tomamos un sistema de coordenadas con su
origen localizado en el sol. Sean:

r =r (¢) el vector de posicion del planeta,
v=v(@®)=r'(t)suvelocidad y a=a(f)= v'(t)=r"(¢) suaceleracion
La segunda Ley del Movimiento dice: F=ma 4))

La Ley de Gravitacion dice:
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Fe-—Fr=—"7"% 0
donde M es la masa del sol, m es la masa del planeta, G es la constante
. . r
gravitacional, r=||r|| y u= H
r

Parte 1. La oérbita del planeta es una curva plana.
De (1) y (2), obtenemos

GMm GM GM
T = as-——r1="—-u 3
r r r

ma=—

Esta igualdad nos dice que los vectores a y r son paralelos y, por tanto,

axr =0
Abhora,

d
;(rxv)=r'xv+ rxvi=vxv+rxa=0+0=0
t

En consecuencia, rx v es un vector constante. Sea h este vector. Luego,
rx v=h (C))

Esta igualdad nos dice que, V¢, r =r (¢) es ortogonal al vector h y, por
tanto, r () esta en el plano que pasa por el origen y es ortogonal a h.

Parte 2. Primera ley de Kepler.

La érbita del planeta es una elipse con el sol en uno de sus focos.
d ' '
Tenemosque r=ru y v=—=—(ru)=r'u+ ru
Reemplazando estas igualdades en (4)
h=r x v=ru x (r’u +ru'):rr‘u><u+r2u><u':0 + rfuxu' =
h= rluxu' 5)
Tomando en cuenta (3) y (5) tenemos:

axh= (—Gr—jl/lu]x (rzuxu'):—MGux( uxu')

=—MG|:(u cu)u—(u- u)u']

Como u » u=1, por el teorema 2.3, u » u'= 0. Luego,
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axh=MGu'= %(GM u) 6)
Por otro lado,
dv d
axh=—xh=—(vxh 7
t dt( ) @
De (6) y (7):
d d
—(vxh)=—(GM u
(v h) = —(GM u)
Luego, integrando,
v x h=GMu +c, ®

donde ¢ es un vector constante.

Como v x h es ortogonal a h, v x h esta en el plano XY. El vector u
también esta en este plano. En consecuencia, el vector ¢ también esta en
este plano.

Ahora tomamos un sistema de coordenadas
tal que el semieje positivo X siga la direccion
del vector ¢ y el semieje positivo Z siga la
direccion del vector h, como indica la figura.

Si A es el angulo entre ¢ y r, entonces (7, 6)
son las coordenadas polares del planeta.

Tenemos que

cou= || c|||| u || cos d=ccos 6, donde ¢ = || c|| (&)

Por otro lado, si &= || h

, tomando en cuenta (4), (8) y (9) se tiene:
B =heh=(rxv)+h=re(vxh)=rus (GMu+c)
= rGM ueu+r(uec)=rGM+rccos 0

h2

Despejando r en esta tltima ecuacion: r= ——————
GM +ccos 0

Dividiendo el numerador y el denominador entre GM obtenemos

W IGM eh* /¢ c
= = , donde e= —
1+ecos 6 1+ecos @ GM
. ed
i d=h“/c, finalmente tenemos = —
Si d=h%c, finalmente t
1+ecos 6

De acuerdo al teorema 7.10 de nuestro texto de Calculo Integral, la
ecuacion anterior es la ecuacidon polar de una conica. Como la trayectoria
de un planeta es cerrada, esta conica es una elipse.



Cap.2 Funciones Vectoriales 141

Parte 3. Segunda ley de Kepler. El rayo que va del sol al planeta barre areas
iguales en la elipse en tiempos iguales.

Como en la parte 2 suponemos que la elipse, que es la orbita del planeta,
se encuentra en el plano XY y que uno de sus focos esta en el origen de

coordenadas.
Sea r = f(6) la ecuacidon polar de la Y
elipse. Sea P, la posicion del planeta en el =]
tiempo 4, y sea P la posicion del planeta A Po
en el tiempo ¢ 2 . / e

N

, 7

_Sea 6 = Af) el angulo formado por Q X
OP con el semieje positivo X. Sea 6, =

At,) el correspondiente angulo formado

por OF,

Si A es el area del sector de la elipse barrido por OP enel periodo de

tiempo [, t], sabemos, por el teorema 7.4 de nuestro texto de Calculo

Integral, que
1
A= —J. rda
2J 4,

Derivando respecto a &
a1

,
do 2
y derivando respecto a ¢, usando la regla de la cadena,

dA _dA do_1 ,do

—_— === 10)
dt do dt 2 dt
Por otro lado tenemos que:
r={rcos 6, rsen 6,0), =lr=<cos9, sen 6, 0)
r
Derivando este tltima ecuacion vectorial,
d_u = (—sen Hﬁ, cos Hﬁ
dt dt dt
. o . du_do
Efectuando las operaciones indicadas se obtiene que u x = = = k

La ecuacion (5) nos diceque h= rruxu'

o . do
De estas dos ultimas ecuaciones obtenemos: h = 72 7 k
t

:do

De donde, h= || h || = r
dt

11
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De (10)y (11) se tiene que d_‘j =

Integrando esta igualdad

o | =

A=A(t) = gt+C

Si A, es el area del sector de la elipse barrido por OP enel periodo

[#, t1], entonces

A1=A(t) - A(ty) = [%rl + Cj - (%ro + Cj: g(tl —1y)

Similarmente, si 4, es el area del sector de la elipse barrido por OP en

otro periodo [#,, #;] de igual longitud que [4, #,], entonces

h
A= E (13 - 12)

h h
Luego, 4,= 5 (t1 - lo) = E (t3 - t2) =A;

SECCION 2.7

SUPERFICIES PARAMETRICAS

En esta seccion presentamos una introduccion a las superficies paramétricas. Estas
ideas extienden el concepto de curvas paramétricas, presentadas anteriormente.

DEFINICION. Sean x =x(u, v), y =y (u,v) y z=2z(u, v) funciones con
dominio D, un subconjunto de del plano UV. El conjunto S de
puntos (x, y,z) tales que

r(u, v) = <x(u, v), W(u, v), z(u, v)>
=x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, VK, (u,v)e D

es llamado superficie paramétrica S. Las ecuaciones
x=x(u,v), y=yu,v), z=z(u,v) con(u,v)eD
son las ecuaciones paramétricas de S.

A%
Z
r
— Gl
V=V,
C
D =0 S Uy

0 U
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Para visualizar la superficie S se cuenta con dos familias de curvas que
describimos a continuacion. Si en la funcién r(u, v) la variable u se mantiene
constante, u = uy, la funciéon r(u,, v) sélo cambia con la variable vy traza la curva

C,, > quees la imagen del segmento vertical u =u, en la region D del plano UV. A

este tipo de curvas la llamaremos curvas U—constante. Similarmente, si mantenemos
v constante, v = v, la funcion r(u, vo) traza la curva Cv0 , que es la imagen del

segmento horizontal v = v, en la region D del plano UV. A este tipo de curvas la
llamaremos curvas V—constante.

EJEMPLO 1.| Hallar una parametrizacion para el paraboloide z= x* +)°

Solucion

Recurrimos a las coordenadas cilindricas:
x=rcosf, y=rsenf, z=z

Pero, z=x*+)' y rP=x+)) = z=/

Luego, una parametrizacion para este paraboloide es
r(r,0)=rcos@i+rsen 0j+ K,
con dominio D= {(r,0) / r>0, 0<6<2r}

>

En esta parametrizacion las curvas r—constantes son circunferencias paralelas al
plano XY y las curvas @-constantes son parabolas con vértice en el origen y estan en
planos que pasan por el eje Z.

EJEMPLO 2.| Hallar una parametrizacion para la superficie esférica
¥+ yz 2=
Solucién

Recurrimos a las coordenadas esféricas:

x=psen ¢ cos 6, y=psen ¢ sen 6, z=pcos ¢

Pero, szryz+zz=a2 y ,02=x2+y2+z2 = p=a

Luego, una parametrizacion para esta superficie esférica es

r(6, ) =asen ¢ cosfi+asen ¢ sen 8j+acos gk,

con dominio D={(¢, ) / 0< p<z 0<0 <27}

Las curvas & —constante son los meridianos, o sea las semicircunferencias que
tienen como extremos los polos. Las curvas ¢-constante son las circunferencias de
latitud constante, que son paralelas al ecuador.
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Helicoide
r(r, 0) =(rcos 6, rsen 6, 0),
0<r<a, 0<0<6r
Las curvas r—constante son las siguientes hélices
r(0)=(rcos 6, rsen 6, 0)
las cuales se enrollan alrededor del eje Z tres veces.

Las curvas @-constante son segmentos de longitud
a que son perpendiculares al eje Z

EJEMPLO 4. | Hallar la ecuacion cartesiana e identificar la siguiente superficie

paramétrica

r(uy)=Qu—-v, 1 —u+3v, 2+2u+v)
Solucion

Tenemos que: x=2u—-v, y=—-u+3v+1l, z=2u+v+2

Usamos las dos primeras ecuaciones para expresar u y v en términos de x € y.

X 2p=Sut2 = y= 22V 72 )
Reemplazando este valor de v en la ecuacion de x:
= x+2y-2 N u:3x+y—1 @

Reemplazando (1) y (2) en la ecuacion de z:

3x+y-1 . x+2y-2
5
Esta superficie es el plano 7x + 4y =5z + 6 =0

z=2u+v+2=2

+2= Tx+4y-5z+6=0

EJEMPLO 5. | Hallar la ecuacion cartesiana e identificar la siguiente superficie

paramétrica

r(6, u) =asenh u cosdi+ bsenhusen 8j+ ccoshuk,
0<0<L2x, —0o<yu<owm
Solucion

Tenemos que: x =a senh u cosé, y=bsenhusen 6§, z=ccoshu. Luego,

2 2 2
2 2 2 2 z 2
=senh” u cos* @, 2 =senh"u sen"d, — =cosh u

a? b? c
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Ahora,
2 2 2
X z
5 * y—z - = senh’ u cos’@ + senh® u sen’d — cosh® u
a b c
=senh® u [cos’@ + sen’d | — cosh® u
=senh’u — cosh®u = —1
2 2 2
Estoes, — -— - b—z =1, que es un hiperboloide de dos hojas
¢ a

REPARAMETRIZACION DE LA GRAFICA DE
z=1(x,y), x=1(y, 2) o y=f(x, 2
Una parametrizacion para una superficie de la forma z = f{x, y) es la siguiente:

r(xy) ={x, y, flx, y)) =xi+yj + flx, Yk

Similarmente, una parametrizacion para las superficies x = f(y, z) es

r(y, 2) ={f, 2), y.z) = fy, )i +yj+zk

y para una superficie de la forma. y = f{x, z) es

r(x, z) =(x, fix, 2), z) =xi+f{x, z),j +zk

EJEMPLO 6. | Parametrizar el paboloide hiperbolico

22
z=x"=y

Solucién
e 2 2
r(xy) =xi+yj+ (" -y)k
Las curvas x—constante son las parabolas z = k — y*
y las curvas y—constante son las parabolas z=x*— k.

REPARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE DE
REVOLUCION
Una parametrizacion para la superficie de revolucion generada por la grafica de

y=fix), a<x<b,
al girar alrededor del eje X es

r(x, 6)=xi+fix)cos 0 j+flu)sen Ok, a<x<b, 0<6<2r
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Para superficies de revolucion generada por curvas que giran alrededor del eje Y o
el eje Z, se obtiene parametrizaciones similares. Asi, para las superficie de
revolucion generada por la grafica de

x=flz), a<z<h,
al girar alrededor del eje Z es

r(z, 0) =fiz)cos Qi+ fiz)sen Oj +zk, a<z<h, 0<0<2rx

EJEMPLO 7. | Hallar una parametrizacion para la superficie de revolucion que se

obtiene al girar la gréafica de
Y

y=A 1+ x? /
alrededor del eje X. .
Solucién .

r(x, O) =xi+ v 1+x? cos @j+ v 1+x* sen 6 k,

-0 <x<00, 0<0L2rx

Esta superficie es el hiperboloide de una hoja:

VP+Fo=1

En efecto,

2 2
Y+ —x= (\/ 1+ x% cos 49) +(\/ 1+ x%sen 9) —-x=(1+x)-x=1

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.7

En los problemas del 1 al 9, hallar la ecuacion rectangular de la superficie
paramétrica dada e identificarla.

1. r(u,v)= %i +vj+ uk Rpta. El plano y =2x

2. r(u,v)=Qu—v), 1 —u+3v. 2+2u+v) Rpta. El plano 7x+ 4y — 5z=—6

3. r(u, =4 cosfi+ uj+4send k Rpta. x* + 2> =16. Cilindro circular
4. r(u, O)=ucosfi+ uj+usen Ok Rpta. x* + 2> =y*. Cono

22
5. r(u,0)=asenfi+ bcosd j+uk Rpta. — + b—2 = 1. Cilindro eliptico

a
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6. r(6, ¢)=asen ¢ cos@i+bsen ¢ sen j+ccos pk, 0560 <27, 0<¢p <~

2 2

2
dondea>0, b>0y c>0 Rpta. x—2+ y—+z—2: 1. Elipsoide
c

a b?

7. v(6,u)=acoshu cos@i+bcoshusen 8j+csenhuk, 0<8 <27 —0<u<ow

2 2 2

dondea>0, b>0 y ¢>0. Rpta. x_2 + 2}—2 _2_2 = 1. Hiperboloide de una hoja
a c

8. r(6,u)=aucos @i+bu sen Oj+ 'k, 0<0 <27z 0<u<ow
2 2
dondea>0y b>0 Rpta. z ="+ 2 Paraboloide eliptico.
a

9. r(6,u)=aucos @i+ busen 0j+ u'cos20k, 0<0<2z 0<u<w

2 2

dondea>0y b>0 Rpta. z =" - Z—z Paraboloide hiperbolico.
a

En los problemas del 10 al 16, hallar una funcién vectorial cuya grafica sea la
superficie indicada.
10. El planoz=x - y.

Rpta. r(u,v)={u+v,2u—v, —u), —0<u<o,—0<y<wn

11. El plano x+ y+z=12
Rpta. v(u,v)={6 —u—v,2u+v, 6 —u), —0 <y <o, -0 < y< o

12. El cilindro x*+97° =36
Rpta. r(u, @) ={6cos @,u, 2sen 8), 0< <27 —0<u <o

13. El cilindro z=2)’
Rpta. r(x,y)={x,y, 2)*), —00<x <00, —0<u<ow

14. El paraboloide hiperbolico z=x*— .
Rpta. v(6,u)={ucos 6, usen 8,cos26),0<6 <2m, —o0<u< oo
15. Parte de la superficie esférica x* + y* + z2= 16 que est4 sobre el plano z =2
Rpta. 1v(6, §)=4sen ¢ cos@i+ 4 sen ¢ sen 8j+4 cos gk,
0<g <m/6, 060 <L2rx
16. Parte de la superficie esférica x* + y* + z*= 16 que esta sobre el cono

Rpta. 1(6, §) =4 sen ¢ cos@i+ 4 sen ¢ sen 8 +4 cos gk,
0<¢g<3m/4, 0<60<L2rx
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En los problemas del 17 al 20, hallar una funcién vectorial cuya grafica sea la
superficie de revolucidn obtenida al girar la gréfica de la funcién dada alrededor

del eje indicado.
17. y= l, 1 <x<20. Eje de giro: X
X

Rpta. R(x, O =xi+ lcos 0j+lsen Ok, 0<60<271<x <20
x x

1 . .
18. y=—, 1<x<10. Ejede giro: X
ex
Rpta. r(x, 0) =xi+ %cosé’jJersené’k, 0<6<27m 1<x<10
e e
19. y=senz, 1<z<z Ejedegiro:Z

Rpta. v(z, ) = senzcos @i+senzsen @j+zk 0<60 <2z 1<z<m

20. z=8-)°, 1<y<2. Ejedegiro: Y
Rpta. v(y, @)=(8—y")cos Qi+yj+(8—)")sen Ok, 0< O <27 1 <y<rm
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JOSEPH LOUIS LAGRANGE
(1736-1813)

JOSEPH LOUIS LAGRANGE naci6 en Turin, Italia, de ascendencia francesa. Es
considerado como un matematico francés. Sin embargo, también es considerado
como matematico italiano. Fue bautizado con el nombre de Giuseppe Ludovico
Lagrangia. Mas tarde, a este nombre se le dio forma francesa. Su padre fue tesorero
de una oficina publica de Turin.

Su familia lo indujo a estudiar abogacia. Su interés en la matemaética naci6 al
leer un trabajo de Halley en el cual aplica el algebra al estudio de la éptica. Desde
entonces, por su cuenta, se abocd al estudio de la matematica, sin la ayuda de algun
tutor o profesor.

Lagrange es uno de los matematicos més notables del siglo XVIII. Gran parte
de su obra esta contenida en tres obras publicadas en Paris: Mécanique Analytique
(1788), Théorie des Fonctions Analytiques (1797) y Legion sur le Calcul des
Fontions (1806). En estos libros esta resumida la matematica pura y aplicada del
siglo XVIII.

En 1756, Lagrange fue elegido miembro de la Academia de Berlin y el afio
siguiente es reconocido como miembro fundador de Real Academia de Ciencias de
Turin. Por esta época, la Academia comenz6 a publicar su revista, Mélanges de
Turin. Lagrange fue el principal contribuidor en los primeros volimenes. En 1766,
a la edad de 30 afios, sucedié a Euler como Director de Matematicas en la
Academia Berlin. Su trabajo matemético durante su estadia en Berlin fue muy
variado: astronomia, mecanica, estabilidad del sistema solar, probabilidad,
fundamentos del calculo, etc.

En 1787, Lagrange dejé Berlin y se mud6 a Paris. Alli se incorporé como
miembro de la Academia de Ciencias, donde permanecié hasta el final de su
carrera.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS

Durante la estadia de Lagrange en Paris estall6 la revolucion francesa (1789)
y fue testigo del Reino de Terror (1793-1794). Vivio los primeros afios de la era
napolednica. En Venezuela la campafia libertadora ya estaba en plena marcha.
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SECCION 3.1
FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

En nuestro capitulo anterior hemos tratado funciones de valores vectoriales de una
variable real. En este capitulo estudiaremos las derivadas de funciones de valores
reales de dos o mas variables reales. Este tipo de funciones son abundantes. Asi, en

. , ., 1 .
la féormula que nos proporciona el area de un triangulo, A = Ebh , es una funcion de

dos variables, la variables b y h, que representan la longitud de la base y la longitud
de la altura. El volumen de una caja rectangular, V = lah, es una funcion de las tres
variables |, a'y h, que representan el largo, ancho y altura de la caja. El promedio

1 .y . .y
P = —(Xx+X+...+X,)es una funcién de n variables. La notacion para estas
n

funciones es similar a la utilizada para funciones de una variable. Asi,

1. z = f(x, y), significa que z es funciéon de X y de y. Aqui, z es la variable
dependiente y X, Y son las variables independientes.

2. w = f(x,y, z), significa que w es funcion de X, y, z. Aqui, W es la variable
dependiente y X, Yy, z son las variables independientes.
3. u=f (Xl, Xoyeons Xn), significa que U es funcion de X; , X, ..., X, . Aqui, U es

la variable dependiente y Xi, Xa,. . ., X, son las variables independientes

Nosotros, casi exclusivamente, trabajaremos con funciones de dos o tres variables.
Para un desarrollo mas preciso, establecemos la definicion de funcion de dos y tres
variables.

FUNCIONES DE DOS VARIABLES
Una funcién real de dos variables es una funcion

f:Do> R,z= f(x,y),
donde D es un subconjunto de R,

El conjunto D = Dom ( ) es el dominio Y \ Z
de la funcion y puede verse como una
region del plano XY.
El rango de f es el conjunto P 2=f(%Y)

Rang (f )= {f(x,y)eR/ (x,y)e D}
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La gran mayoria de veces, una funciéon se presentard mediante una formula
algebraica, sin especificar el dominio. En este caso entenderemos que el dominio
esta conformado por todos los puntos para los cuales la formula esta definida. Se
llama a este conjunto el dominio natural de la funcion.

EJEMPLO 1.| Funcién polinémica y funcién racional de dos variables.

Se llama funcion polinémica de dos variables, X ¢ y, a una funcién

. m n ,
que es suma de funciones de la forma cx y , donde C es un niimero
real y my n son numeros naturales.

Asi, son funciones polindmicas, las siguientes:
fx,y)= 5x3y2 - 3xy4 +2,
g%, y) ==Xy + 4y’ — 10xy’
Si z=1(x, y) es una funcién polindémica, entonces Dom( f )= R’

Una funcién racional es un cociente de dos funciones polinémicas.

f(x,y)

Si h(x, y) = ——= es una funcion racional, entonces

Dom(h)=R*—{ (x,y) eR*/ g(x,y)=0}

Si f(x,y)= 4 9(X,y) , entonces Dom (f) = {(X, y) eR?/ a(x, y) = 0}

EJEMPLO 2.| Dada la funcion f(x,y) = / 36—9x*> —4y? . Hallar:

a. El dominio de f. b. El rango de f.
Solucion
a. Tenemos que: v
2 2 2,2 Xy
36-9X"—4y" 20 <& 9 +4y” <36 <:>2—2+3—2S1 3
Luego,
5 X2 y? X
Dom (f)= <(x,y)e R /2—2+3—2£1 ) 2
Esto es, el dominio de f esta conformado por los puntos 3
del plano que estan dentro y sobre la elipse
oy

22 32
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b. Sea z=4/ 36-9x* —4y?* .
Como z es la raiz positiva de \ 36 —9x> —4y? , tenemos que z>0. (1)

Por otro lado elevando al cuadrado z =+/ 36 —9x*> —4y? se obtiene que:
2= 36-9x2 —4y? < 9x% +4y° +22=36
Pero, 9 +4y” >0 = 7<36 = |z| <6 = -6<2<6 Q)
De(1) y (2) setiene0<z<6.
Luego, Rang (f) = [0, 6]

EJEMPLO 3.| Hallar el dominio de la funcién f(x,y) = In ( y—x2 ) .

Solucién ‘ YA v‘= X2
En general, si f(x, y)= In(g(x,y)), entonces \ 4
\ 1
Dom ()= { (x, y) eR*/ g(x,y) >0} \ ]
i
En nuestro caso tenemos que g(X, y) =Yy — X y ‘\ ,’
\
y-xX>0& y>x Wl /
Luego, 40% X
Dom (f)= {(x,y)e]RZ/y>x2}

Esto es, el dominio de f esta conformado por los puntos del plano que estan
estrictamente arriba de la parabola y = x*

OPERACIONES CON FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Las operaciones con funciones de dos variables se defines de manera enteramente
analoga al caso de funciones de una variable. El lector, con solo agregar mas
variables, puede extender esta definicion al caso de n variables, con n > 2.

Dadas las funciones f:Df— R, g:Dg— R, donde
Dt =Dom(f) y Dg =Dom(g)
1. La suma o diferenciade f y g es la funcion
f£g:DfNDg—> R, (f£g)xy) = f(xy)£g9(xy).

2. El producto de f y g es la funcion
fg: Df NDg — R, (fg)(x,y) = f(x,y) 9(x, y)-
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3. El cociente de f y g es la funcion

f ’
a8 Dig —> R, [ij(x’y)= (x.y) :
g g a(xy)

donde Dfig = Dt NDg — {(X,Y)G Dy / g(XJ/):O}

EJEMPLO 4.| Sean las funciones f(x, y) = ln(y - x2) y g y) =+ 9-x> —y?

Hallar, con sus respetivos dominios, las funciones:

1. f+g 2. fg 3.i
g

Solucion

En primer lugar, hallemos el dominio de f y el de g.

En el ejemplo anterior se encontr6 que Df = {(X, y)e R*/y> X2}
Por otro lado, (X,y) € Dg <> 9-x*—y?>0 < X+ y’ <3°.

Estoes, Dg = {(X,y)e]R2/X2+y2 < 3? }

Y
Y N y=x2 X2+ y2:9
\ /
\ i
\\ 'l
\‘ /,
\ /’ 0 3 X
ﬁ% X
Ahora,
L (f+9)(y)=f06y) 906 y) = In(y-x*)+y/ 9-x -y’

- ()R 13- 2] ) [()ere oy’ <] K

= {(x,y)e]Rzly>x2,x2+y2 £32}

Esto es, el dominio de la funcién f + g, estd conformado por los puntos que
estan dentro y sobre la circunferencia X% + y2 =32 y estan estrictamente arriba

de la parabola y = .
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2. (fg)(x,y) =106 y) g0 y) =In(y=x") { 9-x" —y
El dominio de fg esel mismo queelde f + g. Esto es,
Dig = {(x,y)e]R.2 ly>x*x*+y? s32}
) Y
s (Do Tl _elrr) bl
o/ g oy 4 A
Dig = Dt NDg — {(x,y) € Dy / g(x,y)=0 | S T
=DfﬂDg—{(x,y)eDg/x2+y2=9} k/
:{(x,y)eRZ/y>x2,x2+y2<32} Dt /g
GRAFICA DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES
Sea f: D — R una funciéon de dos variables, z = f(X, y). Se llama grafica o

. ., . . 3
grafico de esta funcion al siguiente subconjunto de R

S= {(x,y,z)eR3/z =f(xy) y (xy)eD }
Al grafico de una funcion z = f(x, y) también se le llama superficie.

EJEMPLO 4.| Esbozar el grafico de la funcién

f(x,y) = y 36-9x> —4y? .
Soluciéon
Sea z= 4/ 36-9x* —4y2 . Tenemos que z > 0.

Por otro lado, elevando al cuadrado y ordenando obtenemos:

22=36-9x2—4y2 < 9 +4y’ +72=36
2 2 2
X z
_2+y_2+_2 2
2° 3 6 X
Esta ultima expresion es la ecuacion de un elipsoide. Sin embargo, como z > 0, la

grafica de la funcion (X, y) =4/ 36— 9x%> —4y? es la mitad superior del elipsoide

2 2 2
;(—2+;/—2+2—2:1.
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|OBSERVACION. | Si se cuenta con la grafica de una funcion z = f(x, y) se puede
deducir intuitivamente el rango de esta funcion. Este esta dado
por la proyeccion del grafico sobre el eje Z. Asi, en el ejemplo
anterior, se ve claramente que la proyeccion del grafico de la

funcion  f(x, y) = 4 36—9X2—4y2 sobre el eje Z es el
intervalo [0, 6]. Esto es, Rang (f )= [0, 6]. Este resultado lo

obtuvimos analiticamente en el ejemplo 2, parte b.

CURVAS DE NIVEL

La interseccion del plano horizontal z=Kk con la superficie z = f(X, y) es una curva
en la superficie que esta a la altura k del plano XY, llamada curva de contorno. La
proyeccion vertical de esta curva de contorno sobre el plano XY es la curva f(X,y )
=k, llamada curva de nivel de la superficie

Curva de contorno Curvas de nivel f(x,y) =k

EJEMPLO 5.| Sea la funcion f(x,y)= x>+ y* +1

a. Hallar el dominio de f.
b. Hallar el rango de f.
¢. Esbozar el grafico de f.

d. Dibujar las curvas de nivel correspondiente
ak=1,25y 8.
Solucién
a. La funcion f(x, y) = x* + y* + 1 es un polinomio. Luego,
Dom (f)=R?
b. Como X*+ y* >0, f(x,y)= x>+ y* + 1 > 1.
Luego, Rang (f)=[1, o).

c. La superficie z = X+ y2 + 1 es un paraboloide
circular con vértice en el punto (0, 0, 1).
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d k=1=>x"+ y2 +l=1=>x+ y2 =0
Esta curva de nivel se reduce a un punto, el
origen (0, 0).
2, 2 2, 2 Y/
k=2= X"+ y +1=2=>x"+y =1
Esta curva de nivel es la circunferencia de
centro en el origen y radio r = 1.

k=5=x"+ y2 +1=5 =X+ y2 =4
Esta curva de nivel es la circunferencia de
centro en el origen y radio r =2.

k=8=>X+y +1=8 =>x +y* =7
Esta curva de nivel es la circunferencia de

centro en el origen y radio r = J7.

EJEMPLO 6. | Identificar y esbozar las curvas de nivel de la silla de montar
7=x-y
Solucion
Si k> 0, las curvas de nivel son la hipérbolas x> — y* =Kk, o sea
2 2
X y _

V&) (VK

Si k <0, las curvas de nivel son la hipérbolas y* — x*=—Kk, o sea

Si k =0, entonces
Y- X=0@y-x)(+x)=0y=x 0 y=-x
que son dos rectas que pasan por el origen.
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FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Una funcion real de tres variables es una funcion
f:E-> R,w= f(x,y,2),
donde E es un subconjunto de R’

Elrango de f es el conjunto
Rang (f)= { f(x,y2) e R/(x,y2) €E }

EJEMPLO 7.| Hallar el dominio y el rango de las siguientes funciones

1

V22 +x2+y?

b. gX,¥,2)=yIn(z-Xx)

a. fx,y,2)=

Solucion
a. (X,Y,2) € Dom(f )< 22 +xX2 +y*>0 < (X, Y, 2) # (0, 0, 0). Luego,
Dom (f)=R’ - {(0,0,0) }

Por otro lado, los valores de la funcién f(X, y, 2) SN S son

22+ xP+y?

estrictamente positivos y los podemos hacer tan grandes o tan pequefios como
queramos, tomando puntos (X, Y, Z) cercanos o lejanos al origen. Luego,

Rang ()= (0, 00)

b. (X,y¥,2) e Dom(g)<>z-X >0 <z >X. Estoes,
Dom(f):{ (x,y,z)eR*/ z>x}

Es facil ver que: Rang (g)=R

El grafico de una funcion de tres variables, f : E— R es el conjunto
{ (x,y,z,w)eR* /w=f(x,y,2) y (x,y,2)€E }

Este grafico. por estar en un espacio de cuatro dimensiones, es dificil visualizarlo.
Para ayudarnos en el estudio de la funcion f contamos con las superficies de nivel,
que son las superficies que tienen por ecuacion

f(x,y, z) =k, donde k es una constante

EJEMPLO 8. | Identificar las superficies de nivel de las funciones:
a. f(x,y,2)=x>+y" +7
b. g(X7 Y, Z) = 22_ X2 - y2

Solucion
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a. Las superficies de nivel son las gréaficas de la ecuacion x> +y> +7* =Kk

Si k>0, la superficies es una esfera de centro en el origen y de radio Jk
Si k=0, la grafica consiste unicamente del punto (0, 0, 0, 0).
Si k <0, no hay superficie de nivel.

b. Las superficies de nivel son las graficas de la ecuaciéon 22— x> —y* =Kk

Si k>0, la superficies es un hiperboloide de dos hojas.
Si k=0, la superficies es cono
Si k<0, la superficies es un hiperboloide de una hoja.

PROBLEMAS RESUELTOS 3.1

[PROBLEMA 1.] La funcién f: R?> — R es tal que f(X +Y, X — ) = 4xy.

1. Hallar la formula que defina a f(x,y)
2. Hallar f(2, 5).
3. Hallar f(3x, 4).

4. ;A donde manda f los puntos de la hipérbola X — y2 =1?
Solucién

1. Sea x+y=a y X-y=p

Resolviendo el sistema Xry=a hallamos que X = atp y y= a-p
X=y=p 2 2
Ahora,
f(a, ) =T(X+y,X—y) = 4xy = 4[#)(“;/3):(12—#.

Estoes, f(a, f)= o — ﬂz
En igualdad anterior, cambiando la variable « por la variable X y la variable S
por la variable y, obtenemos: f(X,Y)= X — y2.

2. f2,5) =22 —5*=—-21
3. 3%, 4)= (3x)" = 4" = 9 — 16.

4. Si (X, y) est4 en la hipérbola, entonces X — y2 =1y f(x,y)= X — y2 =1.

Esto es, f manda a los puntos de la hipérbola dadaa 1.
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| PROBLEMA 2. | Hallar el dominio de la funcion f(x, y) = \/ X -1+ \/ 4- y2

Solucion

Seag(x,y)=vx =1 y hxy) = 4-y

=il 0

D =Dg NDh={ (x,y)eR*/x<-1v x=1} N { (xy)eR*/-2<y<2 |

2 p—
[PROBLEMA 3. Hallar ¢l dominio de la funcién f(x,y)= | ——>—
x> +y* -9

Solucion

(X, y) € D <

2

_y-x
XX +y?-9

20

S(Y¥=x20ax+y =9>0) V(Y —=x <0 axX’+y* —9<0)

S (x<y? AXHY >3V (x2y? A X +Hy <3Y)

Si R1={ (x,y)/ x<y* A x2+y2>32} y Ry ={(x,y)/x2 y2 A x2+y2<32},

entonces Df = R; U Ry

{v!

X1+y2:9 T

Dr=RiURs
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[PROBLEMA 4.| Hallar el dominio de la funcion f (X, y) = cos™! [lj
X

Solucion
Sea cos_l(lj—& Luego,lzcosﬁ y —131313—1£X A Xﬁl
X X X X X
Pero, x>0 v x<0
= X Y y=X
Si x> 0, entonces
—lgl A X£1:> X<y A Y <X
X X >
X
Si X <0, entonces /\
—151 A XSI:> X2y A y2X y=x y=-x
X X

En consecuencia,

D = {(X,Y)/X>0 A =XZY A ySX}U{(x,y)/x<0 A =Xy A sz}

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1

1. Sea f(X,y)=xy—1, hallar a.f(3,-2) b. f(5,4y) c f(X+ty,x—Y)
Rpta. a. f (3, -2)= -7 b. £(5,4y)= 20y~ 1 ¢ f(x+y,x—y)=x" —y* 1
2. Sea f(x,y)=xy—xy* + L, x)=2t y y(®)= 1, hallar
a. f (x(V), y() b. f(x(1), y(1))

Rpta. a. f (x(t), y(0)) = 4t°V1 —2t* +1 b. f(x(1), y(1))=3
3. Sea f(x,y)=¢""Y, x)=In(t) y yt)= In(1/t), hallar

a. f (x(1), y() b. f(x(2),y(2))
Rpta. a. f (x(t), y(t)) = b. f(x(2),y(2)) =4
y
4. Sea f(x, y)=I (6t2—1)dt,Hallar: a. f(x,y) b. £(2, 1)
Rpta. a. f (x,y) = 2(y° = X) + X —y b.f(2,1)=-13

5. Sea f(x,y)= ln(x2 + y2 ) , hallar
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a9 Gom-tay b sine-fex)
dy dx

Rpta a. d_g = 2y b. d_h = z

dy  14+y? dx X

6. Lafuncion f:R? - R estal que f(x+y,x—y)= X+ Xy. Hallar la formula que

defina a f(x,y). Rpta. f(x,y) = (x +xy)

7. La funcién f estal que f(x/y, x+y) = X —y . Hallar

a. La formula que definaa f(x,y). b. El dominio de f.
Xx=1 5,
Rpta. a. f(x,y)= b. Df = {(X,y)/ x= -1
p oY) =-—Y = {(x.y) }
8. Sea La funcion f(x,y, z) = XyZ —3. Hallar:
a. f(2, -1, 1/3) b. f(-t, 2, €") c. fa+b, a-b, b%)

Rpta. a. —% b. - e -3 c.a’b® —p® -3

En los problemas del 9 al 18 hallar el dominio y el rango de la funcién dada.

9. f(xy)=x*+y*—2 Rpta.Df = R?, Rang (f )= -2, ©).
10. f(xy)=xJy Rpta. Df = y)ly=0}, Rang (f )= R

X
Jy

{ (x

1. f(x,y)= {
12. fy)=yx+y Rpta. Dt ={ (x,y)/x+y=0},  Rang(f)=[0, ).

{ (x

={ (x

Rpta. Df ={ (x,y)/y>0}, Rang (f )= R

13. f(x,y)=+x+,y RptaDf= y)/x=0 A y=0}, Rang(f)=[ 0, ).

14. Rpta. Df y)/ x>0 Ay>0},Rang(f)= (0, 0).

f(x y):L-}-L
) \/7( \/7y
15. f(xy) = xy
Rpta Df={(x,y)/x20Ay20} U {(x,y)/x<0Ay<0 },Rang(f)=[0, ).
16. f(x,y)=y 9-x>—y? Rpta. Dy ={ (x,y)/ x*+y? <9 } Rang (f )=[ 0, 3].
17. f(xy)= ln(l+x2+y2) Rpta. Df = R2, Rang(f)=[ 0, o).

18. f(x,y)= S Rpta. Df = R* —{(0,0)}, Rang(f )= (0, ).
1n(1+x2 + y2)
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19. f(X,y) = sen! (x2 +y? —3)

Rpta. Dy ={ (x,y)/2<x*+y* <4 } Rang (f ) =[-n/2, n/2].

En los problemas del 20 al 29 hallar el dominio de la funcién dada. Describa el
dominio en forma simbolica y en palabras

20. f(x,y)= ln(x2 +y? —1)
Rpta. Ds :{ (x,y)/ X2+y?>1 } Los puntos del plano que estan fuera del
circulo unitario, excluyendo los puntos de la circunferencia unitaria.
21. f(x,y)= In(xy)
Rpta. Dr={ (x,y)/x>0Ay>0}U {(x,y)/x<0A y<0}. Los puntos del
plano que estan en el primer o tercer cuadrante, excluyendo los ejes.

22. f(x,y)=In(y+x)yy—x
Rpta. Ds ={ (x,y)/ Yy>—-X AY2X } Los puntos del plano que estan arriba

de la rectas y = —X, y = X, excluyendo los puntos de la rectay = —x e
incluyendo los puntos de la recta y = x que cumplen con x > 0.

23.1(x, y) = sen”' (x) +y.
Rpta. Df= { (x,y)/—l <x<1 } La franja vertical del plano encerrado por la

rectas x = —1 y x =1, incluyendo las rectas.
24.1(x,y) = sen”' (x) — sen”' (y).

Rpta. Df= { (x,y)/-1<x<1a-1<y<1 }.El cuadrado del plano encerrado
por larectas x=—-1,x=1,y = -1 y y =1 incluyendo los lados.

25. f(x,y) =y y-vx

Rpta. Df:{ (x,y)/y=x A x>0 } Los puntos del plano que estan arriba

de la rama parabélica y = /X y a la derecha del eje Y, incluyendo a
los puntos de la rama parabolica y al semieje positivo Y.

26. (X, y) =+ x—ﬁ
Rpta. Dg ={ (x,y)/ X=,\Y Ay=20 } Los puntos del primer cuadrante que

estan a la derecha de la rama parabodlica x = ﬁ , incluyendo los puntos
de ésta y los puntos del semieje positivo X.

27. f(x,y) = In(1+y—x)
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Rpta. Ds ={ (x,y)/ y =X } Los puntos del plano que estan arriba de la
recta y = x, incluyendo sus puntos.
28. f(x,y)= (x—-y)vz-1
Rpta. D ={ (x,y,z)/ z>1 } Los puntos del espacio que estan arriba del
plano z = 1, incluyendo los puntos del plano.

29. f(x,y) = m + 1n(4—x2—y2—22)

Rpta. Df:{ (x,y,2) [ 1<x* +y* +2°< 4 } . Los puntos del espacio comprendido

entre las esferas centradas en el origen y de radio 1y 2 incluyendo sélo
los puntos de la esfera de radiol.

En los problemas del 30 al 36 describir las curvas de nivel de la funcién dada.

30. f(X,y)= /Xy Rpta. Familia de hipérbolas: xy = K

3. f(X,y) =+ y2 -x? Rpta. Familia de hipérbolas: y2 — X =K

32. f(x,y)= 1n(y— x2) Rpta. Familia de parabolas: y = i+ e

Ny - . . 2 2
33. f(x,y)=¢e*"Y Rpta. Familia de circunferencias: x™ +y~ = In k, k >1
f 2 2 x* y?
34. f(x,y) =4 4—4x° -y~ Rpta. Familia de elipses: >+ 3 =1, 0<k<2
1_|L 4-k
4
35. f(x, y)= 2y 3 Rpta. Familia de circunferencias: X+ (y —1/k)2 =1/K
X“+y
x> +2y (x—k)2 (y—(l/k))z_

36. f(x,y)= Rpta. Familia de hipérbolas: =1

= CRITNCE

En los problemas del 37 al 40 describir las superficies de nivel de la funcion dada.

37. F(X,Y,2) =X~ 2" Rpta. Familia de cilindros: x =22 +k.

2
38. f(x,y,2) =(x2 + y2 + 22) . Rpta. Familia de esferas: X% + y2 +22=4k

2

39. f(x,y,2) = 4x2 +4y> —z . Rpta. Familia de paraboloides: - +4k =x>+y?

X2

2
40. f(x,y,2) = 9 +4y> +62. Rpta. Familia de conos: (z—(k / 6))* = y?
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SECCION 3.2

LIMITES Y CONTINUIDAD

CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS
Bola abierta.

Sea X, un punto de R" y r>0. La bola abierta de centro en
X¢ y radio r, denotada por B(xy, I), es el conjunto de puntos x de
R" que estan a una distancia de x, menor que r. Esto es,

B(xy, ) = {x eR"/ || X — X0|| <r}

Veamos como es una bola abierta en los casos particulares n=1, 2, 3.

a.Sin=1, entonces R"=R, X, es un niimero real y la norma es el valor absoluto.

En este caso, la bola abierta B(Xo, I) es el intervalo abierto (Xo— I, Xo + r). En
efecto,

X—X0‘<I’ & I <X—=X%X<Ir Xy—r<x <r+xX,
Luego, B(Xo, r)={x eR/ ‘x—x0|<r} =(xo—Tr,Xo+T)

b.Sin=2ysi xg=(Xo, Yo) ¥ X=(X, Y), entonces la bola abierta B(xy, I') es el
conjunto de puntos “interiores” del circulo de centro en (Xg, Yo) y radio r. Esto
es, el conjunto de puntos del circulo que no estan en la circunferencia. En efecto,

|x - x| <r < \/ (x—x0)2+(y—y0)2 <r & (x—x0)2+(y—y0)2<r2.
Luego,
B(xao. N ={ (% Y) € R*/ (x=% )’ +(y-yo) <1’}

c.Sin=3ysi xg=Xo, Yo»Z0) ¥ X=(X, Y, Z), entonces la bola abierta B(xy, I) es

el conjunto de puntos “interiores” a la esfera de centro en (Xy, Yo, Zg) y radio r.
En efecto,

|| X — x0|| <r & \/ (x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2 <r

S (x=%) +(y-yo ) +H(z-2 ) <P
Luego,

B(xo N =4 (6 y.2) e R3/ (x=% ) +(y-yo >+ (z-20)° <}
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0
n=1 n=2

| DEFINICIONES. | Sea U un subconjunto de R" .

a. Conjunto abierto.

Cap.3 Derivadas Parciales

Un punto x de U es un punto interior de U si existe r> 0 tal que B(x, r) C U.

Un conjunto U es un conjunto abierto si todos sus puntos son interiores.

b. Punto frontera y frontera de un conjunto.

Un punto x € R" es un punto frontera del conjunto U si toda bola abierta
B(x, r) con centro en x contiene al menos un punto de U y al menos un punto
que no esta en U. La frontera de U, es el conjunto formado por todos sus
puntos frontera. A la frontera de U se lo denota por oU.

Y

X es punto interior de U

c. Conjunto cerrado.

Y
F==
/ Y
/ \
e
e
r
v U
\
\
2 y
S 7
SO
X

x es punto frontera de U

Un conjunto es cerrado si contiene a todos sus puntos frontera. Eso es, A es

cerrado si 0A C A.

EJEMPLO 1. | a. El espacio total R" es abierto, ya que todos sus puntos son

interiores. En efecto, si x es cualquier punto de R",toda bola

abierta B(x, I), cualquiera sea el radio I, esta contenida en R" .

b. Toda bola abierta B(xy, I) es un conjunto abierto. Ver la
demostracion en el problema resuelto 8.
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c¢. La frontera de una bola abierta B(xy, ) de R> es la
circunferencia que la bordea; es decir, la circunferencia de radio
Iy centro Xy.

d. R" es cerrado. En efecto, es evidente que R", por ser el

espacio total, no tiene puntos frontera. Es decir, OR" =@ vy
como & C R", entones R" es cerrado.

Si un conjunto contiene solo a algunos y no todos sus puntos
frontera, entonces el conjunto no es ni abierto ni cerrado.

LIMITE

Consideramos una funcién de n variables f : U >R, donde U C R"es un
conjunto abierto. Sea X un punto de U o un punto de su frontera. El significado de
Lim f(x)=L
X—X

es enteramente analogo al caso de una funcion de una sola variable. Intuitivamente,
significa que al valor f(X) lo podemos acercar a L tanto como se desee con s6lo
mantener a X cercano a X,. La precision de esta idea la establece la siguiente
definicion.

DEFINICION.| Sea f: U C R"™ >R, donde U es un conjunto abierto. Sea X,

un punto de U o un punto de su frontera. Diremos que el limite de
f(x) cuando x tiende a x, es L, lo cual lo escribiremos asi

Lim f(x)=L,
X—X,

si dado cualquier € > 0 (por pequefio que sea) existe O > 0 tal que
0<|x-xp [ <8 A xeU = | fx)-L| <e M)

La desigualdad 0 < || X—Xp || implica que no consideramos el caso x = x, lo cual
significa que para el limite, el valor f(xg) no interesa. Aun mas, la funcion puede no
estar definida en el punto x,.

Por otro lado, la condicion x € U de la expresion (1) sélo es necesaria cuando x,
es un punto de la frontera de U. En efecto, si xq € U, como U es abierto, se escoge
& lo suficientemente pequefio para que la bola abierta B(xg, & ) esté contenida en
U. En este caso, 0 < || X—Xp || < O implica automaticamente que x € U y en

lugar de (1) se escribe simplemente asi:

0<|x-x [ <8 = |f-Ll<e @)
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|OBSERVACION. | En el caso particular de que f sea una funcién de dos
variables, esta definicion se expresa asi:

Sea f:UC R?— R, donde U es un conjunto abierto. Sea (X, Yo)
un punto de U o un punto de su frontera.

Li f(x,y)=L,
oy oy FO0Y)

si dado cualquier € > 0 existe & > 0 tal que

0<\/(x—x0)2+(y—y0)2 <d Ax,y)eU = | fx, y)—L|<e

EJEMPLO 2.| Mediante la definicion de limite probar que:

1. Lim x=a 2. Lim y=b
(x.y)—>(a,b) (x,y)~>(a,b)
Solucién

El dominio de ambas funciones es U =R? . Por lo tanto, la condicion (x,y) eU
se cumple automaticamente.

1. Sea f(x,y)=x y L =a. Entonces | f(X,y)—L| = |x—a|.

Luego, dado &€ >0, debemos hallar & > 0 que cumpla:

0<\/(x—a)2+(y—b)2 <8 = | x-al <¢ a)
Bien, tenemos que

[x-al= (x-a)* < y (x-a)* +(y-b)* @)

En consecuencia, para el € > 0 dado, tomamos & =g

Veamos que se verifica (1). En efecto, por (2) y considerando que 6 = &:

0<\/(x—a)2+(y—b)2 <8 = Ix-al <5 = | x-al <s¢

2. Similara 1.

EJEMPLO 3.| Mediante la definicion probar que:

2
Lim 2xy
(%,y)(0,0) x* + y?

=0

Solucion
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2
El dominio de la funcion f (x, y) = ixy ses U=R2-{ (0,0)}
XT+y
Dado € > 0, debemos hallar & > 0 que cumpla:
2
0<y (x=07+(y=0)> <8 A (xy)eU = | o <¢
X*+y
O sea, simplificando,
2
[L2 2 2xy
0<+4 X +y° <8 = T <& M
y
Bien,
2 2 2
2| = apx| =] < 2)x| y—‘—2|x|—2x/x2£2 Ciy: @)
4 2 4 2 2
X*+y Xt +y y

€
Luego, tomamos 0 = 5 y teniendo en cuenta (2), obtenemos (1). En efecto,
2
€
0<\/x2+y2<6=5 = 224y’ <e > 2xy

x4+y2

<E&

En el siguiente teorema presentamos las leyes de los limites para funciones de
varias variables. Estas leyes y sus demostraciones son las mismas que las
correspondientes leyes de los limites para funciones de una variable.

| TEOREMA 3. 1. | Leyes de los limites para funciones de varias variables.

Sean f, g: U C R" - R dos funciones definidas en un
conjunto abierto de R". Sea xo un punto de U, o bien, un
punto de su frontera. Supongamos que

Lim f(x)=L y Limg(x)=M
X—>X( X—>X(
Entonces
1. Lim (f £g)(x) = }_1)1;1 ( f(x)* g(x))= Lim f(x)* Lim g(x) =L+M
0

X—Xq XX, XX,

2. Lim ( fg)(x) = Lim ( f (x)g(x)): Lim f(x) Lim g(x) =L M

XX XX, X—Xq XX

3. Lim (cf )(x)= Lim (Cf (x)) = ¢ Lim f(x) =cL, donde c es una constante.

XX, X—Xg XX
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. Lim[a(x) ol T Lim f(x):

L , M=0
XX, x—x, g(x) Lim g(x) M
X—X,

5. Lim'\l/f(x):,\,/ Lim f(x)= YL, donde L>0 sin es par.

X—Xq X=X,

COROLARIO.| Sif:R? - R es una funcion polinémica, es decir,
f(xy) = Zcmnxm y", donde ¢y, esuna constante,

m,n
entonces
Lim cnna™b" = f(a,b)
(x.y)~(a Z "
Demostracion
Lim  f(x,y le Crn X y"
sy O T Z "
—Z L1m (Cmnx y ), por (1)
x y —> a b
=)c Li xMy"), 3
; mn (x,y)g?a,b)( y ) por (3)
m n
= o Lim X Lim vy]|, por (2)
% " ((x y)>(a.b) J [(x,ywa,b) J
= Zcmnambn por el ejemplo 2.
m,n

El corolario anterior se refiere a funciones polindmicas de dos variables. Sin
embargo, es obvio que también se cumple para funciones polindomicas de 3, 4 0 mas
variables.

EJEMPLO 4.| Aplicando el teorema anterior y su corolario, hallar

2 3,2 2 2
_ X+ +2° -5
a.  Lim 2XY=2 . Lim y

(xy)=>(-1.2) x* +y? (x.y,2)>(0,0.1) %3 4+y> 423+ 1

Solucion
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Lim (3x%y-2
o Lim 3xy-2 _ (x,y)—>(—1,2)( y )_ 3(-1)°(2)-2_ 4
(x¥)=(-1,2) x? +y? Lim (x2 + y2) (—1)2 +2? 5
(xy)~>(-1.2)
Li Ixr+y?+22 -5
) L Ix2+y?+z? =5 (x,y,z)gl(lo,o,l) y
. 1m =
(xy,2)>(0,0,1) 3 4y3 173+ 1 Lim (x3 e 1)

(x,y,2)—(0,0,1)

. 2,2, 52
i/(x,y,ZISiIEO,O,I)(X +y +z ) -5

Lim (x3 + y3 +23 + 1)
(x,y,2)>(0,0,1)

Vo045 V-5 i
2

0*+0%+ 1P +1 1+1

INDETERMINACION DE LA FORMA %

Muchas veces, al calcular el limite de un cociente, cuando el limite del numerador
. . . . 0
y el limite del denominador son ambos 0, aparece la forma indeterminada o Como

el caso de funciones de una variable, la indeterminacion puede salvarse mediante
procesos algebraicos como simplificacion o racionalizacion.

X y3 -1
EJEMPLO 5.| Evaluar Lim _—
(x,y)—>(1, 1) )(2 y2 -1

Solucion

3,3 _ Xy —1 x2y2+xy+1
Lim Xy =l Lim ( )( )

(oY) 1) x2y2 o1 ()1 (y=1)(xy+1)

2.2 2.2
. 1 I“I7+1(1)+1
= Lim Xy +xy+1_ ()

3
(xy)o(l 1) xy+l 1(1)+1 2

LIMTES A LO LARGO DE CAMINOS

Nuestra intencion, en esta parte, es extender las ideas de limites laterales tratados
en nuestro primer curso de Célculo.
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Supongamos ahora que tenemos una funcion de dos variables, z = f(X, ¥), y un
punto (X, Yo) en su dominio. En este caso, nos podemos acercar a (Xo, Yo) a través
de las infinitas curvas que pasan por (Xo, Yo). De todas estas curvas, tomaremos las
que son suaves, o sea las curvas que son descritas por funciones que tienen derivada
continua. A estas curvas las llamaremos caminos o trayectorias. Si C es un camino,
al limite de la funcién f(X, y) cuando (X, y) se aproxima a (X, Yo) a lo largo del
camino C lo denotaremos asi:

Lim f(x,y)

(%, ¥)=(%5. o)
(alolargodeC)

Recordemos la definicion de limite dado anteriormente para funciones de dos

variables: f:UC R?>—> R,

Lim f (x,y)=L, si dado cualquier & >0 existe & > 0 tal que
(% Y)=>(%o Yo

0<\/(x—x0)2+(y—y0)2 <S ALY eU = | fix, y)-L| <e

Aqui, la Unica restriccion que nos ponen para aproximamos a (X, Yo) €s que no
salgamos del dominio U. Por lo tanto, el limite siguiendo cualquier camino C
contenido en el dominio U y que pasa por (Xo, Yo) deber ser también L. En
consecuencia, si existe un camino a lo largo del cual el limite no existe o si existen
dos caminos a lo largo de los cuales obtengamos limites diferentes, entonces el
limite tampoco existe. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

| TEOREMA 3. 2.] Regla de las trayectorias

1. Si Lim f (x,y)=L, entones, para todo camino C que
(%)% Yo)
pasa por (X, Yo) se cumple que Lim f(x,y)=L

(% ¥)=(% ¥o)
(alolargode C)

2. Si existe un camino C que pasa por (Xo, Yo) para el cual no
existe el limite de f a lo largo de C, entonces no existe

Li f (X,
poym oy F)

3. Si existen dos caminos que pasan por (X, Yo) a través de los
cuales obtenemos dos limites diferentes, entonces no existe

R
oy oy )

EJEMPLO 6.| Un limite que no existe.
2

Evaluar Lim _y
(x.y)=(1,0) x* +y> -1
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Solucion

1. Hallemos el limite a lo largo del eje X, o sea, a lo largo del camino

ci={y/y=0}

y2 02
Lim —_= Lim#: Lim0 =0
( (x,y)—>(1,0)) x2+y2—1 x—=1 X% +0° -1 x—>1
alo largo de C;

2. Hallemos el limite a lo largo de la recta vertical que pasa por el punto (1, 0), o sea,
a lo largo del camino

sz{(x,y)/x:l}

2 2 2
Lim Yy - Lim#= Lim y—2 = Liml=1
( (lx,ly)%(éyoc)) X2 +y? -1 y—=0 17 +y° —1 y—0 y y—0
alo largo dac L,
2
y

Estos limites son diferentes. Luego, no existe ~ Lim -
(x,y)—>(1, 0) X" +y -1

EJEMPLO 7.| Otro limite que no existe.
2

Evaluar Lim Xy
(x.¥)>(0.0) x* 4 y?

Solucion

1. Hallemos el limite a lo largo del eje X, o sea, a lo largo del camino

ci={xy/y=0}

2 2
. X . X . .
Lim y__ Lim X0 le1 =Lim0=0
(x,y)—(0,0) x4 4 y2 x=0 x*+02 x20 x* x50
(alolargo de C))

2. Hallemos el limite a lo largo del eje Y, o sea, a lo largo del camino

C,={my/x=0}

2 2
Lim Yoo Lim Y~ Lim % = Lim 0=0
(x,y)—(0,0) x4+y2 y—0 0% +y y—0 y
(alo largo de C,)

A esta altura podriamos sospechar que el limite es 0. Sin embargo,
ensayemos con un tercer camino.



174 Cap.3 Derivadas Parciales

3. Hallemos el limite a lo largo de la parabolay = Xz; o sea, a lo largo del camino

Ci={my/y=x1}

X2y x? (xz) N 1
Li = Lim = Lim — = Lim —
( (lx,ly)—>$10,((:))) x4 +y2 x—0 X4+(X2 )2 x=0 2x%  y>0 2
a lo largo ae 3

Como tenemos caminos a lo largo de los cuales los limites son diferentes,
2

. . . X
concluimos que no existe ~ Lim 7 y > -
(X, y)—>(0, O) X*+y

EJEMPLO 8.| Un limite que existe.
2.2

. X
Evaluar Lim 5 y 3
(x.¥)(0,0) x* +y

Solucion

1. Hallemos el limite a lo largo de larectay=mx. Osea C = {(X, y) / y= mx} .

Observar que cuando m =0 tenemos el eje X.

2.2 2 2 2.4
. X2y . x7(mx) . m?x
Lim ———= Lim ——— = Lim
(x,¥)-(0,0) x% +y? x>0 x2 +(mx)2
(alolargo de C))

= Lim =Lim0=0
x—0 1.|_m2 x>0 1+ m x—0

2. Hallemos el limite a lo largo del eje Y. C,= { x,y) /x=0 }

im X y2 = Lim o? y2 = Lim i =LimO0=0
( (lxyly)%goy g)) x> +y>  yo0 02 +y? y—0 y2  y=0
a lo largo ae 2

3. Hallemos el limite a lo largo de la parabolay =x*. O sea C 5 = { Y / y=x }
2
2 (2
XX 6 4 2
( ) = Lim X ~ Lim — 0

(xy)>(0,0) 2 (.2} x>0 x2 (1+x2) x50 1+x> 140>
(alo largo de C;) X +(X )

0

Los tres resultados obtenidos anteriormente nos hacen conjeturar que existe el
limite indicado y que es igual a 0. Pero, esta conjetura, para aceptarla como cierta,
debe ser probada. Para esto, aqui, recurrimos a la definicion de limite.

Dado € > 0, debemos hallar & > 0 tal que
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2,2
X
0<y (x=0P +(y-07 <8 = | 2¥__o| <g
X4y
O sea,
2.2
[y2, .2 X"y
0<4 X +y° <8 = | <&
X“+y
Bien, tenemos que:
2.2 2.2 4,270 xz(x2+y2)
X"y XY XXy <x2<x2+y2<62
2 +y? 2 +y? X2 +y? o+ y2
Esto es,
2,2
X7y -5
x2 +y?

En consecuencia, tomamos & = +/ €.

Comprobemos que esta escogencia para & funciona:

0<yx*+y? <8 =

X2 y2

X2+y

2
< =
> <9 €

La regla de las trayectorias para probar la no existencia de un limite, aunque la
hemos enunciado para funciones de dos variables, ésta es valida también para
funciones de 3 o mas variables.

EJEMPLO 9.| Probar que el siguiente limite no existe

2.3
} Xy“z
Lim y
(x,¥,2)(0,0,0) x® 4 26

Solucion

1. Hallemos el limite a lo largo del eje X. C = {(X, Y, 2) / y=0,z= O}

2.3 203
X(0)" (0
Lim YT OO 0 e
(x,y,2)(0,0,0) x® 4 76 x—0 y6 +(0)6 x—=0 X x—0
(alo largo de C))

2. Hallemos el limite a lo largo de la recta diagonal. C = { x,¥,2) / y=Xx=12 }
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2.3 20)3 6
. Xy“z . OX(X) (X . X .1
Lim vz le—( ) ( ) = Lim——= Lim—= l
(x,¥,2)(0,0,0) x0 4 26 x—0 y0 +(X)6 x—0 2X x—>02 2
(alolargo de C,)

no existe.

Como los dos limites son distintos, el limite Lim 5
(x,y,2)-(0,0,0) x° + 7

CALCULO DE LIMITES MEDIANTE COORDENADAS
POLARES O COORDENADAS ESFERICAS

Algunas veces, para evaluar ciertos limites de una funcion de 2 variables, es
conveniente hacer un cambio a coordenadas polares. En el caso de 3 variables, es
conveniente cambiar a coordenadas esféricas. En términos precisos,

1. Si buscamos Lim  f(x,y), haciendo el cambio X =r cos 6, y=r sen 6,
(x,y)—(0,0)
tenemos la funcion F(r, 8) =f(r cos 6, r sen @).
Ahora, sabiendo que r = 4/ X2 + y2 , tenemos que (X, y) = (0,0) < r— 0.

Luego, Lim f(x,y)= Lim F(r,0).
g (x,y)—(0,0) ( y) r—o* ( )

2. Si buscamos Lim f (X,y,2), haciendo el cambio
(x,y,2)—(0, 0, 0)

X=psen ¢ cos 6, y=psen ¢sen ,Z=pcos @,
obtenemos la funcion  F(p, 6, ¢ ) =f(p sen ¢ cos 6, p sen ¢ sen 8, p cos ).
Ahora, como p = 4/ X% + y2 +22 , tenemos que (X, Y, Z) = (0,0,0) < p —>0".

Luego, Lim f(x,y,z)= Lim F(p, 6, ¢).
Hee (x,y,2)—(0,0,0) ( y ) p—0* (,0 ¢)

El siguiente teorema nos dara respuestas rapidas. Su demostracion la presentamos
en el problema resuelto 7.

TEOREMA 3. 3|1. Si F(r, 8) = g(r, &) h(r), donde g(r, &) es acotada y

Lim h(r)=0, entonces
r—0*

Lim F(r, 49)=rl;i131[g(r, 0)h(r)]=o.

r—o0*

2.SiF(p, 6, ¢)=9(p, 6, ) h(p), donde g(p, 6, ¢) es acotada 'y

Lim h(p)=0, entonces
p—0"
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Lim F(p, 0, ¢)= Lim [g(p, 0, 4)h(p)]=0.
p—0 p—0

EJEMPLO 9.| Cambiando a coordenadas polares, probar que
X2 y2

=0
(x,¥)=(0.0) x + y?

Solucion

Tenemos que:

fx,y) = )2(2y2 - 0050)2 (r Sen&)z - cos?6 sen’0 r*

X~ + y2 (r (:osé?)2 +(r sen6’)2 r2 (00529+sen29)

= cos’0 sen’0 r’=F(r, 0)
Si hacemos g(r, 6) = cos?6 sen’6 y h(r) = r? entonces F(r, 6)=g(r,0) h(r)
La funcién g(r, @) es acotada. En efecto,

| g(r.0) | = ‘ cos’6 sen’0 ‘= ‘ cos26 ‘ ‘ sen’6 ‘ <=1
Por otro lado, la funcién h(r)=r?es tal que Lim h(r) = Lim r’=0.
r—0" r—o*

Luego, por la parte 1 del teorema anterior,

X22

Lim = Lim| F(r, 8)|= Lim cos?@ sen’0 r? |=0
(x,¥)-(0,0) x> + y? r—>0+[ ( )} r—>0*[ ]

| EJEMPLO 10.| Aplicando coordenadas polares, probar

4.3
Xy,

Lim
(x,¥)=(0,0) x* 4 y*
Solucion

Cambiando coordenadas polares tenemos que:

xty? _ (r cos 9)4 (r sen 9)3 _ cos*@ sen’0 1’ a cos*0 sen’0 3
x* 4y (r cos 6’)4 +(r sen 0)4 rt (c0s49+sen49) cos*0+sen*o

4 3
La funcion g(&) = cos O sen’0 es acotada. En efecto,

cos*@ +sen*o



178 Cap.3 Derivadas Parciales

4 3 3 3
|g(6’)|= cos4ﬁsen40 _ sentz sen”@ =‘sen36"ﬁl
cos'@+sen" @ L4 5en 6 I+ 0
cos*0
Por otro lado, la funcién h(r)=r’es tal que Lim h(r) = Limr’=o.
r—0" r—0*
En consecuencia, por el teorema 3.3, tenemos:
4.3 4 3
Lim ;( y4: Lim cos4¢9$en4t9 Bl=o
(x,¥)=>(0,0) x* +y r—0"| cos @ +sen" @

| EJEMPLO 11.| Cambiando a coordenadas esféricas, probar que

. xyz
(09, 2100,0,0) 2 147 27
Solucion
Tenemos que:
0 ¥, 2)= — xyzz _- (psen ¢ cos2 0)(p sen ¢ sen 0)2(p cos ¢ ) :
X“+y“+2°  (psengcos 0) +(psen psen §) +(pcosg)

_ p3sen2¢ cos ¢ sen & cos 6

2
P

La funcién g(6, ¢) = sen2¢ cos ¢ sen € cos @ es acotada. En efecto,

= (sen2¢ cos ¢ sen @ cos H)p

| g(é, 9) | = ‘ sen2¢ cos ¢ sen & cos 6 ‘
< ‘ sen2¢ “ cos ¢ || sen 0 || cos 0 |S MMM M=1

Por otro lado, la funcion h(p) = pestal que Lim h (p) =Lim p =0
p—0* p—0*

En consecuencia, por la parte 2 del teorema anterior, se tiene

Lim Xz Lim [(Sen2¢ cos ¢ sen 6 cos 49) p] =0
(X, Yy, Z)-)(O, 0, 0) X2 + y2 + 22 p_>0+
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CONTINUIDAD

La definicion de continuidad para funciones de varias variables es exactamente la
misma que para funciones de una variable.

DEFINICION. | Continuidad en un punto.

Sea f: U CR" — R una funcién definida en un conjunto abierto U

de R"ysea x, € U. Se dice que f es continua en X, si se cumple que
Lim f (x)=f(x,).
X—>Xq

También se acostumbra definir la continuidad del siguiente modo:
f es continua en x4 si se cumplen las condiciones siguientes:
1. f esta definida en x4, Es decir, existe f(x,).

2. Existe Lim f (x)

X—>Xq
3. Lim f (x)=f(xo).
X—>X(
Observar que la tercera condicion ya lleva implicita a las dos primeras. En efecto,

Lim f (x)=f(x,) yanos esta diciendo que tanto el limite como f(x,) existen.
X=X

En términos de e-0 esto se expresa asi: La funcion f es continua en xq si
Ve>038>0tal que | x-xo | <8 = | fx)—f(xo) | <&

La funcion f es discontinua en x, si no es continua en x,. Esto significa que no
se cumple al menos una de las tres condiciones anteriores.

Si no se cumple la condicién 2, la discontinuidad es esencial. En cambio, si se
cumple esta condicion y no se cumple la condicion 1 o 3, la discontinuidad es
removible. Se llama asi, porque la discontinuidad puede eliminarse redefiniendo la
funcion asi:

f(xo) = Lim f(x).

X—Xq

x2y?
x* +y?

| EJEMPLO 12. | Determinar si la siguiente funcion f(x) = es continua en

el punto (0, 0).
Solucién

El dominio de f es R? —{(0, 0)}. Como f no estd definida en (0, 0), no se
cumple la primera condicion de la definicion. Por tanto, f es discontinua en (0, 0).
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Sin embargo, esta discontinuidad es removible. En efecto, en el ejemplo 6 anterior
2.2

. X°y
se demostrd que Lim

(x,¥)(0,0) x> + y?

= 0. Luego, a f la hacemos continua

redefiniéndola asi:

X2 y2

fooy) =9 x2+y?
0, si (x,y)=(0,0)

si (x,y)#(0,0)

| EJEMPLO 13.| Determinar si la siguiente funcion Q: R?>> R

ﬂ, si (x,y)#=(0,0)
g y) =1 x* +y?

0, si(x,y)=(0,0)
es continua en (0, 0).
Solucion
X2

Sabemos, por el problema resuelto 5, que el limite Lim no existe

(x.y)>(0.0) x* +y
y, por tanto, falla la condicion 2 de la definicion de continuidad. Luego, la funcion
g es discontinua en (0, 0). Esta discontinuidad es esencial.

DEFINICION. | Continuidad en un abierto.
Sea f:U CR"— R una funcién definida en un abierto U

de R". Se dice que f es continua en U, o simplemente
continua, si f es continua en todo punto x de U.

| EJEMPLO 14. | Verificar que una funcion polindmica

f:R?> R, fixy)= Zcmnxmy“ ,

m,n

es continua en R? .
Solucion

Sea (a, b) cualquier punto de R? . El corolario al teorema 3.1 nos dice que

Lim  f(xy) =Y cpa™" = f(ab
oy ) %C = (as)
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Esta igualdad nos dice que el polinomio es continuo en el punto (a, b) y, como es
cualquier punto de R? , concluimos que es continuo en R?.

Por supuesto, este resultado también es valido para una funciéon polindmica
f:R" - R de n variables.

De la definicion de continuidad y de las leyes de los limites (teorema 3.1) se
demuestra, sin mucha dificultad, el siguiente resultado.

|TEOREMA 3. 4| Sean f,g:U C R"— R funciones definidas en el abierto U

de R" y sea ¢ una constante. Si f, g son continuas en U,
entonces

1. Lafuncion f + ¢ es continua en U.
2. La funcion fg es continua en U.

3. La funcién cf es continua en U.
4. La funcion i es continuaen U — {x e U/ g(x)=0}
g

5. La funcion % f(x)es continua en U si n es impar y en

U-{xeU/ f(x)<0} sines par.
De acuerdo al ejemplo anterior y a la parte 4 de este teorema, la funcion racional
f . -
— es continua en su dominio, que es R" — {x eU/ g(x)= 0}

9
2

y
x2+y2—1
R> - {(xy)/ ¥+y’=1}

O sea, h es continua en todo el plano, excepto en los puntos de

| EJEMPLO 15. | La funcién racional h(x,y)= es continua en

la circunferencia x> + y2 =1

El siguiente teorema, cuya demostracion omitimos, nos dice que la composicion
de dos funciones continuas es continua.

| TEOREMA 3.5 | Continuidad de una funcion compuesta.

Sea f:UC R"—> R, donde U es un abierto deR". Sea

g: 1> R,donde I C R es un intervalo que contiene a f(U). Si

f es continua en x €U y ¢ es continua en f(x), entonces la
funciéon compuesta g o f es continua en x.
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| EJEMPLO 16. | Verificar que la siguientes funciones son continuas en R?.

1. F(x,y)= ey’ 2. G(x,y)= sen(xy/(x2+y2+l))

3. HXx, y) = XY 4 sen(xy/(x2 +y? +1))
Solucién

1. La funcién f(x,y)=x* -y’ es un polinomio y por tanto, es continua en todo R?.

z

La funcion Q(z) = e° es la funcion exponencial, de cual sabemos que es

continua en todo R

Tenemos que F=gof. Luego, por el teorema anterior, F es continua en R?.

Xy
x2+y2+1

2. La funcion f(x, y) = es una funcién cuyo denominador nunca se

anula. Por tanto, f es continua en todo R? . Sabemos que la funcién g(z) =sen z
es continua en todo R

Tenemos que G =g o f. Luego, por el teorema anterior, G es continua en R?.

3. Vemos que H=F + G. Luego, la funcién H es continua en todo R?, por ser

suma de dos funciones continuas en R> .

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

3

X
| PROBLEMA 1.| Probar que el siguiente limite no existe ~ Lim y
(X, y)—>(0, O) X6 + y2

Solucion

Hallamos los limites por varias trayectorias.

1. SeaC, eleje X. C={ (x,y)/y=0}

3

X" (0

Lim #: Limiz Lim 0=0
(x,y)=(0,0) 6 +(0)2 x>0 X X—0

(Ao largo de C))

2. Sea G eleje Y. C,={ (x,y)/ x=0}
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3
0
Lim ()—y:Lim£=Lim 0=0
(xy)2(0.0) (0)° +y2 ¥20 y*  y—0
(Alo largo de C,)

3.Sea C; larectay=mx, dondem =0

3 3 4
. X . x> (mx ,
Lim y _ Lim (—)2= Lim mx
(x,y)>(0,0) xb4y? x>0 X0 1 (mx) X0 xz(x4+m2)
(Ao largo de C3)
2 2
. mx m(0
x>0 x*+m?  (0)'+m? m
4. Sea C, la parabolas y:axz, donde a#0
3 2
’ x3y . X (ax ) . 5
Lim ——=Lm———= Lim——
(Alolargode Cy) X +(ax )
oo a0 o _
= Lim 5= == 0

x>0 x2 +a (0)4 +a? a

A esta altura podriamos conjeturar que el limite si existe y es igual 0. Nuestra
conjetura es falsa. En efecto, tratemos este otro camino.

5. Sea Cs la curva y:X3.
Xy X3(X3 6
Lim ——= Lim————~—= Lim——— = Lim
(x,y)=(0,0) x0 4y x>0 6 1 (53 2 x50 x0 (1+41) x50
(A lo largo de Cs) ( )

N | —
| —

Como los limites por caminos distintos no son iguales, el limite no existe

| PROBLEMA 2.| Cambiando a coordenadas polares, probar
sen (x2 +y? )

1. Lim =1

(x¥)>(0,0)  x* +y?

X sen(x2 + y2)
2. Lim ————==0
(x¥)>(0,0) x4 y?

Solucion

sen u
=1 y que r= x2+y2

1. Recordemos que Lim
u—0
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Tenemos (X, y) = (0,0) <> r — 0". Luego,

2
sen(x2 +y2) _ sen(r ) . sen(U) 2
Lim —— ‘= Lim = Lim————==1, donde u=r
(x,y)—(0,0) X2 + y2 r—0" r u—0" U
XSen(x2+y2) sen(x2+y2)
2. Lm —————F ={ Lim x} Lim ———
(x¥)>(0,0)  x* +y? (x¥)>(0,0) | | (x¥)=(0.0)  x*+y?

=[o][1]=0

| PROBLEMA 3. Cambiando a coordenadas polares, probar

sen (x> +y?
(< +7)

Lim =0
(x.y)>(0.0)  x? 4y?
Solucién
sen(x3 + y3) sen(l’3 (cos36’+sen349))
Lim = Lim
(x.¥)=(0.0)  x% +y? r—0* r2

(Aplicando la regla de L "Hopital)

3r? (cos36’ + sen3¢9)cos(r3 (00539 + sen39))

= Lim
r—0" 2r

= Lim [i(cos39 + sen3l9)cos(r3 (c0s30 + sen3:9)) r}
r—o*

Pero, g(r, 8) = %(cos3c9+ sen3¢9)cos(r3 (cos30+sen30)) es acotada. En efecto:
|g(r,¢9) | = ‘ %(cos39+sen30)cos(r3(00536’+sen39)) ‘

cos(t’3 (00539+ sen39)) ‘

(cos3t9 + sen3t9) ‘

(cos3l9+sen36) ‘(1) < %( ‘ cos>0 ‘ +‘ sen>0 ‘ ) < %(1 +1)=3

Por otro lado, tenemos h(r)=r y Limr=0.
r—o*
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Luego, por la parte 1 del teorema 3.3,
3 3
sen( X’ +y
Lim M= Lim [2(00539+ sen349)cos(r3 (cos30+sen36’)) r} =0
(x,y)>(0,0)  x2 4 y2 r—o0t2

[PROBLEMA 4.] 1. Probarque  Lim 1-05%_ 1
(x.y)>(0,0) x?y? 2

2. Hallar el numero real ¢ que hace continua en (0, 0) a la
siguiente funcion

1—cos Xy
f(x, y) = 1 3x2y2 + x2y3
c, si (X,Y)=(0,0)

si(X,y)=(0,0)

Solucion

1. Sea u=xy. Tenemos que (X,y)— (0,0) = u— 0. Luego,

Lim  1ZCOSX g Imeosuppsenl g Hopital)
(x,y)-(0,0) x2y? u—>0 y2 u—0 2u
:l senu:l(l):l
2u—>0 U 2 2
2 Lim l-cosxy . I-cosxy I-cosxy 1

1m — = Lim _
(x¥)>(0,0)3x%y? +x7y>  (x.¥)-(0.0) x*y? (3+y) (xy)=(0,0) x2y? 3+y

= Lim —l—cos Xy { Lim L}
(x,y)—(0,0) N y2 (x,y)—>(0,0)3+Y
=H{l }_1
21 3 6

Para que f sea continua en (0, 0) debemos tener que f (0, 0) = é . Luego, c= !

6

| PROBLEMA 5. | 1. Hallar la region del plano donde la siguiente funcién es
continua.

2 2 2 2
X" +4y7, six”+4y° <1
f(x,y)—{

2, six? +4y?>1

2. Redefinir f para que sea continua en todo R?



186 Cap.3 Derivadas Parciales

Solucion

1. El dominio de f esR?.

Sean U= {(x,y)/ x> +4y’<1 },

U,= {(x,y)/ x> +4y?>1 } y

C= {(x,y)/ x> +4y?=1 }
Los conjuntos U; y U, son abiertos y el conjunto C es frontera de ambos.

En el abiertoU; la funcion f es el polinomio f (X, y) = X2 + 4y2 . Por lo tanto, f
es continua en todoU; .

En el abierto U, la funcion f esla funcion constante f (X, y) = 2. Por lo tanto, f
es continua en todoU, .
Examinemos la continuidad en el conjunto C. Sea (XO, yo,) un punto de C.
Luego,
x02 + 4y02 =1

Por ser (Xo, yo’) un punto frontera deU,;, tenemos que

Li f(x.y) = Li 2 4v2) = 02 4 02 -1
(ny)_:g}o’yo) (X y) (X,y)—ig}o,yo)(x * y ) X + y
((x,y)en V)

Por ser (Xo, yo’) un punto frontera deU, , tenemos que

Lim f(xy)= Lim 2) =2
(x.¥)>(%. Yo ) () (X,y)ﬁ(xo'vo)( )
((x,y)enU,)
Como los dos limites son distintos, no existe Lim f(x,y) vy, en

(%, ¥)=(%5.Yo)

consecuencia, f es discontinua en (XO Yo )
Conclusién: f es continua en U; JU, = R*~ C. O sea, f es continua en R?,

excepto en los puntos de la elipse C.: X2+ 4y2 =1.

2. En vista de que Lim f (x,y)= 1 redefinimos f del modo siguiente:
X, Y)=(% Yo )

(x,¥)en Ul)
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2 2 2 2

X" +4y”, six”+4y- <1
fox y) = s

1, siX“ +4y“>1

| PROBLEMA 6.| Mediante la definicion € —0, probar que
Xy + Xz +yz
2

Lim =0

(x,y,2)—(0, 0, 0) X2 + y2 7
Solucion
Debemos probar que dado € >0, existe un &> 0 tal que

Xy + XZ + yz

\/ X2 + y2 + 22
O sea,

XYy + XZ + yz
< (i <s o | WP |,
N x2+y2+z2
Bien, considerando que

|x|s\/x2+y2+22,|y| <X +yr+z?, Z|S\/X2+y2+22,wnmnos
yxeryz | [x|ly] + [xllz] + |y]]z]
Vo +yr+z? VX2 +y?+2?
2. 2.2 (2.2, 2
S3\/x +y +1z Jx +y +z 33(;;:;:;5

X2+y2+Z2

0<| (x.y,2)-(0,0,0) |<8 = -0| <g

. € .
En consecuencia, tomamos 6 = E y asi obtenemos

€ €
0<x+yie2<d=c = | EXEVZ o3/ iy2i22 <38 ¢
3 V2 +y?+7? 3

| PROBLEMA 7. | Probar el teorema 3.3
1. Si F(r, 8) =g(r, &) h(r), donde g(r, 0) es acotada y

Lim h(r)= 0, entonces
r—0*
Lim F(r, 8)= Lim[g(r, 6)h(r)]=0.

r—o0* r—o0*
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2.SiF(p, 6, ¢)=09(o, 6, ¢) h(r), donde g(p, 6, §) es acotada y

Lim h(r)= 0, entonces
r—0"

Lim F(p, 6, ¢)= Lim [g(p, 0, $)h(p)]=0.
p—0 p—0

Solucion
1. Como g(r, &) es acotada, existe M > 0 tal que
|9 (r.0) <M,V (1, 0)
Debemos probar: Dado € > 0, existe 8 > 0 tal que 0 <r <3 :>| F(r.0) | <g

€
Bien, como Limh(r)=0, para & = —, existe & > 0 tal que
r—0 M

o8
0<r<8 = |h(r)|<e v
Ahora, Si 0 <r < 9, tenemos
IF(r, 0)=| a(r, &)n(r)| = |g(r, O)| h(r) |<M|n(r) |<M8'=Mﬁ —¢
Esto es, hemos probado lo que buscébamos:

0<r<d =|F(r,0)|<e
2. Similar a la parte 1.

|PROBLEMA 8. | Probar que una bola abierta B(xg, r) de R" es un conjunto
abierto

Soluciéon
Sea x un punto de B(xy, r). Debemos hallar un s> 0

tal que B(x, s) C B(xy, I). La figura adjunta nos
sugiere que

s=r-— ||x—xo||.

Ahora, sea y € B(x, ), entonces || y—X || <s vy,de

acuerdo a la desigualdad triangular, tenemos

[y=xoll < ly=x]+ | x=xo] <s+ [x=x,] =r—[x=xg|+ [ x-x,] =r.

Luego, B(x, s) C B(xg, I".
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2

En los problemas del 1 al 15 usar las leyes de los limites y los teoremas sobre
continuidad para hallar el limite indicado.

. Xy . 32 .2
1. Lim —————— Rpta.0 2. Lim X“+y“ -7 Rpta.3
(x,¥)>(0,0) x*> +y? +2 (x,y)~(-3.5)
. y 1 . 2 2 1
3. Lim Rpta. — 4. Lim Iny e-x" -y~ Rpta. —
(xy)=>(4.1) {/ Xx+5y 3 (x,y)—(0,0) 2
2X 2y
5. Lim L re’ Rpta. 2 6. Lim sec X tan y Rpta«/_3
(x,y)—(0,0) senX+cosy (x,y)=(0, z/3)
2
_ COS(XY_Z ) 1 _ In (1+ xyz)
7. Lim ——  Rpta. — 8. Lim —— Rpta. In2
(xy,2)>(L,1,1)  xy+2? 2 (x,y,2)->(1,1,1)  Xyz
9. Lim sen X sen 2y Sugerencia: Lim sen 6 _ 1 Rpta. 2
(x,y)—(0,0) Xy 0—0
e*sen eYsen (x
10. Lim & Rpta. 1 11. Lim & Rpta. 1

(x.y)>(0,0) Y (x,y)=>(0,0) Xy

(ex —1)(e2y —1) 1

12. Lim Sugerencia Lim =1 (L’Hospital) Rpta.?2

(x,y)=(0,0) Xy x=>0 X
(ex —1)(e2y —1)(e3Z 1)

13 Lim Rpta. 6

(x,y,2)>(0,0,0) Xyz
) (1—cos x)sen 2y tan 3z

14. Lim Rpta. 0
(x,y,2)—(0,0,0) Xyz

15 L (1—cos x)sen 2y tan 3z Rpta, 3

. im .
(x,y,2)(0, 0, 0) x2yz

En los problemas del 16 al 23, en primer lugar, simplifica o racionaliza la
funcion. Luego, usa las leyes de los limites y los teoremas sobre continuidad
para hallar el limite indicado.

16. Lim x=1)" -y* Rpta.0 17. Lim (X3_1)(y4_16)

=7 7 -——— " Rpta.24
(x)(1,0) (x—1)2 + y (xy)>(1, 2) (x—1)(y2 —4)
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2 2
_ — Xy+2-2
18, Lim SYTNEX X pa 2 19, Lim YYFET poa b
(x,y)—>(2, 1) y+ 1 (xy)>(2,1) x2y* -4 16
2 2
X—yy+X—
0, Lm YXVYrxoy Rpta.1 21. Lim Xx+y Rpta. 2

(xy)-(0,0)  x-y
2.2
A XY+ 9 _3Rpta1

(x,y)—(0,0) [)(24_yz+1_1

22. Lim 35 —
(x.y)—(0,0) x“y
23. Lim [y-1+xy’ -1 V2

. Rpta—
(x,y)~>(1,1) [ 2 y2 -] 2

En los problemas del 24 al 38 demuestre que el limite indicado no existe.

2 2 2
24.  Lim X 25. Lim > Y
(x,¥)-(0,0) x> + y? (x,¥)-(0,0) x* + y?
22 2
2. Lim XY 27, Lim 2
(x,¥)-(0,0) x> 4+ 2y? (x,¥)-(0,0) 2x% — y?
2
28.  Lim % 29. Lim 2: \/z
(%, ¥)=(0,0) 3y~ —x (x,¥)=(0,0) x* +y
3
30. Lm 2V

(x,¥)-(0,0) x* +8y°

Xy —2X—-y+2

31. Lim SR
(% y)>(1,2) x* +y* —2x—4y+5

caminos (rectas) Cj:y=2, Co:y=x+1

Sugerencia: Factorice y considere los

32. Lim 1n( X= a] ,donde x>a y Yy>a.Sugerencia: Considerar la rectas
(x,y)>(a,a) y—a

Ci:y—-a=2(xx-a), Cr:y—a=3(xx—-a).

2.2, 2
(x,¥,2)>(0,0,0) x* + y* +7 (x,¥,2)>(0,0,0) x= -y~ +7
35 Lim X 36 Lim Xyt xzt+yz
(x,¥,2)(0,0,0) x3 4 y3 4 73 (x,¥,2)(0,0,0) x? + y? 4 72

2,402 2 2.3

37. Lim 32 38. Lim X ¥z

(X,y,Z)—)(0,0,0) X2 —y2 (X,y,Z)ﬁ(0,0, 0) X6 +Z6
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En los problemas del 39 al 44, cambiando a coordenadas polares o esféricas,
probar que el limite existe y es el indicado.

2
39. Lim —Y -9
(x,¥)=(0,0) x? + y?
2 2
41, Lim — Y 9

(x.y)—(0,0) ln(x2 + y2)

3
43. Lim — %
(x,y.2)-(0,0,0) x? 1 y? 4 72

2.,,2
ex+y -1

40. Lim — =1
(x¥)-(0,0) x2 + y?

2.,2.2
42. Lim Xy22

XYE
(x,¥)>(0,0) x> +y? + 7

=0 44. Lim

tan(x2 +y? +22)

(x,y,2)—(0, 0, 0)

x2+y? 4z

=1

En los problemas del 45 al 57, hallar el nimero real ¢ que hace que la funcién f

sea continua en el punto (0, 0).

Ny
, si(X, 0,0
45. 06 = {21y *%.y)=0.0) Rpta. ¢ =0
c, si (X, ¥)=(0,0)
32 2 3
B Y Gk y) % (0,0) B
46. f(x,y) = x> +y? Rpta.c=0
c, si (X, y) =(0,0)
2
Xy .
\ , 0,0
4760600 = {2y *.y)=(0.0) Rpta. ¢ =0
c, si (X, Y) =(0,0)
3 3
-y
1 & O’O
48. f )= {2 ry? *y)=(0.0) Rpta. ¢ =0
c, si (X, y) =(0,0)
sen(\/ X% + yzj
50. fy) =1 5 Si&Y#0.0) Rpta. ¢ = 1
% Y) W2 4 yz pta. c
c, si (X, ) =(0,0)
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51. f(x,y)= {

52. f,¥) = yx2+y

53. f(x,y) = Xy(xz +y?

54. f(x,y)=

55. f(x,y) =

56. f(x,y)=

57. f(x,y) =

(x2 + y2 )ln(x2 + y2 ) .81 (X, y) #(0,0)
c, si(x,y)=(0,0)

2
Y s y) % (0.0)

c, si (X, y)=(0,0)
2 2
X‘y},mmw¢mm
c, si (X, ¥)=1(0,0)
4, 4
XY ik y) = (0.0)
(x24-y2)
c, si(X,y)=(0,0)
Ssenxy? si (X, ) # (0,0)
X2 y2 + Xy2 , ’ '
c, si (X,y)=1(0,0)
X sixy) # (0,0
|x[+]y|
c, si (X,y)=1(0,0)
2
M, Si (X’ y) + (0’0)
|x [+]y|
c, si (X, ¥) =(0,0)

Cap.3 Derivadas Parciales

Sugerencia. r’>=x>+y?.

Rpta. c=0

Rpta.c=0

Rpta.c=0

Rpta.c=0

Rpta.c=5

Rpta.c=0

Rpta.c=0

En los problemas del 58 al 67, hallar la region de continuidad de la funcién dada.

58. f(x,y)= 4/ 1 —xz—y2

59. f(x,y)=

60. f(x,y)=

61. f(x,y)= ln(x2 + y2 —9)

Rpta. {(x, y)/ X +y? 31}

Xy 2
_ Rpta. R
X2 + y2 + 1
2
sen|y—X
M Rpta. {(x, /'y # xz}
y-x*

Rpta. {(x, y)/ x2+y2 >9}
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62. f(x,y)=,/ ln(xz—y)—l Rpta. {(x, y)/ y<x2—e}

2,2
63. f(xy)=In| —— Y _ Rpta. {(x, y)/ y<106y>3}
y° -4y +3
—oennl g2 2 2.2
64. f(x,y)= sen (x +y —3) Rpta. {(x, V) 2<X"+y s4}
65. f(x,y,2)= 5 x+2y Rpta.{(x, Y,2)/ 27X+ y2}
X“+y“—12
2.2 w2 iv2<a
66. f(x,y)= XY sty s Rpta. Rz—{(x, y)/ x2+y2:4}
0, si x2+y2>4
sen(X+Y) )
—_— = 7/ 0
67. fX,y)=1 x+y R A Rpta. RZ—{(X, y)/ x+y=0}>
0, si X+y=0

En los problemas del 68 al 70, hallar el valor de ¢ que hace continua en todo R*
a la funcion dada.

x2+y2, si x2+y2s4

68. f(x,y)= Rpta. c=4
c, si x2+y2>4
[1_v2_ 42 o2 2 .

69. foxy)= |V ITX A sy sl 0
c, six? +4y?>1

X+

m, si X+y=#0

70. f(x,y)= X+Yy Rpta. . c=1
c, si X+y=0

En los problemas 71 y 72, mediante la definicion (usando &—d) probar que

(x,ylfir?o, 0) f (X’y) 0

71. f(x,y) = (X+ y)sen (%)sen(éj 72. f(x,y) = X sen (%J +y sen(lj

X

73. Probar que la siguiente funcion es continua en R?.

1 .
. y) = ;sen(xy), six#0
Y, si Xx=0
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SECCION 3.3
DERIVADAS PARCIALES

En esta seccion extenderemos el concepto de derivada a funciones de varias
variables. Comenzamos con funciones de dos variables.

DEFINICION. | Sea z=f(X,y) una funcion de dos variables.

1. La derivada parcial de f respecto a la variable X es la
funcién, denotada por f, , tal que su valor en un punto (X, y)
del dominio de f estd dado por el siguiente limite, si éste
existe,

f(x+h,y)-f(x,
fy (x,y) =Lim ( y)-f(xy)
h—0 h

2. La derivada parcial de f respecto a la variable y es la
funcion, denotada por f , tal que su valor en un punto (X, Y)

del dominio de f estda dado por el siguiente limite, si éste
existe,

. f(xy+k)-f(xy)
f ,y) =L
y (0¥) =i ‘

Otras notaciones para las derivadas parciales:

of oz
l.fX:fllef:DXf:&:& 2.fy:f2:D2f:Dyf:

o _&
oy

Si se quiere indicar la derivada parcial de f respecto a la primera variable en el
punto (X, Y) se escribe asi:

2

@
OX

of of

fe(x.y), fi(xy), Df(xy), Def(xy), &(x,y), =

E)

(xy)

(xy)

En forma analoga, para indicar la derivada parcial de f respecto a la segunda
variable en el punto (X, Y) se escribe asi:

fy(xy). fa(xy), Dyf(xy), Dyf(xy), %(X,y)» %( ; %
Xy

EJEMPLO 1.|Si f(x,y) =2x> — 5xy + 3y?, aplicando la definicién anterior, hallar

1. f,(xy) 2. fy(xy)

(x.y)
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Solucion

. f(x+hy)-f(xy)
1. f (x,y)=L
()= i :

2(x+h)2 —5(x+h)y+3y2 —[2x2 —5xy+3y2}

= Lim
h—0 h
- Lim 2x% +4xh + 2h? —5xy—5hy+3y2 —2x? +5xy—3y2
h—0 h
2 h(4x + 2h? -5y
~ Lim 4xh + 2h” —3shy  Lim ( )
h—0 h h—0 h

=Lim (4x + 2h—-5y) =4x -5y
h—0

Esto es, fy(X,y)=4x -5y

. f(xy+k)-f(xy)
2. f ,Y)=L
y (0¥)= i ‘

2x2—5x(y+k)+3(y+k)2—[2x2—5xy+3y2]

= Lim
k—0 k
- Lim 2x? —5xy—5xk+3y2 +6yk+3k2 —2x? +5xy—3y2
k—0 h
- 2 k(=5x +6y+ 3k
g TOXk +6yk+ 3k K(5X 46y + 3K)
k—0 k k—0 h

= Lim(-5x + 6y+3k)=—5x + 6y
k—0

Estoes, f,(x,y)=-5y+6y

REGLA PRACTICA PARA HALLAR LAS DERIVADAS PARCIALES

Sea la funcién z = (X, y)

1. Parahallar f, (X, y) se deriva a f(X, y) respecto a X, considerando a la variable y

como constante.

2. Para hallar fy (X, y) se derivaa f(x, y) respecto a Y, considerando a la variable X

como constante.
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EJEMPLO 2.] Si f(x, y)=4x’y* - 5xy* +2x -8, hallar

1. f,(xy) v fy(-12)

2. fy(xy) y fy(-12)
Solucion

1. fy(x,y)= 4(3x2) y2 - 5(1)y4 +2-0=12¢ y2— 5y4 +2
fy (-1,2)= 12(=1)% (2)* = 5(2)* +2 =48 —80 + 2=-30
2. f,(xy)= 4x3(2y) - 5X (4y3) +0-0= 8x3y - 20x y3

f,(~1,2)=8(-1)’ (2) ~20(-1) (2)’ = —16 + 160 = 144

2
EJEMPLO 3.| Si z- (x2+y3)e"y , hallar

1. Q 2. Q
OxX oy
Solucion
2 2 2 g
1. % = (2x+0)e™ + (X2+V3)(yzexy ) =2+ yz(xz+y3)exy
X

Si f(X,y)=sin_l(x3—y3),hallar

L. Dy f(x.y) 2. Dy f(x,y)
Solucién
1 Dyf(xy) = —— D (¥ -y}) - 3x2
2
2. Dyf(xy) = —— D (X¥-y}) - -3y
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EJEMPLOS5.| Si z= Iny X%+ y2 verificar que X%+ yg =1
X

oy
Solucion
1
7= Iny/ x2+y2 = ln(x2+y2)é= %ln(x2+y2)
Luego,
0(2. .2
g:l&(x +y):l 2 _ X
X 2 x2+y2 2x2+y2 x2+y2
0(2. .2
—(x*+
a_ 1Y) 1y
ay 2 X4y’ 2x24yr xP4y?
2 2 2, .2
Xgﬂ’gzx 2X 7t 2y 2 2X 7" 2y 2:x2+y2:
oX 0y x4y X“H+yT XTHYS XTHYT X4y
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DERIVADAS PARCIALES Y CONTINUIDAD

Sabemos que en el caso de funciones de una variable, la existencia de la derivada
en un punto implica la continuidad de la funcién en ese punto. El ejemplo siguiente
nos presenta una funcion de dos variables que tiene ambas derivadas parciales en un
punto y, sin embargo, la funcién no es continua en ese punto. Mas adelante veremos
que para tener continuidad de la funcion, ademas de existir la derivadas parciales,

estas deben ser continuas.

EJEMPLO 6.| Una funcién que tiene derivadas parciales y no es continua

Xy
Sea la funcion f(x,y) = < x* +vy

0, si (X, y)=1(0,0)

X si (X, ) #(0,0)

Probar que:

L f,(0,0) =0 2. f,(0,0) =0 3. f esdiscontinuaen (0, 0)

f(0+h, 0)— f (0, -
1 1,(0, 0)= Lim 0N O=F(0.0) 0 020 gy =
h—0 h h—»0 h h—0
2. f,(0, 0)= Lim f(0.0h)-f(0.0)_;,0-0_ Lim(0) =0

h—0 h h—0 h h—0
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3. SeaC, eleje X y C, larecta diagonal y=x.

Lim X - Lim X(O) = Lim£=0
(x,y)>(0,0) x% + y2 X=0 x2 40 X0 x2
(Alo largo de C))
2
Xy . XX . X o1 1
im = Lim = Lim——=Lim —= —
(x,y)-(0,0) x% + y2 x>0 x2 + x> x502x2 x>0 2 2

(Alo largo de C,)

Como los limites son diferentes, f no tiene limite en (0, 0) y, por lo tanto, f no
es continua en (0, 0).

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES

Sea S la superficie que es la grafica de la funcion
z=1(x,y). SeaP=(a, b,c) el punto de S tal que
¢ =f(a, b).

El plano y = b es vertical y paralelo al eje X. Este
plano corta a la superficie S formando la curva Cj.

Esta curva es el grafico de la funcion g(x) = f(x, b) en
el plano y =h.

Sea L, la recta tangente a C; en el punto P = (a, b, ).
La pendiente de Ly es g'(a)= fy(a,b).

En forma analoga, el plano X = a, que es vertical y
paralelo al eje Y, corta a la superficie S formando la

curva Cp, a la cual la podemos ver como el grafico z

de la funcion h(y) =f(a, y). Si L, es la recta tangente
aCy enel punto P =(a, b, ¢). La pendiente de L,
es h'(b)=f, (a,b). P

fu(a,b)

1
1
1
|
a X

La proyeccion de la curva Cp sobre el plano
coordenado XZ es una curva como indica la figura i
adjunta. Un vector director de la recta tangente L es
el vector 7

Ti=i+ f(ab)k=(1,0, f,(ab)) L,

La proyeccion de la curva C; sobre el plano C, 1
coordenado YZ es una curva como indica la figura P f(ab)
adjunta. Un vector director de la recta tangente L, es K o

el vector ;
Ty=j+ fy(ab)k={0,1, f,(ab))




Cap.3 Derivadas Parciales 199

En consecuencia, las ecuaciones de las rectas tangentes L, y L, son:
Ecuaciones vectoriales

Li: (xy,2)=(ab,c)+11,0, f (ab))

Lyt (x,y,2)=(a b, c) +K0, 1, f,(ab))

Ecuaciones paramétricas

x=a+1t X=a
L: y=b Ly <y=b+t
z=c+tf, (ab) z=c+tfy(a,b)

Ecuaciones simétricas

Xx—a Z—¢C y-b_  z-c
Li: —= , y=b Ly =—=——,Xx=a
ST f(ab) Y T, (ab)

Sea S el paraboloide z= f(x,y)=9 X2 - y2

1. Hallar la pendiente de la recta L;, que es tangente a la curva Cyq

que es la interseccion del paraboloide con el plano y =2, en
el punto (1, 2, 4).
Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de L .

2. Hallar la pendiente de la recta L,, que es tangente a la curva Cp

que es la interseccion del paraboloide con el plano x =1, en el
punto (1,2, 4).
Hallar la ecuaciones paramétricas y simétricas de L, .

Soluciéon
1. Tenemos que f, (X,y) =-2x. La pendiente
de C; enel punto (1, 2, 4) es
fy (1,2) =-2.
Un vector director de L; es
Ti=i+ f,(1,2)k =(1,0,-2).

Luego, las ecuaciones paramétricas y
simétricas de L; son:

X=1+1
Li: <y=2 L,
z=4-2t
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2. Tenemos que fy (X, y) =-2y. La pendiente de C; en el punto (1, 2, 4) es
fy (1,2) =-4.
Un vector director de Ly es T2 =j + f, (1,2) k=0, 1,-4).

Luego, las ecuaciones paramétricas y simétricas de L, son:

x=1 2 4
Lyt dy=2+t L2:y+=z;, x=1
7=4-4t B

DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES DE MAS DE DOS

VARIABLES
Si w="f(x;, X, . . ., X, ), entonces tiene N derivadas parciales. Si i=1,2,...,n,
w_ . (X Xiigs X+ D Xigaen Xn )= F (X0 Xig s X0 Xigg e Xp) ’
0%  h—0 h
Otras notaciones para @: w _ o fp, = =Dy f=D; f
8Xi 8Xi Xi 1 1

Una funcion de tres variables w = f(X, y, z) tiene tres derivadas parciales:

ow ow
—= f (x,y,z), —= f,(X,y,z —=f,(x,y,2).

En la practica, para hallar, fx(x,y,z) se deriva f(X, y, z) respecto a X,
considerando a las variables X e Yy como constantes. Para hallar fy (X,y,Z), se

deriva f(X, Yy, z) respecto a Y, considerando a las variables X y z como constantes.
En forma similar se procede para hallar f, (x,y,z)

EJEMPLO 8. | Hallar las derivadas parciales de la funcion

W= ex2+y3+ 4
i()ll%m; ai(ex2+y3+z4j _ ex2+y3+z4 aﬁ(xz +y3 +Z4)=2xex2+y3+z4
X X
2. % - %(ex2+y3+z4) — ex2+y3+z4 %( 2+y3+z4)= 3yzex2+y3+z4
3. ow _ g(ex2+y3+z4j - ex2+y3+z4 i( 2+y3+z4)= 423ex2+y3+z4
01 oz oz
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sea z =f (X, y) una funcion de dos variables, X e y. Sus derivadas parciales, f, y
fy , a las que llamaremos derivadas parciales de primer orden, son también

funciones de X e y. En consecuencia, las podemos volvemos a derivar respecto a X y
respecto a Y. Estas derivadas de las derivadas, son las derivadas parciales de
segundo orden de f y son las cuatro siguientes:

1. Derivando 2 veces respecto X.

o(af)_o't _o%z
fxx_(fx)x_&(&j_____ w f=Dunf

2. Derivando 2 veces respecto Y.

o (of
fo=(fy) =— —|= —=—= D, f) =D, f =D, f
Xy (x)y ay(axj Oyox  Byox y( X ) Xy 12

4. Derivando respecto a Yy y luego respecto a X.

a(afj_azf 0%z

()= o

En el caso 3 tenemos que f,, = 6y_8 Observar que en la notacion f,y el orden
X

de derivacion va de izquierda a derecha (primero se deriva respecto a X y después

2
respecto a Y). En cambio en la notacion e el orden de derivacion va de derecha
X
L 0%z
a izquierda. Igual sucede en el caso 4: fy, = ——.
OXoy

A las derivadas parciales f,, y f,, se les llama derivadas parciales de

segundo orden mixtas.

EJEMPLQO 9.| Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la funcion

f(x,y)=xseny+ e
Solucion

of of
Tenemos que: = seny +ye¥ oy —=xcosy+xe¥
X
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Luego,
o*f  ofef ) 2 xy
— = === +ye¥ e
ox2 ax( xj ax(seny y ) y
2
%: i(ﬂl i(x cos Y+ Xe y):—x seny + x2e¥
oy\oy) oy
2
ot i[ﬁj = i(seny+ yexy): cosy +xye + e
oyox  oy\ox) oy
2
ar _ofad E(XCoserxey):cosy +xye® + e
oxoy  ox\ oy OX

Observar que en el ejemplo anterior las dos derivadas parciales mixtas son iguales.
Esto es,

2 2
ot —ﬂ—cosy +xye + e

yox ooy

Este resultado no es casual. El siguiente teorema, que se prueba en el problema
resuelto 7, nos dice que, bajo ciertas condiciones de continuidad, esto siempre se
cumple.

TEOERMA 3.6 | Teorema de Clairaut—Schwarz

Si fy, fy, fyy vy fyx estdn definidas y son continuas en un

conjunto abierto que contiene al punto (a, b), entonces

fyy (a,b)=fy(ab)

JSABIAS QUE ...

ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT (1713-1765) naci6 en
Paris. Fue introducido a las matematicas desde temprana
edad por su padre, quien era un matematico distinguido.
Cuando estaba aprendiendo a leer, ya fojeaba la obra de
Euclides, Los Elementos. A los 9 afios ya dominaba la
geometria analitica, el calculo diferencial y el calculo
integral. A los 10 afios ley6 la obra de L’Hopital. En 1731,
cuando tenia 18 afios, fue electo miembro de la Academia
de Ciencias de Paris, convirtiéndose en la persona més
joven que ha sido elegida como miembro en toda la historia
de la academia. A. C. CLAIRAUT
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Si nos piden calcular una derivada parcial cruzada de una funcién que cumple con
la condiciones del teorema anterior, éste nos faculta a escoger el orden derivacion
que mas nos convenga.

EJEMPLO 10.| Escogiendo el orden de derivacion.

0’z . senh y2
Hallar Sl 2=2Xy - ——.
OXoy [ 1+ yz
Solucion
. . %z oz .
El teorema anterior nos dice que = ——. Observando la funcién vemos que
OXoy  Oyox

la segunda derivada mixta nos da una respuesta mas rapida. En efecto:

2 2
0°z 0| 0 _senhy :i(Zy)ZZ

ayox oyl dx| Y [11y? oy

DERIVADAS PARCIALES DE TERCER ORDEN

Las derivadas parciales de segundo orden, fy,, fxy, fyx y fyy, también son

funciones. Por tanto, podemos hallar sus derivadas parciales, las cuales son las
derivadas parciales de tercer orden. Podemos seguir con este proceso y obtener las
derivadas parciales de cuarto orden, quinto orden, etc.

Si f es una funcidén de dos variables, entonces f tiene 2 derivadas parciales de
primer orden, 4 de segundo orden y 8 de tercer orden.

EJEMPLO 11.| Si f(x,y)= x>eY + sen (xy), verificar que fyy, fyyx ¥y fyyy son

iguales.
Solucion

f (%, y)= 3x%eY +y cos (xy), fy(x,y)= x’e¥ + X cos (xy).

fr (X,y) = 6xe¥ - yzsen (xy), fry (X,y) = 3x%eY + cos(Xy) — Xy sen (Xy)
fy (x,y)= 3x%eY + cos (xy) — Xy sen (xy).

frxy (X,¥) = 6xe¥ =2y sen (xy) — y2cos (xy)

fyx (X,y) = 6xe¥ -y sen(xy) —y sen (xy) — xy*cos (xy)

— 6xe¥ 2y sen (xy) — xy*cos (xy)
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Fuec (X,Y) = 6xe¥ —y sen (Xy) — Y sen (Xy) — xy2 cos (Xy)

= 6xe¥ — 2y sen (xy) — Xy cos (Xy)

Vemos que:

frxy (0Y) = Fagx (X.¥)= fy(X,y) = 6xe¥ = 2y sen (xy) —xy* cos (xy)

Si f es una funcion de tres variables, entonces f tiene 3 derivadas parciales de
primer orden, 9 se segundo orden y 27 de tercer orden.

EJEMPLO 12.] Si f(x,y,2) = senh(x2+2y2+522),hallar foo iz ¥ fry

Solucion

_ 2 02 e2Y0 (2 h 2 <2
fx(x,y,z)fcosh(x +2y° +5z )&(x +2y° +5z2 )

=2X cosh(x2+2y2+522)

_ 2,002 62\ O (2 72,52
fXZ(X,y,Z)—2XSCHh(X +2y° 45z )E(X +2y° +5z2 )

=20xz senh(x2+2y2+522)
fray (X,Y,2)=20xz cosh(x2 +2y? +522) %(x2 +2y? +522)

= 80xyz cosh(x2 +2y2 +522)

PROBLEMAS RESUELTOS 3.3

| PROBLEMA 1. | Hallar las derivadas parciales de primer orden de la funcion
yo | XYY

X+4/ X2 + y?
Solucién

(2,2
z=1In XINXHY o ln(x—«l x2+y2 j - ln(x+«/ x2+y2 )
X+ 4/ x2+y2
Luego,

%z _ iln(x—\/ X2 +y2 ) - ailn(xh/ x? +y2 )
X

&8x
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g(x—\/ X2 +y? ) ag(xh/ X2 +y? j
X X

x— X2 +y? X+ X2 +y?

~ X

2

S +y?

1

X
7X\[ ) X+ X2+y2
(x—\/x2+y2)\/x2+y2 (x+\/x2+y2)\/x2+y2

_ -1 3 1 _ 2
\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2
Esto es,
g _ 2
OX 2 .2

Por otro lado,
oz 0

5=Eln(x— X% +y? j—%ln(x+ X% +y? j

L) el
X—qf X“+Yy —| X+ X" +Y
- _ v

X—\/X2+y2 x+\/x2+y2

y y

/ 2+y2 x2+y2

x— X2 +y? X+ x> +y2

- y -1 3 1
\/x2+y2 [x—\/x2+y2 x+\/m]

2{(XW)(X+W)

Esto es,
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h(x)
[PROBLEMA 2.] 1. Sea H (x) = I f (t) dt, donde f es continuayhyg son
9(x)

diferenciables. Probar que

H' ()= f(h(x))h"(x) = f(g(x))g'(x)

2. Hallar derivadas parciales de primer orden de las funciones:

a. uix,y)= I Xsen(tz)dt
y

Xy
b. w(x, y)—'[ sen(tz)dt
0
Xty+z
c. ¢(x,y,z)—'[ et dt
Xyz

Solucion

X

1. Sea F(X)__[ f(t)dt.

0
El primer teorema fundamental del calculo nos dice que F'(x)=1f(x)

Ahora,

H(x) =Ih(X)f(t) dt = IO (1) dt + Ih(X)f(t) dt

g(x) 9(x) 0

h(x) (x)
=I0 f(t) dt —I: f(t) dt=F(h(x)) - F(g(x))
Esto es,

H(x) = F(h(x)) - F(g(x))
Aplicando la regla de la cadena y el primer teorema fundamental del célculo,
H'(x) = F*(h())h* (x) = F*(9(x))g" (x)
= F(h())h"(x) - f(9(x))g"(x)
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c XHYy+zZo o, 5 5
. ¥_20 et dt | = e+V*2) i(x+ y+z) - e92) i(xyz)
X ox{ )y OX OX
_ e(x+y+z)2__ yzex2y222

X+y+2
%;/} _ %Uxﬂ etzdt] _ xrys)’ %(H y+z) - e’ %(xyZ)
_ e(x+y+z)2_ Xzex2y222

X+y+z 2 2 2
9 _2 I e dt | = el¥*V*+?) i(x+ y+z) — 92 2(xyz)
oz oz|Jyy, 0z oz

2
_ e(x+y+z) _ XyeXZyzzz

| PROBLEMA 3. | Ecuacién de Laplace y funciones armonicas

Se llama ecuacion de Laplace (en honor a Pierre—Simon de
Laplace, 1.749-1.827) a la siguiente ecuacion diferencial parcial

o%u . &%
2t 570
OX oy
Se dice que una funciébn U = u(X, Y) es armonica si es
solucion de la ecuacion de Laplace.

Esta ecuacion fue planteada por Laplace, estudiando el
potencial gravitacional, y por Euler, estudiando el movimiento

de fluidos.

Probar que la funcién U =In4/ X% + y2 es armonica.

Solucion
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X

o /x2+y2 _ x Pu_ (x2+y2)—x(2x) sy

x [ iy @yt ox (Xz+yz)2 (X2+y2)2
y

au_ [ +y2 Ly u_ (x2+y2)—y(2y)= X2 - y?

2 X +y? Xyt ’ o (X2+y2)2 (><2+y2)2

Pu o xiay? . NIRY i

| PROBLEMA 4. | La Ecuacion de Ondas

Se llama ecuacion de ondas a la siguiente ecuacion

diferencial parcial
2 2
o°u o‘u
5= 2 — donde a es una constante.
ot OX

Esta ecuacion fue deducida por Johann Benoulli II alrededor del
afio 1.727. Afios mas tarde fue replanteada por Jean Le Rond
d’Alenbert al estudiar los movimientos de cuerdas vibrantes.

Probar que la funcion
u = sen kx cos kat, donde a y k son constantes,

satisface la ecuacion de ondas.
Solucion

Tenemos que:

2
g—ltj = — ka sen kx sen kat, 8_; = K%a? sen kx cos kat.
ot
2
(. k cos kx cos kat, 8_l2J = — k% sen kx cos Kat.
OX
Ahora,
oy ou

— = k2a2 sen kx cos kat. = a2 ( —k2sen kx cos kat.) = a?

2U
at? ox2
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[PROBLEMA 5.| Si f tienen todas sus derivadas parciales hasta de tercer orden
y son continuas en un abierto U, probar que en U se cumple:

Digpf = Dyjaf = Dy f
Solucion

Aplicando el teorema de Clairaut tenemos que:

1. D122f = D12(D2f) = Dzl(sz) =D212f

2. Dy;pf = Dy(Dyaf) = Dy(Dyyf) = Dy f
Vemos que:

Digp f = Dyjpf = Dy f

(X’ -y?)
[PROBLEMA 6. Sea f(xy)=1{ 2,42 " (x.y)#(0.0)
0, si (x,y)=(0,0)
Probar que
a. D f(0,y)=-y b. D, f (x,0)=x
c. D, F(0,0)=-1 d. Dy f(0,0) =1

De ¢ y d obtenemos que Dy, f (0,0) =D, (0,0). ;Por qué

este resultado no contradice el teorema de Clairaut—Schwarz?
Solucion

a.Casol. y=0

hy(hz—yz)
- T2 2
le(01Y)=Limf(O+h’y) f(O,y):Lim h+y
h—0 h h—0 h
. Y(hz—yz) y(Oz—yz)
= Lim = —_y
h—0 h2+y2 02+y2
Caso2. y=0
D; f (0,0)= Lim f(0+h0)-f(0.0) . 0-0_/
h—0 h h—0 h

De los casos 1y 2 obtenemos D f (0,y)=-Yy, paratodoy.
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b.Caso 1. x=0

xh(xz—hz)
— -0
f h)-f 2,12
D,  (x,0)= Lim- C0FN=F(X0) o e
h—0 h h—0 h
2 .2 2 42
:Limx(x -h ): x(x -0 ):x
h—-0  x2 +h? X2 +0?
Caso 2. x=0
- (0,0 —
D2f(0,0)=Limf(0'0+h) ( )=Lim0 O=O
h—0 h h—0 h

De los casos 1 y 2 obtenemos D, f (x,0)=Xx, para todo X.

D, f(0,0+h)-D;f (0,0 _h-—
¢. Dy, f (0,0)= Lim— (0.0+h)-D;f(0.0) _ mn=0 __,
h—0 h h—»0 h
. y = Lim = Lim =
21 h—0 h h—»0 h

El resultado Dj,f(0,0) # D, f(0,0) no contradice el teorema de
Clairaut—Schwarz porque este teorema exige la continuidad de las derivadas D, f
y D, f en(0,0), y éstas no lo son. En efecto, veamos que D;, f no es continua
en (0, 0). Haciendo los calculos correspondientes hallamos que:

X6+ oxty2 —9x2yt —y6

3

Dip f(x,y)= (x2 +y2)
0, si (x,y)=(0,0)

Si nos acercamos a (0, 0) por las rectas L: y=mx tenemos

,si (X, y)#(0,0)

Lim D, f (x,y)= LimD;, f ( x,mx
(x,y)—l>(0,0) 12 ( Y) xLo 12 ( )
(Alo largo de L)

2 4 6
CLim x0 + 9x4(mx) —9x2(m3x) —(mx)
x>0 (x2 +(mx)2)

6 2 4 6
X (1+9m -9m” —m ): 1+9m2 —om* —m®

= Lim 3 3
x>0 x0 (1+m2) (1+m2)

Si m=0, el limite es 1. Si m=1, el limite es 0. Luego Dj, f no es continua en (0, 0).
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|PROBLEMA 7.| Probar el teorema de Clairaut—Schwarz

Si fy, fy, fy y fyestan definidas y son continuas en un

conjunto abierto U que contiene al punto (a, b), entonces

fxy (a*b) = fyx (a,b)

Y P T
Solucién e N
. ~ ‘(a,b +h) (a*'h,b*'h\)\
Sea h = 0 y suficientemente pequefio para que el 4 3
rectangulo de vértices I u !
1 1
(a,b), (@a+h,b), (@,b+h)y y (a+hb+h) k y
. N @b /
esté contenido en U. ‘(\ ) (@+hb L’
~ -
Consideremos la siguiente expresion: _
X

A(h) = hiz[f (a+hb+h)—f(a+hb)-f(ab+h)+f(ab)]

Sea la funcién
gx) = f(x,b+h) — f(xb),

donde X estal que (X, b+h)y (x,b)estan en U.

Tenemos que

1
Ah) = h—z[g(a+ h)-g(a)]
Por el teorema del valor medio, existe c talque a<c<a+h y
1 , I, 1
A(h) = h—z[g (c)h] = -9 (c)= F[fx (c.o+h)—f,(cb)]

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio a f,, conseguimos un numero
d talqueb<d<b+hy

1
A(h) = H[fxy(c,ol)h] = fyy(c.d)
Ahora, si h — 0, entonces (¢, d) — (a, b) y, como fxy es continua, tenemos

%i)n(')l A(h) B (c,dIfLrI(la,b) fxy (C'd): fxy (a’b)

En forma analoga, expresamos A(h) de la forma siguiente:

A(h) = h%[f (a+hb+h)-f(ab+h)-f(a+hb)+f(ab)],
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Aplicando dos veces el teorema del valor medio y tomando en cuenta la
continuidad de fy, obtenemos que

LimA(h)= f b
hg% () yx(a)

En consecuencia, fy, (a,b)= fox (a.b)

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3

En los problemas del 1 al 15 calcular las dos derivadas parciales de primer
orden de la funcion indicada.

of 1/2 of 15 1/2
1. f(x, y) = (4x—5y)*'? Rpta. == 6(4x—5y)'?, &= -2 (4x-5
(%, Y) = (4x-5Y) pla. == 6(4x=5y) 77, == = (4x=5y)
2. f(x,y)= x%sen y2 Rpta.ﬁ= 2X sen y2 , i=2xy cos y2
OX oy
3. f(x,y) = e” (sen X —cos X) Rpta.Z—f= e¥ (cos x+senX),
X
i=ey(senx—cosx)
oy
4. .I:(Xoy):)(y—i_i Rpta.i=y+ l’ ﬂ:x_%
y OX y oy y
2 2 2
5. f(X,y)=%ln(x2+y2) Rpta, &' = 22’( - 4xy . ln(x2+y2),
X" -y X x*-y (Xz_yz)
2
.ﬂ: 22y >t ax7y 3 ln(x2+y2),
N x -y (Xz_yz)
2 y/x
6. fx,y)=eV/* m| X Rpta.ﬂ: € [2x—yln(x2/y)}
y x  x?
y/x
a_e [yln(ley)—x]
a Xy
- of  Jy o X
7. f(X,y) = tan (x y Rpta.—= Y2 — =~
(\/7) XK 1+xy o 2\/_y(1+x2y)
_ of -y of X
8. fx,y)=1t 1y Rpta.—= — 22— — =
(X, y) = tan (xj pta. — Zir W ey
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9. f(x,y)= sen”! _x Rpta.ﬂ= l y |2 ﬁ: %
X2+y2 OX X“+y 5“}/ |y|(x +y)
2 2 2
10. f(x,y)= xY Rpta.ﬁ= y2xy i=2y x¥ Inx
OX oy
11. f(x,y)= x¥ +y* Rpta.i= yxy‘1+yxlny,.i= Xy 4+ xYIn x
OX oy
e X 2 5 5
12. f(x,y) = et dt Rpta.i: X, ﬂ:_ey
o y ax ay
([ * of of
13. f(x, y) = (ese“t+l)dt +'[ (ese“t—l)dt Rpta. & =2, S =2
o X y ax ay
@ sen X 5 5
14. (x,y) - et Rpta. & = cosx e, gy
o y 8)( ay
o X2+ y2
2,2
15. f(x,y) = teldt Rpta_%: 2X(X2 +y2)ex +Y7_ e
v X

?y: Zy(x2 + yz)e"2er2

En los problemas del 16 al 21 calcular las tres derivadas parciales de primer
orden de la funcion indicada.

_ ! o X
16. f(X9y5Z)_ 1_X2_y2_22 Rpta o (l_xz_y2_22)3/2 s
ﬂ: y ﬂ: z
ay (1—X2—y2_22)3/2 ’ oz (I_Xz_y2_22)3/2
17. f(x, y,2) = eX(X2+y2+Zz) Rpta-z_i: (3x2 +y+ Zz)ex(xz+y2+zz)
q: 2Xyex(x2+y2+zz) , ﬂzzxzex(xhyzﬂz)
oy oz

18. f(x,y,2) =(1—x2 —y?- zz)e"‘yZ Rpta.g—i:[yz(x2 +y? 472 —1)—2x}e"‘yZ

of _ 22,2 4\ 7xyzﬂ_[ 2.2, .2 4\ }7xyz
a—y—[xz(x +y +1z 1) Zy}e o xy(x +y +1z 1) 27 |e
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2.3
19. f(x,y, z) =cot ™! ; 3 Rpta.i: —y224 -, o _ 2x2yz4 -
Xy“z OX  1+x7y*z° 0y 1+x°y"z
of 3xy222
0z 246

20. f(x,y,2)= ln{

1—+/ X2 +y? + 22 af_ 2X
1+\/x2+y2+z2 \/x +Yy +zz(x +y +z —1)
2y of _ 27

N x2+y2+22(x2+y2+z2—1) 2N x2+y2+22(x2+y2+22—1)
In(xyz)
21.f(x, y) = 1+etdt Rpta a. —1/ 1+xyz —  1+e*¥*+?

X+y+z

—=— l+xyz — N 1+ | l\/1+xyz—\/ 14e*HY+?
z

Q[

En los problemas del 22 al 26, evaluar la derivada parcial indicada

22.f(x,y) = cos ' (xy), f,(1,1/2)  Rpta f,(1,1/2)=3/3
23. f(x, y) = tanfl(xzy) + tanfl(xyz) f,(1,1)  Rpta f,(1,1)=372
24. f(r, )= r’*tan 0 — rsen 6, fy(1,7/4) Rpta fy(1,7/4)=2-+2/2

25. f(x, y,2)= senh(</2) +senh*1(x2yz), f,(1,1,0) Rpta f,(1,1,0)=1

26. f(x, v, 2) :\/ sen’X +sen’y +sen’z , f, (0, 0,z/4) Rpta f, (0, 0,7/4)= \/—2/2

En los problemas 27 y 28, hallar el valor de las derivadas parciales indicadas
aplicando la definicién

Soyd
27. D;f(0,0)y D,f(0,0)si f(x,y)= x2+§2 ,si (x,y)#(0, 0)
0, si (x,y)=(0, 0)

Rpta. D; f (0, 0) =1, D,f (0, 0)=1

2X2 2 .

28. D;f (0, 0)y D,f(0,0)si f(xy)= ﬁ si (x,y)#(0, 0)
0, si (x,y)=(0, 0)

Rpta. D, f (0, 0) =0, D,f (0, 0)=0
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En los problemas del 29 al 31, calcule f,, y fy,. Verifique que las derivadas

cruzadas son iguales. Esto es, f,, = fy,.

29. f(x,y)= exseny Rpta fxy = excosy: fyx
30. 1xy)= e+ Rpta fy =3€* (3 +3) ==
y y
31. fx,y)= tan(lJ Rpta fx Z—Lsec(l 1+ﬂtan Xj = f
X e X X X yx

En los problemas 32 y 33, calcule Dy, f, Dy, fy Dy f. Verifique que
Digp f = Dyiaf = Doy f

32. f(x,y)= x*¥+ y’Inx Rpta Dyy, f = Doy f =Dy  f =xe¥ + oy
X

33. f(x,y)= x%cosy + y’senx
Rpta D122 f= D212f = D221 f =—2xcos Yy +2 cos X

34.Siz= Xy , verificar que x6—2+ ya—:z
X+y OX oy
34.Siz=sen”! X2y , verificar que Xng yQZO
X+Yy OX oy
: 2 2 . o4 0z
35.Siz= 1n(X +Xy+Yy ),Venﬁcar que X—+ y—=2
OX oy
36.Siw= Yz, X , verificar que X%+ y%+ 2%22
X X y OX oy oz
37.Siw= ;,Veriﬁcarque X@-i- y@+ z% =—w
Xy + YZ + Xz OX oy oz
38.Siw= Eln(lj,veriﬁcarque X%-i- y@+ Z@ =0
X X OX oy oz
39.Siw= ;m,veriﬁcarque X;ﬂ-i- y@+ Z;ﬂ :g
(< +v?) oy a

n
40.Siw = X-y+z , verificar que X@Jr y@Jr Z@ =0
X+y-12 OX oy 0z

En los problemas del 41 al 43, verificar que la funcion dada satisface la

2 2
ecuacién de Laplace: 8—22 + a_zz =0
OX oy
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41. z= l(ex —e_y)sen X 42.7= tan”! (lj
2 X
43. z=sen xsenhy + cos X senh Yy

En los problemas 44 y 45, verificar que la funcion dada satisface la ecuacion de
2 2 2
Laplace tridimensional a—; + 6_121 + 6—3:0:
OX oy oz

44. u= I S 45. u=e®Weos ¢z

JxC+y?+z?

En los problemas 46 y 47, verificar que la funcién dada satisface la ecuacion

2 2
de ondas: 6—22= aza—zz.

ot OX
46. 2= In(x+at) 47. 7= X" + cos (kx + akt)

En los problemas 48 y 49, verificar que la funcion dada satisface la ecuacion

2
0z 0“1z
del calor: == a%22 =,
ot 6)(2
_ X n2
48. 7= e 'cos= 49. 7= e " ¥gen nx
a

2 2 2

50. Siz= (x—y)In(x+y) verificar que E—2£+ﬂ=0
oxr  oxoy  oy?

o’z _ 1 . o’z

Xy ox’ey  oylox

51. Siz= tan™' (lj verificar que
X

3 3
52. Siz= ye* +xeY verificar que 8—22= 6—22
Oxoy oy~ ox
%71 oraz
53. Si f(x,y) =g(x)h verificar que¢ Z——= ——
(x.y) = 9(x)h(y) ez oy
( : f(xy) Y g
54. Si x,t)= verificar que X,¥)= e~ dusatisface la
90 = o 1 y ,f .

2

ecuacion del calor a_ a’ E

ox?

55. La ley del gas ideal nos dice que PV = nRT, donde P es la presion, V es el
volumen, T es la temperatura, n es el nimero de moles del gas y R es una
constante fisica.

a. Despeje cada una de las variables P, V y T en término de las otras y hallar
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® N ar
YA R
b. Muestre que PV IT -1 c. Muestre que Tﬂ N nR
ov oT oP oT o1

56. Sea la funcion f (x,y) = eaHbyg(x,y). Hallar los valores de a y b para los

cuales se cumplen que:
gx(xy)= gy (x.y) =1, fe(x.y)= fy(xy), fy(xy)+1=fy(xy)+a
Rpta.a=b=1

En los problemas 57 y 58 demuestre que las funciones f y g satisfacen las
siguientes ecuaciones, llamadas ecuaciones de Cauchy—-Riemann.

fx =0y Y fy =—0y
57. f(x,y) = e*cosy, g(x,y)= e’seny
58. f(x,y) = ln(x2+y2), g(x,y) = 2tan’1(y/x)

59.8i f y g satisfacen las ecuaciones de Cauchy—Riemann, f, =g, y f,=-0,,

. g %1 %z
probarquef, g y f +g satisfacen la ecuacion de Laplace: —S t—== 0
OX
2,,2
X7y .
——,si (X,y)=(0,0
60.Si f(x,y) =1 x*+y* (6y)#( ), probar que
0, si (x,y)=(0, 0)

a. D;f(0,0)=0 b.D,f(0,0)=0 ¢ D;,f(0,0)=0 d. Dy f(0,0)=0

61. Sea f(x,y)= {than_l(y/x)—yztan_l(X/y), six#0 yy#0

0, six=0 6 y=0
Probar que
a. D f(0,y)=-y b. D, f (x, 0)=x
C. Dlzf(o, O)=—1 d. D21f(0, 0)=1

En los problemas del 62 al 67, hallar las ecuaciones simétricas de la recta
tangente a la curva de interseccion de la superficie con el plano, en el punto
indicado.

62. Superficie z= X2 + 8y2, Plano: y=1, Punto: (2,1, 12)
X-2_z-12

Rpta. —— , y=1
p 1 4 y
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63. Superficie z= x>+ 8y, Plano: x=2, Punto: (2, 1, 12)

Rpta. y-1_2z-12

R 2
1 16
52
64. Superficie Z=2—? -y, Plano: y=1, Punto: (1,1, 1/2)
x-1_z-1/2
Rpta. — = =1
p 1 R y
2
65. Superficie z=2 - — —y, Plano: x=1, Punto: (1,1, 1/2)
Rpta. y-1_z=1/2 , x=1

1 -1
66. Superficie z= 4 36-5%> —7y2 , Plano: y=1, Punto: (2,1, 3).

Rpta_ X_—2 = Z__3

1 -10/3°
67. Superficie z= +/ 36-5x> -7y, Plano: X =2, Punto: (2, 1, 3).

Rpta y__1= Z__3,
1 =73

SECCION 3.4

FUNCIONES DIFERENCIABLES, PLANOS TANGENTES
Y
APROXIMACION LINEAL

FUNCION DIFERENCIABLE
Para el caso de una funcion de una variable dijimos que Yy = f(X) es diferenciable

en el punto a si existe la derivada f'(a). La mera existencia de la derivada f'(a)
nos garantizo tres resultados importantes:

1. La grafica de y=f(X) tiene una recta tangente en el punto (a, f(a))
2. La funcion y=f(x) es continua en a.

3. Los valores f(X) con X cercano a a pueden aproximarse con los valores de
una funcion lineal.

En el caso de una funcion de varias variables, la mera existencia de las derivadas
parciales no garantiza resultados similares a los anteriores. Asi, en el ejemplo 6 de la
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seccion anterior se presentd una funcion de dos variables que tiene ambas derivadas
parciales en (0, 0) y, sin embargo, no es continua en este punto.

En esta seccion presentamos el concepto de diferenciabilidad para una funcion de
dos variables, el cual nos permitira rescatar los resultados que corresponden a los
tres antes mencionados. Esto es, si z = f(X, y) es diferenciable en el punto (a, b),
entonces se debe cumplir que:

1. La graficade z=f(X,y) tiene un plano tangente en el punto (a, b, f(a, b))
2. La funcion z =f(X, y) es continua en (a, b).

3. Los valores f(X, ¥) con (X, y) cercano a (a, b) pueden aproximarse con los
valores de una funcion lineal.

Sea z =f(x, y) una funciéon definida en un conjunto abierto U y (&, b) un punto
de U. Se llama incremento de f, y se denota por Af o Az, a la diferencia de los
valores de f en los puntos (a+A4x,b+4y) y (a,b). Esto es,

Az=Af = f(a+Axb+4y) — f(ab)

DEFINICION. | Funcion diferenciable.
Sea f: U C R?- R, donde U es abierto. Sea (a,b) un

punto de U. Diremos que f es diferenciable en (a, b) si existen
fy(ab) y fy(ab)y ademis Af puede escribirse de la forma:

Af = f,(ab)ax+ f,(ab)dy+ gAx+ g4y
donde -0 y & — 0 cuando (4x,4y)— (0, 0)

La funcion f es diferenciable en U si f es diferenciable en
todo punto (a, b) de U.

EJEMPLO 1.| Probar que la funcion f ‘R>> R, f(x,y) = X2 + y2

es diferenciable en R?.
Solucion

Sea (a,b) cualquier punto de R? . Probaremos que f es diferenciable en (a,b).

Tenemos que:  f, (a,b)=2a, fy (a,b)=2b y

Af =f(a+4x,b+4y) - f(ab) = (a+Ax)2+ (b+4|y)2—a2—b2

a?+2aAx + (Ax)> + b2+ 2bdy + (Ay)’ —a® —b?

2aAx +2bdy + (Ax)2+ (Ay)2

Si hacemos & =A4X y & = 4y, obtenemos
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Af = f,(ab)ax+ fy (ab)dy+ gax+ g4y
Ademis, & =AX—>0 y & =A4y—0 cuando (4x,4y)— (0, 0)

En consecuencia, f(X, y) = x> + y° es diferenciable en (a, b)

DEFINICION.|Sea f:UC R?>— R, donde U es un conjunto abierto U de R?

1. La funcién f es de clase c(©) (se lee: “C cero”) en Usi f es
continua en U. Denotaremos con C(O) (U)al conjunto de
todas las funcién de clase ¢(®) en U.

2. La funcion f es de clase C(l) (se lee: “Cuno”) en U si sus
derivadas  parciales f{(x,y) y f,(X,y) existen y son

continuas en todo punto (X, y) de U.
Denotaremos con C(l) (U) al conjunto de todas la funcion de

clase C(l) en U.

En general, probar que una funcion es diferenciable es un trabajo laborioso. Para
una buena cantidad de funciones, el siguiente teorema nos alivia este trabajo.

|TEOREMA 3.7| Sea f: UCR?— R, donde U es un conjunto abierto de R?.

Si f es de clase C(l) en U, entonces f es diferenciable en U.
Demostracion

Ver el problema resuelto 9.

EJEMPLO 2.| Probar que la funcion f(x, y) = 3x° - 2Xy + y3

es diferenciable en R>.
Solucion

Sea (x,y) cualquier punto de R?. Las derivadas parciales de f son
2
fe(x,y)=6x=2y, f,(xy)=-2x+3y",
las cuales son continuas en R*. En consecuencia, por el teorema anterior, f es
diferenciable en R?.

Es facil ver que cualquier polinomio de dos variables es diferenciable en R” .
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| OBSERVACION.| La proposicion reciproca al teorema anterior es falsa. Es decir,

. . . . 1
existen funciones diferenciables que no son de clase C( ) .

En el problema resuelto 8 probaremos que la siguiente funcion

_ (x2 +y2)sen(l/«/ x? +y2), si (X,y);&(O'O)

0, si (x,y)=(0,0)

es diferenciable en el punto (0, 0) y, sin embargo, sus derivadas
parciales no son continuas en este punto.

f(xy)

DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

El siguiente teorema nos proporciona uno de los resultados buscados.

| TEOREMA 3.8] Toda funcién diferenciable es continua

Sea la funcién f: U C R* - R, donde U es abierto. Si f
es diferenciable en U, entonces f es continua en U

Demostracion

Ver el problema resuelto 10.

COROLARIO. Toda funcién de clase C(l) en U es de clase C(O) en U. Esto es,
cYu)c )
Demostracion
Si f esde clase C(l) en un abierto U, por el teorema 3.7, f es diferenciable en U

y, por el teorema 3.8, f es continua en U. Esto es, f es clase C(O) en U.

DEFINICION. | Sea f: UC R? - R, donde U es abierto.

1. Seak > 1. La funcién f es de clase C(k) en U sitodas sus
derivadas parciales de f de orden k existen en todo punto de U
y éstas son continuas en U.

2. La funcion f es de clase C(OO) en U si f tiene todas sus
derivadas parciales de todo orden y éstas son continuas en U.

EJEMPLO 3.| Las siguiente funciones son de case C(OO) en R?

1. f(x,y):x3 sen (xy) 2. g(x,y)=ye?
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Con los mismos argumentos usados en el corolario anterior se prueba que:

cduyc... c dPu)yc

)< )

PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL AL GRAFICO

DE UNA FUNCION z = f(x

,Y)

Sea z = f(X, y) una funcién de clase C(l) en un conjunto abierto U de R? ysea S

la superficie determinada por la grafica de f. Sea Pg = (x0 VYo ,ZO) un punto de S,

donde z,=f(X,,Y,). Es natural definir el plano tangente a la superficie S en el

punto Pg =(x0,y0,zo) como el plano de R’ que contiene a todas las rectas

tangentes en el punto Pg a las curvas de S que pasan por Pg.

Al inicio de la seccién anterior, cuando se tratd la
interpretacion geométrica de las derivadas parciales, se

presentd a las rectas Ly y L que son tangentes en el
punto Po a las curvas C; y Cj que se obtuvieron
intersectando la superficie S con los planos verticales
Yy =Y,, X =X,. Estas dos rectas determinan un plano.
Este es el plano tangente que buscamos. En efecto, mas
adelante probaremos que la condicion de que z = f(x, y)
sea de clase C(l) garantiza que este plano contiene a todas
las rectas tangente a las curvas de S que pasan por Po.

U de R>. Sea (X5:Yo) un punto de

X (Xl)v y01 0)

DEFINICION. | Sea z = f(X, y) una funcion de clase C(l) en un conjunto abierto

Uy z,="F(x.Y) El

plano tangente a la superficie z = f(X, y) en el punto Py =

(X9:Yo:2o) es el plano que contiene a

punto Po = (X,,Y,,Z, ) a las curvas:

las rectas tangentes en el

LCi:z=1(xYy,) vy 2.Ca:z=1(x,Yy)

| TEOREMA 3.9 | Plano tangente a la superficie z = f(x, y).
Sea z = f(X, y) una funcion de clase C(l) en un conjunto abierto

UdeR?. Sea (X,,Y,) unpuntode Uy z, = f (%Yo )-

Un vector normal al plano tangente a la superficie z = f(X, y) en

el punto Po= (X,,Y.2,) €8

n= <fx(x0,y0), fy(xo,yo), —1>
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El plano tangente a la superficie z = f(X, y) en el punto
Po= (X,.Yo:2,) tiene por ecuacion

fX(Xo’yo)(X_Xo)+ fY(Xo'yo)(y_yO) - (Z_ZO) =0

O bien,

2= (% Yo) T (X0 Yo )(X=%) + fy(X:¥o)(Y=Yo)

Demostracion
Un vector director de larecta L, tangente a lacurvaCy:z= f (X, Yo ), Yy=1Y,,es

T1:i+ fx(xovyo)k:<l’0’ fX(XO’yO)>

Un vector director de la recta L, , tangente a la curva Cp: z = f (X0 , y), X=X, €8
Ta=j+ fy(%.Yo) k=0, 1, fy(%,.Yo))

Un vector normal al plano tangente es

k

]
0 fY(Xovyo)
1 £ (%0 Yo)

n={0,1, f,(X.¥o))x {10, fx(X.Yo)) =

o —_ e

= (e (0 %) Fy (%0 ). 1)

En consecuencia, la ecuacion canonica del plano tangente es

fx(xo’yo)(x_xo)+ fy(XO’yO)(y_yO) - (Z_Zo) =0

O bien, despejando z y tomando en cuenta que Z, = f (X, Y, ),

2= (%0 Yo)F (X0 Yo)(X=%) + fy (%, Yo (Y= Yo)

Se llama recta normal a la superficie z= f(X,y) en el punto Po = (X,,Y,.2,) @

la recta que pasa por Py y es perpendicular al plano tangente. Un vector director
para esta recta es el vector normal n:

n= <fx(xo,yo),fy(x0,y0), —1>

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta normal son:

X=Xy + fy (X, Yo )t

y=Yo+ fy (X1 Yo )t X~ = =
(6] y 0170 ) fX(XO,yO) fy(XO,yO) _1
z7=17,-t
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2 2

EJEMPLO 3.| Sea el paraboloide eliptico z = % + ¥

4
1. Hallar la recta normal al paraboloide en el punto Pg = (3, — 4, 2).

2. Hallar el plano tangente al paraboloide en el punto Py = (3, — 4, 2).
Solucion

\o|><,\J

2
Si z=1(x,y) + yT , tenemos que f(3,-4)=2 vy

2X
f (X,y) =? = f,(3-4) =

W | N

, fy(x,y)=%: f,(3-4)=-2 y

n=(f,(3,-4),fy (3-4),-1) = (2/3, -2, -1)
Luego.
Xx=3 _y+4_z-2

1. La recta normal es: .
2/3 -2 -1

2. El plano tangente es: z=2 + %(X—?)) — 2(y+4).0Obien, 2x -6y —3z2-24=0

APROXIMACIONES LINEALES

Observando una superficie y uno de sus planos tangentes podemos concluir que
los puntos del plano cercanos al punto de tangencia estan proximos a la superficie.
A continuacion formalizaremos este resultado.

Sea z = f(X, y) una funcion de clase C(l) en un conjunto abierto U de R?. Sea
(8, b)un punto de U y c=f(a, b). De acuerdo al teorema 3.7, f es diferenciable en
el punto (a, b) y, por tanto,

Af = fy(ab)ax+ f, (a,b)ay+ gax+ g4y
donde & — 0y & — 0 cuando (A4x,4y)— (0,0).

En consecuencia, si 4Ax y Ay son pequefios, Af y fy(ab)ax+ fy(ab)dy

estan cercanos. Esto es,
Af = fy(ab)ax+ f,(ab)Aay €)

Considerando que 4 f = f(a+4x,b+A4y)—f(ab) y haciendo x =a + 4,

y=b+ Ay, tenemos que AX=X—-a, Ay=Yy—Db, y a la expresion (1) la podemos
escribir asi:

f(xy)=f(ab)+ fi(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b)

Los términos de lado derecho de la aproximacion anterior corresponden a la
ecuacion del plano tangente. Con estos definimos la siguiente funcion lineal:
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L(x,y)= f(ab)+ fy(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b),
a la que llamaremos funcién de aproximacién lineal de f en el punto (a, b).

La aproximacion,

f(xy)=L(xy) = f(ab)+ fy(ab)(x-a)+f,(ab)(y-b)

recibe el nombre de aproximacion lineal o aproximacion tangencial de f en el
punto (a, b).

Sea f(x, y) =y 26—x* ~2y?

1. Hallar la funcion de aproximacion lineal de f en el punto (3, 2).

2. Hallar una aproximacion lineal de f (3.01, 2.06). Compare la
aproximacion con el valor real.
Solucion

1. Tenemos que f(3,2)= 26-32 —2(2)2 =3,

) e 2=
) —4 4
fy(ny) :—y’ fY(3’ 2):72_5.

\ 26-x% —2y?

L(x,y)=3-(x-3)— %(y—z)

Luego,

2. £(3.01,2.06)~ L(3.01,2.06) = f (3, 2) —(3.01-3) —%(2.06—2)

=3-0.01 —;(0.06) =291

El valor de f (3.01, 2.06) con 9 cifras decimales es f(3.01, 2.06) = 2.907352748
y la aproximacion lineal es L(3.01, 2.06) =2.91

DIFERENCIALES
Sean z= f(X,y) y AX y Ay los incrementos de X y de Y.

1. Las diferenciales de las variables independientes X ¢ y son
dx=4ax y dy=4ay

2. La diferencial total de la variable dependiente z es
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0z oz
dz= &dx + Edy = fx(x’y)dX+ fy(x,y)dy

La diferencial dz también es denotada por df.

Sabemos que Af =~ f, (a,b)Ax + f, (a,b)4y. Luego,

Af =df =dz

Ademas, si tomamos dx=Ax=X—-a y dy=A4y=y—b en la formula que
define a la diferencial total, obtenemos:

dz= fy(ab)(x—a)+ f,(ab)(y-b)

En consecuencia la aproximacion lineal la podemos expresar asi:

f(x,y)~ f(ab)+dz

EJEMPLO 5.] Sea la funcion z= f(x,y) =x' —xy +y’

1. Hallar la diferencial total dz

2. Si el punto (2, 3) cambia al punto (2.01, 2.98), utilice la
diferencial dz para hallar un valor aproximado de A f. Halle la
correspondiente aproximacion lineal de f (2.01, 2.98).

Solucién
1. Tenemos que: dz = gdx + Qdy, o _ 4x3 —2Xy, @:_Xz + 3y2
OX oy OX oy
Luego, dz= (4x3 —2xy)dx+ (—x2 + 3y3)dy

2. Tenemos que: (2.01, 2.98) = (2 + 0.01, 3 — 0.02). Luego, hallando el valor de la
diferencial dz para el caso, x=2, y=3, dx=0.01 y dy=-0.02, obtenemos:

dz=[4(2)° ~2(2)(3) (0.01)+ [~(2)" +3(3)° (- 0.02)= =026
e Af ~—026

Por otro lado, sabemos que: f(x,y) ~ f(a,b) + dz.Luego
f(2.01, 2.98)~ f(2,3) + (- 0.26) = 2* = (2)°(3) + 3° + (- 0.26)=30.74

Esto es, f(2.01, 2.98) ~ 30.74
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EJEMPLO 6.| Mediante diferenciales halle un estimado de

J 35.94 327.09

Solucion

En primer lugar observamos que + 36 J27= 6(3) = 18. Este resultado nos
sugiere que tomemos la funcion

2= 1, y)=Vx 3y y elpunto (36, 27)
Tenemos que:

o) = 3L = g (6 27) - 2 L
xaw WX xae 236 4
fy(x.y) = Ix_ f,(36,27) = 220 -2

33y2 33272 9

Sabemos que
f(x,y)~ f(ab)+dz, dondedz= f,(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b)

O sea,
f(x.y)= f(ab)+fi(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b)

En nuestro caso, X =35.94, y=27.09, a=36, b=27. Luego,
V35.94 327.09 ~ V36 3/ 27 + %(35.94—36)+ %(27.09—27)
=18 +%(— 0.06) + %(0.09) =18-0.015+0.02= 18.005

Una calculadora (que también es una aproximacion) nos da 18.00495491.

INCREMENTO ABSOLUTO, RELATIVO Y PORCENTUAL

Tenemos una funciéon z = f(x, y) y un punto (a, b) de su dominio del cual nos

movemos a un punto cercano (a+Ax,b+Ay). Al incremento en los valores de

z=1(x,y) y asuaproximacion podemos expresarlas de tres maneras:

Incremento Absoluto: Af Aproximacion Absoluta: df
. Af S . df
Incremento Relativo: Aproximacion relativa:
f (a,b) f(ab)
Af L df
Incremento Porcentual: x100 Aproximacion Porcentual: x100
f (a,b) f(ab)
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EJEMPLO 7.| Los catetos de un triangulo rectangulo miden 6 y 8 pulgadas. Al

cateto mas corto se lo alarga 0.4 pulgadas y al otro se lo acorta
0.2 pulgadas. Usando diferenciales, hallar:

1. Una aproximacion (absoluta) del cambio de la hipotenusa.
2. Una aproximacion relativa del cambio de la hipotenusa.

3. Una aproximacion porcentual del cambio de la hipotenusa.
Solucién

En general, si los catetos miden X ¢ y pulgadas, la longitud de la hipotenusa es

2= f(x,y)=y X*+y*,

cuya diferencial total es

X y
dz= dx + dy
\/ X2 + y2 \/ X2 + y2
Cuandox=6,y=38, dx=04 y dy=-10.2 tenemos:

6 8 6 8
1. Az~dz= ——(04)+ ——(-0.2) = —(0.4)+ —(-0.2) =0.08
S /62+82( ) /62+82( ) 10( ) 10( )

Luego, la hipotenusa se alarga aproximadamente 0,08 pulgadas.

Az dz 0.08
~ =222 _0.008
£(6,8) (6,8 10
3. A 100~ —% L 100= 0.008x100=0.8 %
f (6, 8) f (6, 8)

ESTIMACION DEL ERROR MAXIMO

Buscamos evaluar la funcion z = f(x, y). Para esto, en primer lugar, debemos
evaluar las variables X e Y. Supongamos que estas dos tltimas evaluaciones se han
hecho con error AX y Ay, respectivamente. Al evaluar z = f(X, y). con estos errores,
se cometera el error

Az =f(x+ Ax, y + Ay) — f(x, y).

Si los errores AX y Ay son pequefios, el error Az puede ser aproximado por la
diferencial dz. Esto es,
df

Az~dz= ﬂAx + —Ay= ﬂdx + ﬂdy
dx dy dx dy
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En esta expresion, tanto las derivadas parciales como los errores, pueden ser
negativos. Tomando valores absolutos:

| Az | ~|dz | < | 4y |

‘|Ax|+

Si A(m)x A(m) y son los valores absolutos de los errores

E

y ‘A(m)z

maximos de las magnitudes X, Y, z, respectivamente, entonces una estimacion del
maximo error al evaluar z es

‘ A(m)z ‘ df
dx

df

dy

‘ A(m)x ‘ +

| amy| M

EJEMPLO 8.| El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura h esta

dado por V = 2r’h Al medir el radio se obtuvo 8 cm., con un
error de a lo mas 0.1 cm. Al medir la altura se obtuvo 25 ¢cm, con
un error de a lo mas, 0.12 cm.

1. Usando diferenciales estimar el maximo error que se comete al
calcular el volumen con estos datos.

2. Estimar el maximo error porcentual.
Solucion.

1. Tenemos que: V= zr’h y dv= (jj—vdr +(3j_\r<dh = 2zrh dr + zr%dh
r

Si Ar y Ah son los errores cometido al medir el radio r y la altura h, nos

dicen que | Ar | <0.1ly | Ah |S 0.12. Para hallar el méaximo error al calcular
el volumen, tomamos los errores maximos al medir r y h. Esto es, tomamos

dr=|4™r|=0.1 y dh=|a™h|=0.12

Luego, de acuerdo a la formula (1), una estimacion para el maximo error en el

s

= [ 2arh || a™r | + | 2r? || 4™n |

calculo del volumen es

‘ A(m)v ‘ av.

dr ‘ A

= 21(8)(25)(0.1) + 7(8)*(0.12) = 40m + 7.68
— 47.681 cm’.

e . 3
Esto es, el maximo error al calcular el volumen es, aproximadamente, 47.687 cm’.
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2. Tenemos que parar =38 y h=25, el volumen es
V = z(8)%(25)=1,600m cm’.
Una aproximacion al maximo error porcentual es

(m)
‘ ATV _ 47.687

,6007

x100 x100=0.95 %

FUNCIONES DE TRES O MAS VARIABLES

Todos los temas anteriores tratados para funciones de dos variables se extienden
de forma natural a funciones de tres o mds variables.

Asi, si se tiene la funcion w = f (X,y,z), su diferencial total es

aw=PMax + Moy + Mg,
OX oy oz

Si (a,b,c) es un punto del dominio de f y a se incrementa en Ax, b se incrementa

en Ay, C se incrementa en Az, el incremento de la funcion es

Aw = Af = f (a+Ax,b+A4y,c+4z) - f(ab,c)

y la aproximacion lineal es

f(xy,z) =~ f(abc) + fy(abrc)(x-a)+ f,(ab,c)(y-b)+f,(ab,c)(z-c)

EJEMPLO 9. | Se planea construir un tanque rectangular de cemento para

almacenar agua. Las medidas interiores del tanque deben ser: 1.8

m de largo, 1.5 m. de ancho y 1.2 m de profundidad. Si el tanque

no tendra tapa y el grosor de sus paredes deben ser de 10 cm., usar

diferenciales para estimar el volumen de cemento necesario.
Soluciéon

Si x es el largo, y es el ancho y z es la profundidad, entonces el volumen y la
diferencial total son:

V = xyz, dV:ﬂder ﬂderﬂdz=yzdx+ xz dy + xy dz
OX oy oz

Al largo X = 1.8 m se lo incrementa en dx =20 cm. = 0.2 m (10 cm. en cada
extremo)

Al ancho y = 1.5 m se lo incrementa en dy =20 cm. = 0.2 m (10 cm. en cada
extremo)



Cap.3 Derivadas Parciales 231

A la profundidad z = 150 cm se lo incrementa en dz = 10 cm. = 0.1 m (no hay
tapa)
Luego,
AV ~dV = (1.5)(1.2)(0.2) + (1,8)(1.2)(0.2) + (1.8)(1.5)(0.1)
=036+ 0.432+0.27=1.062m’

. . 3
El volumen de la mezcla necesaria es, aproximadamente, 1.062 m

PROBLEMAS RESUELTOS 3. 4

[PROBLEMA 1.] Sea S el grafico de la funcion (x,y)=x +y + 4In(xy)

1. Hallar el punto Po=(X,,Y,.Z,) de S en el cual el plano
tangente es paralelo al plano 5x+5y—-z+3=0

2. Hallar el plano tangentea S en el punto (X,,Y,,Z,)-

Solucion

1. Tenemos que:

4 4
fy (X,Y) =1+; = fy(X0:Yo) =1+X—
0

fy(x,y) :1+i = fy(xo,yo) =1+ 4
y Yo

Un vector normal al plano tangente en el punto Po = (X,,Y, .2, ) €S

n= (Hi, 1+i, —lj
XO yO

Un vector normal al plano 5Xx+ 5y —z+3=0es

n=(575 -1
Como el plano tangente y el plano 5X + 5y — z + 3 = 0 son paralelos, los vectores
normales ny y mp son paralelos. Esto es, existe A tal que

(14 4/%,, 1+ 4/y,, =1)= (5,5, -1) =>-1=A(-1)=> r=1=

1+4/x, =5

=X =1 =1
1+4/y0:5 Xo YYO

(1+ 4/%,, 1+ 4ly,, -1) =(5,5, 1) = {
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Ahora, zo= f(X,,Y,)= f(I,1)=1+1+4In(()1))=1+1+40)=2
El punto de tangencia (X,,Y,.Z,) = (1, 1, 2).
2. Sabemos que la ecuacion del plano tangente en el punto (Xo,yo,zo) es
2= (%) + (%) (- 50) + Ty (%) (Y~ o)
En nuestro caso, f (1, 1)=2, f, (1, 1)=5, fy (1, 1)=5. Luego,

z=2+ 5(x-1)+ 5(y—1) ,obien 5x+5y—-z—-8=0

|PROBLEMA 2.| Sea S la superficie z = LS y P0=(X0 VYo ,Zo)un punto de S.
Xy

1. Probar que el plano tangente a S en el punto (X0 VYo ,Zo)puede

escribirse en la forma:

i+l+i=3

Xo Yo Z,

2. Probar que todos los tetraedros formados
por los planos tangente a S tienen
volumen constante igual a

v="2k|
2

Solucion
1. Sabemos que el plano tangente a S en el punto (X0 VYo ,zo)
esta dado por
z=f (X01y0) + 1y (Xo’yo)(x_xo) + fy (Xo’yo)(y_ yo) @)

k
P = f Vo) =
ero, Z, (X01Yo) .
k
fX(X,y)— _T: fX(Xo’yo)__ P
X7y X5 Yo
k k
fy(xy)= — = f,(X,Yy)= ———=
Y( ) xy2 y( 0 0) Xoyg

Reemplazando estos valores en (1):

k k k
- X=X - ——(y-VY,) =
Xo Yo xoyo( 0) xoyg( 0)

Z:



Cap.3 Derivadas Parciales

233
K K K k K
7= - X+ - —5 v+ =
X0 Yo X5 Yo Xo Yo Xo Yo Xo Yo
7 X+ y+z=3 =
X5 Yo X0 Yo *o Yo
Dividiendo la expresion anterior entre z, = K :
XO yO

+ Y223

X
XO yO ZO
2. Tomamos un punto P

> =(X.Yo:2,) cualquiera de S. Por la parte 1, una
ecuacion del plano tangente en este punto es

X,y z
Xo Yo Z
Si (a, 0,0), (0,b,0) y (0,0,¢c

y eje Z, respectivamente, entonces

=3

0
) es el punto donde plano corta al eje X, eje Y

X Yo Zo X Yo %
£+£+i=3:>c=3zo.
XO yO ZO

El volumen del tetraedro es:

V= Yabe = )52 [ = 2] )0 (2)|

9

2

o)) |- 21x

[PROBLEMA 3.] El volumen de un conoo circular recto esta dado por

V= l7r|’2h
3

Al medir el radio r se comete un error de a lo mas 2 %, y al
medir la altura h se comete un error de a lo mas 1 %.

Estimar el maximo error que se comete al calcular el volumen.
Solucién

Se tiene que:

dr

ﬂ><100
r

<1. O bien,

<2y ‘ d—r:]XIOO

<0.02 y ‘dhh <0.01
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Ahora,

av = Mar+ Man = 2 zrhdr + L 2r2dn

or oh 3 3
2

ﬂ _ 213 7rrherr 1/3 =r dh: 2ﬂ +d_h

\% 13 zr*h 13 zr*h r h
Luego,

N || 0r poh|_ylor oh <2(0.02) +0.01 = 0.05

V r h r

Esto es, al calcular el volumen el maximo error relativo cometido es,
aproximadamente, 0.05. El maximo error porcentual es, aproximadamente, 5 %.

[PROBLEMA 4.| El periodo de oscilacion de un péndulo esta dado por

T=2z{Llg,

donde L es la longitud y g es la aceleracion de la gravedad.

El péndulo es llevado de un lugar donde g = 32 pies/seg2 a un

lugar cerca del polo norte, donde g = 32.2 pies/segz. Debido al
cambio de temperatura, la longitud del péndulo cambid de 2 pies a
1.97 pies. Estime el cambio del periodo.

Soluciéon

Tenemos que:
M g- " dL

g - — E—Ldg
og = JoL  gJoL

L=2, AL=-0.03, g=32 y dg=02

dT = ﬂdL +
oL

Luego,
2
AT ~dT= ——(- 0.03) - L(0-2)
32(2) 32,/32(2)
= 2(-0.03) - Z-(02) =- 034 00167
8 128 64

Esto es, el periodo del péndulo disminuye, aproximadamente, 0.0167 segundos.

[PROBLEMA 5.] Dos lados de un triangulo miden 6.1 my 5.92 m, y el 4ngulo
que forman es de 62°. Mediante una aproximacion lineal y la
ley de los cosenos, estimar la longitud del tercer lado. La ley de
los cosenos dice:
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¢ =a%+ b%— 2abcosh
Solucion b

Sea c= f(a, b, 6)=\/ a% + b% —2ab cos@ . Entonces
dc= f,(a, b, )da + fy(a,b,0)4b + f,(a,b,0)46 7y

Cuando a=6, b=6, 8=60°= %, entonces

Aa=61-6=0.1, Ab=594-6=-0.06, AH:62°—60°:2°:9—7;,

(6,6, 60°) = | 62 +6>=2(6)(6)(1/2) =6 y

dc= f,(6, 6, 60)(0.1)+ (6, 6, 60)(-0.03)+ fy(6, 6, 60)(7/90)

Pero,

- 6-6(1/2
fo(a, b, 6) = a-beosd ¢ (6,6, 60) = 6=6(2) 1
\/ a’ + b%—2ab cos6 6 2
- 6-6(1/2
f,(ab, 9) = L2880 ¢ (66, 60) = o=6(12) _1
\/ a’+ b? —2ab cosd 6 2
)(6)(+3/2
fy(a b, 0)= ab send = 1, (6, 6, 60) = # 33

\/ a% + b%—2ab cosd
En consecuencia,

dc= ;(o 1)+ 1(— 0.06) + 3«/3(%) =0.2018138

Por tltimo,

c= f(6.1,596, 62°) ~ f(6, 6, 60°)+dc=6+0.2018138 = 6. 2018138

Esto es, C ~ 6.2018138.
La calculadora nos el valor 6.202574851

| PROBLEMA 6. | Se miden los lados a y b de un triangulo con un maximo error de
04 % y 0.5 %, respectivamente. Se mide el angulo 6
comprendido entre estos lados y se obtuvo 30°, con un error
maximo de 0.2°. Usando diferenciales estimar el maximo error
relativo y el méaximo error porcentual en el célculo de area,
mediante la formula

A= lab sen &
2

Solucion
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Nos dicen que:

9310004, ‘ 10005y | a0 |so.2(ij =0.0035 )
a b 180
Ahora,
da= Paar Paps Ryg
da b 060

=%b sen ¢ da + %a sen 6 db + %ab cos 6d@

Dividiendo entre A = %ab sen 6@

d—A:E—i- db + cot d6
A a b
De donde,
Pl 1B eota]]do|
A a
Considerando que 8 = 30°, cot 30° = J3 y las desigualdades (1) obtenemos:
dA

<0.004 +0.005 + /3(0.0035)=0.01506

El maximo error relativo es, aproximadamente, 0.01506.

El méaximo error porcentual es, aproximadamente, 1.506%

| PROBLEMA 7. | La resistencia total de tres resistencias Ry, Ry y Rz, colocadas en
paralelo, esta dada por
1 1 1 1
et o (1)
R R R, R;
1. Probar que

2 2 2
dR = E dR] + i dR2 + i dR3 (2)
Ry Ry Rs

2. Si las mediciones de R, Ry y R3 son de 100, 150 y 300
ohmios, con errores maximos de 2%, 3% y 5%,
respectivamente. Usando diferenciales estimar el maximo
error relativo y el maximo error porcentual al calcular R.

Solucion.

1. Derivando (1) respecto Ry tenemos:
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Pero,
0 [lj 1 OR o (1 1 1 1
— ==y _ —t — + —|= -,
oR \R RZ OR, OR | Ry R, Ry R12
Luego,

2 2
lR_ 1 , R_R =[RJ

R? Ry R12 Ry Rlz Ry
2
. R _(RY &R _(R
Similarmente, —= | — | y —=|—
OR, R, OR; Ry
Ahora,
R &R oR RY RV RV
dR=—0dR, +—dRy +—dR; = | — | dRj+| — | dRy +| — | dR;
Ry Ry Ry Ry R, Ry
2. Tenemos que:
R
Ry <0.02, Ry 30.03,‘—3 <0.05 vy
R, 5 Ry

1 1 1 6 1
—+ —+

La igualdad (2) la podemos escribir asi:

dR:R2 Lﬁ_ﬁrid&_FLd&
RRR, R R R; Ry

Dividiendo ambos miembros entre R:

d_R:R idﬁ_i_id&_f_id&
R RR R R R;Rs

Tomando valor absoluto:

‘d_R‘S|R|[L
R | R |

1
| R |

1
+
R, |
Reemplazando en esta expresion los valores correspondientes, obtenemos:

1 1 1
<50] —(0.02)+——(0.03)+——(0.05) | = 0.0283
(100( )+150( )+3oo( )j

dr,
Ry

dR,
Ry

dR,
Ry

dr

R

Esto es, el maximo error relativo es, aproximadamente, 0.0283

El méaximo error porcentual es, aproximadamente, 2.83%.
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|PROBLEMA 8. | Una funcién diferenciable que no es de clase C(l) .
Sea la funcion:

2, .2 1 .
X“+y~ Jsen———, si (X,y) #(0,0)
T R

0, si (x,y)=(0,0)
a. Hallar f,(x,y) y f,(xy)

b. Usando la definicion, probar que la funcion f es diferenciable
en el punto (0, 0).
c. Probar que las derivadas parciales f, y fy no son continuas

en el punto (0, 0).
Solucién

a. Si (x,¥) # (0, 0), entonces

1 2X
fy(X,y) = 2x sen + (x2+y?)cos -
X X2+y2 ( ) X2+y2 2(X2+y2)3/2
= 2X sen ! - X cos !
\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2
Si (X, ¥) = (0, 0), entonces
Zsen ———
f(h,0)-f J

fX(O,O):LimM i = Lim h sen— ! =0

h—0 h h—>0 h h—0 | |
Este ultimo limite es 0 porque | h senﬁ—o h senﬁ < | h |
Luego,

X

2X sen y) (O, O)
fy (X, \/x +y? \/x2+y \/x +y?

0, si (x,y)=(0, 0)
Similarmente,

y
2y sen (x,y)#=(0,0)
fy(x,y \/x +y? \/x2+y \/x +y?
0 si (,y)=(0.0)

b. Debemos probar que:
A10,0) = f, (0, 0)Ax+ f, (0, 0) Ay + gAx+ g Ay
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donde & >0 y & — 0 cuando (4x, 4y)— (0, 0)
Tenemos que fy (0, 0) =0, f,(0,0)=0 y

A1(0,0) = f (4x,4y) - f (0, 0) = (( )+ )sen

= (AX)2 sen ! 2 sen

(ax)? +(ay)?

= f,(0, 0)Ax+ f, (0, 0) Ay + (AX)sen ————=

J—
F
W

fy (0, 0)Ax + f (O 0) Ay + g Ax+ &4y

«/ Ax Ay
(4y)
(ay)
(4y)

donde & = AX sen y & = Ay sen ——————

J Ax Ay 1[ Ax Ay

Ademis, & >0y & —>0 cuando (4x,4y)— (0, 0), yaque

(Ax)sen ——— —0 <|ax| y | (4y)sen ——=x= < |ay|
J Ax Ay J Ax Ay

En consecuencia, f es diferenciable en (0, 0).

¢. No existe Lim fy (x, y). En efecto, tomando Yy =X, con x>0 tenemos:

(x,y)—(0,0)
Lim f,(x,y)= Lim |2xsen N SR
(x,y)=(0,0) x>0 \/ Cixd A2 Al
. 1 1
= Lim | 2X sen ————co0s——
x—0* { \/7X J2 \/EX}

Pero, Lim | 2X sen 0 y Lim {—cos }no existe.
Hoi J2 x} -0t [V2 WV 2x

En consecuencia Lim  f, (X, y) no existe y por tanto, la derivada f, no es
(x.)=(0. 0)

continua en (0, 0).

En forma analoga se obtiene que fy tampoco es continua en (0, 0).
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| PROBLEMA 9. | Probar el teorema 3.7

Sea f:UC R?>— R, donde U es un conjunto abierto. Si f

es de clase C(l) en U, entonces f es diferenciable en U.
Solucion

Sea (@, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que f es diferenciable en (a, b)

Sea B((a, b), r) una bola abierta con centro en (@, b) y contenida en U. Tomemos
AX y Ay suficientemente pequefios para que el punto (a+Ax,b + Ay) esté en la
bola.

Tenemos que
Af =f (a+4x, b+4y) - f(ab)
=[f(a+ax, b+d4y)-f(a+ax, b)] +[f(a+ax b)-f(a, b)] @

Ahora, aplicando el teorema del valor medio,
f (a+4x, b+A4y)-f (a+4x, b)="f, (a+4x,d)4y, con b<d<b+4y (2)
f(a+4x, b)-f(a, b)= fy(c,b)Ax, con a<c<a+ax 3)
Reemplazando (2) y (3) en (1):
Af =1, (a+4x, d)dy + f, (c, b)Ax

= fy(c, b)Ax+ fy (a+4x, d)Ay

= fy(a b)ax + fy(a, b)ay + [ fy(c, b)-fy(a b)]ax

+ [fy (a+4x, d)-fy (a, b)JAy
Luego,
Af = f(a, b)ax + f,(a, b)Ay+ g4ax + g4y,
donde & = fy (¢, b)-f,(a,b) y &= fy(a+Ax,d)— fy (a,b)

Comoa<c<a+4Ax y f, escontinua, tenemos

Li = Li f. (c,b)-f,(a,b)| =1 (a,b)-f,(a, b)=0
(axAy)>(0, 0) ! (Ax,Ayl)E(0,0)[ (0. 0)= e (. b) ] = fu (2, b) = Fy (2, b)
Similarmente, comob <d<b+ 4y vy fy es continua,

(AX,A];)ig(O, O)gz=(AX‘AI;i)rE)(OVO)[ fy (a+4x, d)- f, (a, b)|=f, (ab)- f, (ab)=0

En consecuencia, f es diferenciable en (a, b).
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| PROBLEMA 10. | Probar el teorema 3.8

Sea f:UC R*>> R donde U es abierto. Si f es
diferenciable en U, entonces f es continua en U.

Soluciéon
Sea (a, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que si f es diferenciable en

(a, b), entonces f es continua en (a, b). Para esto, debemos verificar que

Lim f(x,y)= f(ab),lo cual es equivalente a
(x,y)—(a,b)

(Ax,AIJ)iE:(o, . f (a+4x,b+4y)= f(ab),

lo cual, a su vez, es equivalente a

Lim [ f(a+4x,b+4y)-f(a,b)]=0. Estoes, Lim  Af=0
(4x,4y)-(0, 0) (4x,4y)—(0, 0)

Bien, probaremos este Gltimo limite.
Como f es diferenciable en (a,b), tenemos que
Af = fy(ab)ax+ fy(ab)ay+ gax+ g4y

donde £ >0 y & — 0 cuando (4x,4y)— (0, 0)

Luego,
Lim  Af= Lim  f,(ab)ax+ Lim  f,(a,b)4y
(4x,4y)—(0, 0) (4x,4y)—(0, 0) (4x,4y)—(0, 0)

’ (AX,A%)iE(O, 0)[51Ax] +(AX,AI)7)igl(O, o)[gzﬁy]

=0+0+ Lim O)[gIAX] +  Lim  [g4y]

(4x,4y)—(0, (ax,4y)—(0, 0)
= Lim & Lim Ax + Lim & Lim Ay
(4x,4y)—>(0,0) ~ (4x.4y)—(0, 0) (4x,4y)—(0,0) ~ (4x.4y)—(0, 0)

=(0)(0) + (0)(0) =0
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 4

En los problemas del 1 al 5 hallar el plano tangente y la recta normal al gréafico
de la funcién dada en el punto indicado.

2 2
Y x-2 y-3 z-1
1. f(x,y)= —+2—, (2,3,2) Rpta. 3x-2y-32=0, _ _
)=y (3.2 Ree 3x-2y 3 1 2/3 -1
2. f(xy)= %szwz—l, (2, -1,1)

Xx=2 y+1 z-1

Rpta. 2x-y—-4z-1=0, = =
P yo o 12 —1/4 4

&z=m{{¥}(z;ﬂm)

Xx-2 y-3 72— 7/4

Rpta. x+y—-4z-4 + 7 =0, = =
1/4 -1/4 -1

4.z=2e"seny, (0, 7/6,1)

\/_37720 x _y-ml6_z-1
6 -1 -

Rpta. X +/3y+z — 1+

5.2=Vx+y (4,1,3)

Rpta. x+y—4z+7 —0, *—2_¥y-1_z-1

/4 1/4 -1

6. Hallar el punto de la superficie z=Xxy —3x+2y—5 en el cual el plano tangente
es paralelo al plano XY. Rpta. (-2, 3, 1)

7. Hallar los puntos de la superficie z= 8x° — 12xy + y3 + 1 en los cuales el plano
tangente es paralelo al plano XY. Rpta. (0,0, 1), (1, 2,-7)

8. Hallar el punto del paraboloide z = 3+ y2 en el cual el plano tangente es
paralelo al plano 12x — 6y — 3z = 1. Hallar el plano tangente.
Rpta. (2/3, —1,7/3), 12x—6y—3z=7

9. Hallar el punto del paraboloide z = x>+ 2y2 — 7 en el cual el plano tangente es
paralelo al plano 6x — 8y —z = 10. Hallar el plano tangente.
Rpta. (3, -2, 10), 6x—8y—z=24

10. Hallar el punto del paraboloide z =4 — 2% - 5y2 en el cual el plano tangente
es perpendicular a larecta x=1-2t, y =4 - 5t, z= 3 + t. Hallar el plano
tangente.

Rpta. (-2, 1/2, —21/4 ), 32x—20y—4z=-53



Cap.3 Derivadas Parciales 243

11. Hallar el punto de la superficie z = o+ Xy en el cual el plano tangente es
. -3Xx+y-z=1
perpendicular a la recta . Hallar el plano tangente.
5Xx—y+z=3

Rpta. (-1, -3,2), y+z=-15

2 2
12. Demostrar que el plano tangente al paraboloide E:X—2+ y—2 en el punto
C a b
o Z+27, 2X,X 2Y,Y
P, =(Xy.Yo:2Z) puede escribirse en la forma = +
c a’> b’
2 2
Sugerencia: z:%+ %
a b

13. Hallar la linearizacion L(X, y) de la funcion f(x, y) = +/ e¥X 4 y en el punto (0, 3).

Mediante esta linearizacion aproximar f(0.1, 2.95).

Rpta. L(x, y) = %x+%y+%, f(0.1, 2.95) ~2.0375

14. Hallar la linearizacion L(X, y) de la funcion f(x, y) = x>y + X cos(y—1) en el

punto (=2, 1). Mediante esta linearizacion aproximar f(—2.01, 1.02).
Rpta. L(x,y) = -3x+4y-8, f(-2.01,1.02) ~2.11

15. Hallar la linearizacion L(X, Yy, z) de la funcion f(x, y) = 4/ x>+ y3 +7° enel punto
(2, 1, 3). Mediante esta linearizacion aproximar f(1.98, 1.04, 2.96).

Rpta. L(X, Y, 2) = x+iy+%z—3 , f(1.98,1.04,2.96) ~5.9

En los problemas del 16 al 22, hallar la diferencial total de la funcién dada.

16. z= xeY Rpta. dz = e¥dx+ xe¥dy
17. z= xye*Y Rpta. dz = (yex+y +xyex+y)dx+ (xe"er +xyex+y)dy
2 2
18. z= ln(1+x2y2) Rpta. dz = 2X); Sdx+ szyzd
1+Xx7y 1+x7y
2
19. z= yzln(x3) Rpta. dz=3de+ 2yln(x3)dy
X
20. w=In(1+xyz) Rpta. dw = Y2 gx+ — X2 dy+ Y g
1+ xyz 1+ xyz 1+ xyz
21. w= tan_l(x+ y+z) Rpta. dw=;2(dx+dy+dz)

I+ (x+y+2)
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dx dy dz
2.w=Vx+.Jy+Jz Rptadw=——+ L+ ——
vy NERIN AN

En los problemas del 23 al 28, usar las diferenciales para aproximar

Af = 1(Q)-f(P).

23. f(x,y)= x> +xy-3y*, P=(4,1), Q=(4.02,0.97) Rpta. Af ~0.24
_J1/3.,1/2 _ _
24. f(x,y)=x'"3y"2 P=(8,9), Q=(7.8, 9.06) Rpta. Af ~—0.03
25. f(x,y)=+ ¥’ —y*, P=(53), Q=(5.1, 2.9) Rpta. Af ~0.2
Xy
26. f(xy)= 5=, P=@3,1), Q=(2.99, 1.5) Rpta. Af ~0.2
X“+y

27. f(x,y,2)=xyz, P=(12,3,1), Q=(12.1, 2.85, 1.1) Rpta.Af ~0.175

Xyz
X+y+2’

28. f(x,y,2)= P=(4,-2,-1), Q=(4.1, —1.98, 1.04) Rpta. Af ~—0.2

En los problemas del 29 al 31, usar las diferenciales para aproximar el nimero
indicado

2. |/ (8.02)> +(14.97)? Rpta.16.983
30. In(V25.4+/16.16 ) Rpta.0.06

313 (697 +(42) -1 = [(6.9)2+(4.2)2—1]%1 Rpta.3.819

32. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 8 cm y 6 cm. El cateto mas largo

1 , 1 . .
se encogezcm y el mas corto se alarga r cm. Usar diferenciales para
. ., . 1
aproximar la variacion de la hipotenusa. Rpta. Se encoge m cm.

33. El volumen de un cono circular recto de radio r y altura h esta dado por V =
%ﬂ'rzh. Si el radio crece de 6 a 6.05 cm y la altura decrece de 18 a 17.96,

Usando diferenciales estimar el cambio del volumen del cono.
Rpta. AV ~ 3.12x
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34. Se tiene un sector circular de radio r = 30 cm. y angulo

3s.

36.

T o 1, .
central = 3 Si al angulo central lo incrementamos en

un grado ( 1°), estimar en cuanto debemos disminuir el :
radio si queremos que el area se mantenga. r

Recodar: A = %rze Rpta. 0.25 cm.
Se miden los catetos de un triangulo rectangulo obteniendo 8 cm y 6 cm con un

error de a lo mas de 0.2 cm en cada medicion. Usar diferenciales para estimar el
maximo error al calcular:

a. La hipotenusa. Rpta. 7/25 cm.
b. El érea. Rpta. 7/5 cm.
La resistencia total de dos resistencias Ry y Rp, colocadas en paralelo, esta
dada por 1_1 + s
R R Ry
2 2
R R
a.Probarque dR=|— | dR; +| —| dR,
R Ry

b. Si las mediciones de Ry y Rz son de 25 y 100 ohmios, con errores
maximos de 0.5 ohmios y 0.75 ohmios, respectivamente. Usando
diferenciales estimar el maximo error al calcular R.

Rpta. b. 0.35 ohmios

37. Sea A el area de un triangulo de lados a y b que

38.

forman un angulo &= 30°. El angulo € crece 1°,
el lado a crece 4 % 1y el lado b decrece 5 %.
Usando diferenciales, estimar el cambio

porcentual de A. Recordar que A = %ab sen 0.

Rpta. crece 2 %

El periodo de oscilacion de un péndulo esta dado por T = 27,/ L/ g, donde L
es la longitud y g es la aceleracion de la gravedad.

a. Probar que dr _ 1jdt _dg
T 2L g

b. Al medirL y g se cometen un error porcentuales maximos de 0.5 % y
0.3%. Usando la igualdad de la parte a. para estimar el error porcentual
maximo de T. Rpta. 0.4 %
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2
39. La potencia eléctrica esta dada por P = %, donde E es el voltaje y R es la

resistencia. Si 2 % es el error porcentual maximo al medir E y 3 % es el error
porcentual maximo al medir R, estimar el error porcentual maximo al calcular P.
Rpta. 7 %

40. Dos lados de un tridngulo miden 15 m y 20 m. El angulo que forman estos
lados es de 60°. Los errores maximos al efectuarse estas mediciones fueron 10

cm, 20 cm y 1°, respectivamente. Se calcula el tercer lado mediante la ley de los

cosenos: ¢> =a’ + b? — 2ab cosd. Hallar una aproximacion del maximo error
al efectuar este calculo. Rpta. 41.78 cm.
2,2
Xy© .
————si (X, y)=(0,0
41. Sea la funcion f(x,y)= 1 x* +y? (. y)#(0.0)

0, si (x,y)=(0,0)
a. Probar que f,(0,0) =0y fy(0,0)=0
b. Usando la definicion probar que f es diferenciable en (0, 0).
Xy
42. Seala funcién f (x,y): X2+ y2
0, si (X, ¥)=(0,0)
a. Probar que f,(0,0) =0y fy(0,0)=0

b. Probar que f no es diferenciable en (0, 0).
Sugerencia: Pruebe que f no es continua en (0, 0).

43. Seala funcion f (X,y)= (x+Y)y x> +y2,

VX +y? +M, si (x,y)#(0,0)
a. Probar que fy (x,y) = x2 +y?

: si (x,y)=(0,0)
VX +y? +M, si (x,y)#(0,0)
fy (x.y)= X*+y?

0, si (x,y)=(0,0)

(=]

b. Probar que f es clase C(l) en R? y, por tanto, f es diferenciable en R?.
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SECCION 3.5
LA REGLA DE LA CADENA

Llamamos regla de la cadena al resultado que expresa la derivada de una funcion
compuesta en términos de sus funciones componentes. Recordemos lo que dice esta
regla para el caso de funciones de una variable: Si y = f(X) y x = g(t) son
diferenciables, entonces la funcion compuesta f o g es diferenciable y se cumple que

(fog)® =f'(g)g'(t)
Con las otras notaciones este resultado se expresa asi:

, dy _ dydx
D¢y = Dyy Dt X dy _ dyox
ERYBPE 0 5T idt

En esta seccion, extenderemos este tema al caso de funciones de varias variables.
Por razones didacticas, la regla de la cadena la presentamos en casos.

REGLA DE LA CADENA PARA UNA VARIABLE
INDEPENDENTE

[TEOREMA 3.9] Regla de la cadena para una variable independiente y dos
variables intermedias.

Si w= f(x,y)es diferenciable en (X,y) y x=g(t) e
y = h(t) son diferenciables en t, entonces W = f (g (1) ,h(t))

es diferenciable en t y se cumple que

dw _ow dx | owdy

L &)
dt  ox dt oy dt

O bien, con otra notacion,

D[ f(g(t).n(1))]=fx(g(t).h(t)g" (t) + fy(a(t).(t))h'(t)
Demostracion

Ver el problema resuelto 13.

En este teorema, W es la variable dependiente, t es la variable independiente y
X, Y son variables intermedias.
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Para reproducir con facilidad la regla de la cadena se
construye el diagrama de arbol adjunto. Las variables las
localizamos en tres niveles. En la parte superior esta la
variable dependiente; en la parte inferior, la variable o
variables independientes; y en el intermedio, las variables
intermedias. A cada rama se lo etiqueta con la derivada de la
variable superior respecto a la variable inferior.

dw . . .
Para hallar r se siguen las trayectorias que comienzan

con W y terminan con t, multiplicando las derivadas
correspondientes. Cada trayectoria nos da un sumando en la
formula (1) de laregla de la cadena.

EJEMPLO 1.] Sea w= x*>+xy+Yy?, x=sent, y=cost

Hallar d—W de dos maneras:

a. Usando la regla de la cadena.

b. Expresando w como funcion de t y derivando.
Soluci6n

& T o = (2x+y)(cost) + (x+2y)(-sent)

= (2 sent+cost)(cost)+ (sent+2 cost)(—sent)

=2sentcost+ cos’t — sen’t —2 sentcost= cos’t — sen’t=cos 2t
Esto es, d—W =cos 2t
dt

2

b.w= x"+xy+ y2: sen’t+sen t cos t + cos’t

= (sen2t+coszt)+(sent cost) =1+ %sen 2t
1
Estoes,w=1+ Esen 2t

1
Luego, aw_ —cos 2t (2) =cos 2t
dad 2

EJEMPLO2.] Siw=1In(x>+y?), x=¢"y y= e_”,hallard—w
du u=20

Solucion

du  oxdu dydu x2iy?

dwfawder&Wdyf 2X (e”)+ 2y (—e‘“)
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2¢e 2e7Y _ gl —g¥
BT (eu) R T (—e u): 2 2U , .—2u
e~ +e e +e e +e
Para u =0 tenemos
dw _ e’ —e? :21—1 ~0
du u=0 eZ(O) + e—2(0) 1+1

REGLA DE LA CADENA PARA DOS VARIABLES
INDEPENDENTES

[ TEOREMA 3.10| Regla de la cadena para dos variables independientes y dos
variables intermedias.

Si w= f(x,y)es diferenciable en (X,y) y Xx=9(s 1), y=
h(s, t) son diferenciables en (s, t), entonces

w=f (g (s.t) ,h(s,t)) tiene derivadas parciales de primer orden
en (t,5) y se cumple que
wosae | @

y

w_owox owdy | o

ot ox ot oy ot

Demostracion

La demostracion es muy similar a la demostracion del teorema 3.9.

EJEMPLO3.] Siw= ln(\/ x> +y2 ) x=sel y y=se™", hallar
a. a—W b. a—W
0S ot
Solucién

Tenemos que:

_ [2 2 _1 2 \2 ow X ow_
W—ln( X“+y )—Eln(x +y), EV IR IR E_x2+y2

Ahora,
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ow_owox owdy _ X () + =2 (e_t)zx(et)”(e_t)

"8 xaos dyos x4yl 2 4 y? 2 +y?
B (set)(et)+(se‘t)(e‘t)i 2t
. (set )2 +(se‘t )2 ) S(e2t + e‘Zt)_ s
Esto es, @= l
os s

x(set)—y(se
NS St e

(et (set) (s (s ) et

2 2 2t | 2t
(Set) +(Se—t) e +e

Esto es, % = tanh 2t

Il

Il
-
o
=)
=
D
-~

|DEFINICION. | Sea N un nimero natural positivo. Una funcion f(X, y) es
homogénea de grado n si se cumple que

fitx, ty)=t"f(x,y),Vt>0 y V (X, y) en el dominio de f.

La proposicion que presentamos y probamos en el siguiente ejemplo es conocida
como el Teorema de Euler para funciones homogéneas.

EJEMPLO 4.| Si f(x,Y) es diferenciable y homogénea de grado n, entonces

xfi(x,y)+y f(xy)=nf(xy)
Solucién
Si U=tx, v=ty, tenemos que la igualdad f(tx, ty)=t" f (x,y) se transforma en

f(u,v) = t" f (x,y) ()

Derivando respecto a t ambos miembros de esta igualdad (1):

0 _ A1
af(u,v)—nt f(xy) 2

Pero, aplicando la regla de cadena a % f(uv):
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0 of ou of ov_ of of
Ef(U,V) —a—uE‘FEE—a—U +a—y = Xfl(u V)+yf2(u V)

= x fi (txty)+y fo (tx.ty)
Reemplazando este resultado en (2):
x i (xty)+y fp (xty) = nt" ™ (x,y)
Finalmente, haciendo t = 1, Obtenemos:

xfi(xy)+y H(xy)=nf(xy)

En el siguiente ejemplo, la regla de la cadena nos proporciona formulas para
calcular las derivas parciales de segundo orden.

Sean w= f (x,y), x=g(s,t), y= h(s,t)declase c®  probar:

) Pw_ Pw (%T (Qj 0w oy x, ow x ow oy

552 ot \os oy> \os Oyox 0s as o o052 Oy 552

, Fw_ w (a_ja_w (@JZ W oy x ow 2x ow 'y

a2 ax® \at oy Lot oyox ot ot X a2 oy a2
Solucién

1. Por el teorema 3.10 sabemos que ow :@% + oy
0s  OX 0s ay 0s

az_w_g{aw}_ ofowox owoy]_ [awax} L ofowdy
o052 0s| 0s os| ox as oy 0s  0s| ox os 0s| oy 0s

_ g(m] x, owdx [ ofow)|ay, awd’y
os\ ox )|o6s  ox ps? os\ oy )|os oy a2
azwax a*w dy |ox L ow ow 82 x ?x o’w 6x+62W6y y, w ow o*y
ox2 £ ayé’x as | os OX 552 Oxdy 0s  py* s |0s Oy os?

. Luego,

_*w (axj L Dw (ayjzﬂazwgg wo’x , owd’y
o2 6y s Oyox 0s 0s ox 052 ay 052
2. Similar a la prueba anterior.
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EJEMPLOG6.] Si x=et+e%, y=2st y w=f(x,y) es de clase c® | hallar:

of 0% f
a — b. —
ot ot2
Solucién
a XA X, Ay ( e3t)+ﬂ(25)=3e3ti+ 25
ot ox ot ay ot ox oy OX oy
Esto es, i= 3e3ti+ ng
ot OX oy

b. Podemos obtener el resultado rapidamente aplicando la formula 2 del ejemplo
anterior. Sin embargo, para practicar el uso de la regla de la cadena, procedemos
paso a paso.

2
ar_ Q[ﬂ} S P KN é{3e3t ﬂ} A PN
a2 otlat] el x oyl all ol alTy

63t5f+363t2|:ﬂ:|+25£|:ﬂ:|

OX ot| ox ot| oy
Esto es,
2
ot 3e3tg[ﬁ} PPN K Y )
ot? ot| ox ot| oy oxX
Pero,

g[@} Pfox Pfoy ,walft , 0f
ot| ox 5)(2 o Oyox ot o2 Oyox

afaf 82fax+azfay et OF o f o° f
at| oy | oxoy ot oy? ot OX0y oy?
Reemplazando estas igualdades en (1):

2 2 2 2
%: 3e [3e3t o ; +2sﬂ] + 2s[3e3tﬂ +2$ﬂ ] ot

ot ox ayox oxoy oy? ox
2 2 2
= 9e6tﬂ+ 125e3tﬂ + 4szﬂ+ 9e3tﬂ
ox2 Oyox oy> ox

Los teoremas anteriores son casos particulares del siguiente teorema, cuya
demostracion sigue los mismos pasos que las demostraciones de los teoremas
anteriores.
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[TEOREMA 3.10] Si w= f(X,X,...,%,) es diferenciable y cada X; es una

funcion diferenciable de m variables t; t, ...t; entonces W

es diferenciable de t; t; ...t vy secumple que:

w_ oWy oW oW oW
o ooy ooy oxg dy  ox, oY

oW _owox | oWOxy  owdxs . oW OX,
A, ooty Oy dt, Oy ot, O, oty

o, ox oty % O,  oxg oty ox ot

2 2 2
EJEMPLO7.| Si w=f(xy,z) =e* "V "% x =ssent, y=scost, z=stant

a. Hallar 6_W b. Hallar @
c. Hallar @ d. Hallar @
ot (1, 7/3)

Solucion

En este ejemplo tenemos el caso n=3 ym=2

2 2,2
g W_ WO owdy | owez_ [erx tye }(sent)
0s Ox 05 oy 0s oz 0s

[Zyex Y +Zz}(cos t) [ZZeX Y +ZZ}(tant)
—pe Vi 2 [Xsent+y cost+z tant]

2 an2 2.2 2.2
= pgSsen t +s“cos“t + s“tan“t I:S sen2t+s C082t+S tanzt:|

2 2
s°l 1+ tan”t
=2se ( )[lJrtanth—2SSectesseCt

ow
Esto es, = 2s sec’t eS sec’t
S
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ow

22 205\2
‘s = 2(l)se02% gll)7see™(7/3) 2(2)2 e () = ge?
S

(1, 7r/3)

2 2 2
o W_owox  owdy | owor [erx Y2 }(Scost)
ot 6X8t oy ot azat

2,2, 2 2,2, 52
+ [Zyex YTz }(—5 sent) + {ZZeX Yy }(S seczt)
2,2, 2
= ety HE [SX cost —sy sent+sz secth

2.2 2 22 2
= gZgs sen t +s7cosTl + s7tant [sent cost —cost sen t+tant secth

s2( 1 + tan’t

= 2s5%e ( )[tant secth = 2s? tant sec '[eS sec’t

oW
Esto es, — = 2s” tan t sec’t (-3S sec’t

= 2(1)2 tan % seczg e(1)25ec2(;z/3) ( )(2)2 1 _ 8\/— e

DERIVACION IMPLICITA

La regla de la cadena nos permite obtener formulas simples que facilitan la
derivacion implicita. Estas formulas las presentamos en dos casos.

|TEOREMA 3.11 | 1. SiF(x, y) =0 esclase de C(l) y define de manera

implicita a la funcion y = f(x), que también es de clase C(l) ,
entonces para los puntos (X,y)tal queFy (x,y)# 0 se

tiene:
dy K (x.y)

dx  Fy(xy)
2. Si F(x, y,2) =0 es de clase C(l) y define de manera
implicita a la funciéon z = f(X, y), que también es de
clase C), entonces para los puntos (X,y,z) tal que

F, (X,y.z)#0 se tiene

a_ F(xy.z)

oz
= y —_— —
x  Fp(xy,2) oy  F(xy.z)
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Demostracion

S6lo probaremos la primera igualdad de la parte 2. Las otras se demuestran de
manera analoga.

Como W:F(X,y, f (x,y))ZO, entonces ;_i\i(v:

Pero, aplicando la regla de la cadena tenemos:

oW oF ox oOF oz
=""=_"F(x,y,f(xy))=—=+—"—2=
oX O (X y (X y)) OX OX 0z OX
_F gy, Fa
OX 07 OX
Luego,
oF

Fo_ F _ o o Faluyd)

oz ox  ox x  OF  F(xy.z)
oz

EJEMPLO 8.| La ecuacién Xy tan z + yz3 — 1 =0 define implicitamente a z

como funcién de X e y. Hallar
0z oz

1. — 2. —
OX oy

Solucioén

Sea F(X,y,z)=Xxytanz + yz3 — 1. Tenemos que:

Fe(x.y,z)=ytanz, Fy(xy,z)=xtanz+ 2, F(xY.2)= xy sec’z + 3yz?
Luego,
oz FX(X,y,Z)i Yy tan z oz Fy(ny,Z) _ X tanz+2°

- ox F, (xy.2) Xy sec>z +3yz> oy F, (x.y.2) Xy sec>z +3yz>

PROBLEMAS RESUELTOS 3.5

[PROBLEMA 1. | Si w=f (p) es diferenciabley p =/ x% +y% +2% | probar que

(5~ (2 (30 (3
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Soluci6n
De acuerdo a la regla de la cadena, tenemos:

w_dwop ow_dwdp ow_ dwdp
ox dpox' oy dpoy' oz dpaz

Pero,
9p _ X op _ y op _ z
ox x2+y2+22'ay x2+y2+22’6Z x2+y2+22I
Luego,
2 2 2 2 2 2
&) ) (23 02

x

() &3 &

[d_wjz X2 + y: + z’
dp) | X +y*+22 XP+y*+22 X 2

X+ y2 +2
_ (d_sz Caytas | (d_vvjz
dp) | x*+y>+2° dp
|[PROBLEMA 2.] Siw = f(Xx,y) es diferenciable, x=r cos 6, y =r sen 6, probar

NEREEET)

@= @8_X+ WOy _ aWcos0+ @senﬁ =
o oxor oyor ox oy

Solucién

Tenemos que:

—= 0089@ + sen@ﬂ
or

P Y )

2 2 2
(@j = cosze(aWJ + 2send cos® w ow + sen’d w (2)
or OX oy

OX oy
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ow_ ow ox  ow oy _ 8W(—r sen6) +%(r cosf) =

aw =—r sen49;ﬂ +r 0059@ 3)

00

ow 2 2 o[ OW 2 2 OW oW 2 o2 [OwW :
(—j =r“sen 9(—) — 2r-senf cosd—— +r-cos 0| — 4
00 X ox oy oy

Luego, tomando en cuenta (2) y (4):

(?j . L(%) - Lo+ coso][ %)
(50 (3)

PROBLEMA 3. Forma polar de la ecuacion de Laplace

Seaw = f (x,y) de clase C(z), X=rcos 6, Yy=rsen 6. Probar

2+ [coszﬁ + senztﬂ[%f

que
Pw dPw _w, 1w, low
o oyt o rroee? ror

En consecuencia, w = f (X, y) satisface la ecuacion de Laplace,

*w  o*w . o 2w o1
——+——— =0 siysolosi 6W+L5W+ 8W=0
ox? 2 o rroee* ror
Esta ultima ecuacion es llamada forma polar de la ecuacién de
Laplace

Solucién
Las igualdades (1) y (3) obtenidas en el problema resuelto anterior dicen que:

%: 0050@ + senf— y w =—r seneﬂ + r cosd—

or ox oy Y ox

Volviendo a derivar estas ecuaciones:

2 2 2 2
cosﬁ{a w ox + ow W} + sent{—a w X + ow Wﬂ}
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2 2 2 2
= cos@l:a—w(cos9)+ 0w (sen@)} + senﬁ{aamv; (cosﬁ)+a—\év(sen6?)}

ox? dyox oy
2 2 2
= coszﬁa—w + 2 send cos@ + senzﬁa—w
ox 0Oy ox oy?
2
a—W= -r cosﬁﬂ -r senei[%} —-r senﬁﬂ +r cosHi %
00* OX 00| ox oy 00| oy
2 2
= —r coseﬂ —r senH@ —r send a—W(—r send) + a—W(r cosd)
oX oy ox? Oyox
2 2
+ r cos@ a—W(—I’ send) + a—W(I’ cos0)
oxoy ayz

2

-r coseﬂ -r senH@ + rzsenzﬁa—W — 2r?sen@ cosd
OX oy ox? 0y ox
2
+ rzcoszé’—a \;V
oy
Ahora,

azw+ 1 o°w  1éw

o> r2og> ror

2 2 2
= coszﬁa—w + 2send c0s¢9a W + senzﬁa—w
ox? oyox oy?

2 2 2
+ —lcoseﬂ—lseneﬂJrsenzﬁa—w —2send cosf ow + coszé?a—W
r ox r oy ox Oyox oy?
1 ow

+ lcosﬁﬂ + —senf—
r OX r oy

o*w _ o*w  o*w
8y2 B o2 8y2
Pw o*w_ w1 dw  1ow

Esto es, + = + + ——
x> oy o rree* ror

= (senzﬁ + coszﬁ)zz—\;v+ (sen2¢9 + coszﬁ)
X

a

PROBLEMA 4. Seaw=lf(t—3j L p=yXC+y2+2> y fdeclase C)
p

Probar que:
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o’w  d*w  d*w
+ +
x> oy o al at

Solucion

Sea u=t —R. Entonces
a

1 ow 1., ou 1 op
=—f'(u), —=

- f a bl
(1), au p “ o a o

oW _ ow 0Op 6p+6w ou op

OX Op Op Ox Ou 0Op OX

sronl o) - e
ST
el iy
Al o G )3 o o)
ot
_xl(ﬁé]f@w[ Ok ap}l[—_“J 5[ 1 )5—“@]]
4 p3 opox) a p3P apz Op OX
po g
_x[i;f(u)+pi3[f -2t 2wt <u)(—§)§ﬂ
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p a P3
Similarmente,
2 1 3y? 11 3y?)., y?
y :[—p—3 + —SJf(U) + g(—p—z —4 f (U)+ a—zp—3f (u)
o*w 1 322 1 1 3z22),, 72
62—2 = (—p—3 + p—SJf(U) + g(—p—z p—4Jf (U)+ a—p—3f (U)
Ahora,
*w  o’w 8w
xr oy o
~ 3 3(x2+y2+22) 3(x2+y2+22)
= -5+ < fu) +— - + Z f'(u)
p p ai p p
2,2, .2
X“+y°+z
+a%( e )f"(u)
3 3sz 1[ 3 3p2j 12 .
==+ = |f(u+—|-= + = |f'(u) + == f"(u) =—=—=f"(u)
(p3 p’ al p* a’ p’ a’p
Esto es,
2 2 2
8W+8W 6W:Llf,,(u) 1)
ox? 6y2 ozt a’p
Pero,
OW Ow ou 1 1
—————— ' 1)==f
MM (Lot
?w o1 10 1 ou 1
—=—|—f"(u)|=——=(f"(u))==F"(u) — =—=1F"(u 2
e AR RO R ROE R0
Reemplazando (2) en (1):
Pw , Pw aZWZLlf,,(U):Laz_w
ox? 8y2 ozt alp a’ ot

Cap.3 Derivadas Parciales
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PROBLEMA 5/ Sea z= f (u,v)de clase c® . si u=xy y v= -, probar que:
X
2 2 2
xza—zz— 26—22——4uv—6 Z +2vg
X ovou dv
Solucion
a_an aw_ o af y)_ @ ya
OX Ouox ovox  ou vl x2 ou 2 ov
Pz_of @ yal, 3[@} ofya
ox2 ox|Tou yZov ox| éu x| x2 ov
0| oz o(0z) 2yoz
SRR 0
ox| ou X OX\ oV x> OV
_ ‘&(a_u) i (@)‘_i i 8 &(@) o
ou?\ox ) ovoul ox x2 | ouov\ox ) ay? \ ox 3 ov
I LTt SR | B T e A A A T
ou? ovoul  x? x2 ( ou ov? L x? x> ov
_pdr Yo y o v ya
ou>  xPovau  xrouv  xta?  xPov
Esto es,
822_ 2622 y2 0%z y2 0%z 2y oz
— =Y — 25— +tF— +t 5= @
ox> ou’ x2 ovou  x* a2 x> ov
Por otro lado,
0z _ 0z ou oL ov _ oz 82(1) _ o0z loz
—= = —+ — — = —(X)+—|=| =x—+——
oy ou oy ov oy au oV \ X ou  XxXov
&:z[xz 1@} - Xz[z} +13[6_z}
oy> oyl ou xov oy | ou X Oy | ov
*z(ou) &%z (ov 1| 8%z (eu) &*z(ov
= x| | = | | /| = e =
ou2loy ) ovoul oy x| ouevl ey ) av2loy
0%z 2%z (1 1| 8%z %2/ 1
=X —X)+=—| = || + | =—(X)+—| =
ou? ovou \ x x| ouov ov? L x
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Esto es,
2 2 2 2
07z _ 202 2_6 z 1oz ©)
Ahora, teniendo en cuenta (1) y (2):
2 2 2 2 A2
22 262:)(2 yzﬂ_zy_£+y__z+2lﬁ
ou? x2 ouov x4 oy? x> ov

— X_ —_—
Y our  ovau  x? oy?
2 2 2 2\ A2
(W22 _2.2\9°2 2 ,2\07Z |y y |0z ,yoz
(o) o (- S | S-S oLl
2 2
__4y2£ ﬂg:_4uvaz+2g
ovou X ov oV ov

PROBLEMA 6. La ecuacion de una superficie tiene la forma

z=xf (KJ , donde f es diferenciable.
y

Probar que todos sus planos tangentes pasan por el origen.
Soluci6n

Sea z=F(x,y)=xf (ij y sea (@,b,c) un punto cualquiera de la superficie. El
y

plano tangente a la superficie en el punto (a,b,c) es

z= F(ab)+ F(ab)[x-a]+ F,(ab)[y-b], 1)
donde ¢= F(ab) = af(%) )

Seau= %, entonces z=F (X,y)=x f (u)

Tenemos:

Fe(xy) = %(xf (u)) = f(u) + x—(f(u)) = f(u)+xf'(u)—
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Luego,
2
_a“ ., (a
Fy (a,b)— __b2 f (Ej (4)

Reemplazando (2), (3) y (4) en (1):

(R e [ (e

(@3 B

Simplificando obtenemos que la ecuacion del plano es:

(G35 )

Este plano pasa por el punto (0, 0, 0), o sea por el origen.

PROBLEMA 7] Sea w= xy f (uj , donde f es una funcion diferenciable.
Xy

Probar que x2@+ yzﬂ: (x+y)w
OX oy

Solucion
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Tenemos que w= xy f (u), donde u=2X"Y_ 1
Xy Yy X

ox  0Ox 6); OX
=yf(u)+ xyf (u)g—i: yf(u)+xyf'(u)[x—2j
= y[f(u)+%f (u)}
%— %(xyf () —% f (u)+xyi f(u) =xf(u)+ xyf (u)a—u
— xf(u)+ xyf-(u)[_yin =x[f(u)——f (u)}
Luego,
A Fu)e e (u)| + y2x F(u)-Lf
X &+y E_X y[ (u)+; (u)} y x[ (u)—; (u)}

= xzyf(u)+xyf'(u) +xy? f(u) — xy f'(u)

= x2yf(u)+xy2f(u)= (x+y)xy f(u)=(x+y)w

[PROBLEMA 8.] La ecuacion f(l ,Ej — 0, donde la funcion f es diferenciable,
XX
define implicitamente a z como funciéon de X e y. Sea
z=h(x,y) tal funcion. Probar que

oh oh
a D _h(x,
Xax +y (x,y)

Solucion

Sea F(x,y,z)= f(%éj Luego, F(x,y,z) =0y

o1 Fye(X,y,2) @ o Fy(x,y,z)

x  Fp(xy,2) oy  F(xy.z)
Si u:%, V= é, entonces W=F(x,y,z)= f(uyv).
tenemos que
FX(X’ylz) = @ = ﬁa_u«f» ﬂ@
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of y of z 1
=—| - |+ —|-——|=-—(yf,+zf 3
6u( XZJ aV( ij x2(y w2ty ®
of ou of (1 1
F,(x,y,2)= — —=—|—|=—f 4
y(y)auy u(xj x U @)
of ov_of(1 1
Fo(xy.z) = — —=—|—|=—f 5
Z(xyz) ov oz av[xj x ©)
Reemplazando (3) y (5) en (1):
1
a_ Rl VBTN g g
x  F(xy.z) 1 X f, x{ 7 f,
X \
Reemplazando (4) y (5) en (2):
1
@__Fy(x,y,z):_;fu:_i
oy FZ(X'y’Z) lfv fv
X

Ahora,

oh oh oz &z 1[ f, j (fuj f, f,
X—+yY—=X—+Yy—=X—|Yy—+Z |ty —| = yf—+z—y—
X

OX oy OX oy
=z=h(x,y)
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| PROBLEMA 9. | Si f (x,y) es homogénea de grado n y es de clase C(z) , probar:

x> fri(xy)+ 2xy fio (x,y)+ yzfzz(X:Y): n(n-1)f(x,y)

Solucién

Sabemos, por el ejemplo 4 de esta seccion, que

xfi(xy) +yf(xy)=nf(xy)
Luego, tomando tx y ty en lugar de x e y:

(tx) f; (tx,ty) +(ty) o (tx,ty) = n f (txty)

Por ser f homogénea de grado n:

(X) f (txty) +(ty) f5 (tx,ty) = nt" f (x,y)
Dividiendo entre t:

xfi(xty) + vy (xty) = nt" ' f (x,y)

Si u=tx y v =ty, tenemos
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xf(uv) + yf(uv)= nt" 1 (xy)
Ahora, derivando respecto a t, usando la regla de la cadena,

X ﬁa_u_;_%@ +y %G_U_F%@ = n(n—l)tn_zf(x,y) =
ou ot ov ot ou ot ov ot

afl 6f 81:2 6f2 n-2
+ —< | = 1)t f , =
){X_au +y } y{ au +y } n(n-1) (x,y)

2 Ofy of o, 20 _ n-2
it SV Vel WS 22 - "2 (x,
X u+xy yX u+y n(n-1) (x,y) =

x2 fr1 (x,ty) +xy o (Bty) + yx £y (txty) + y? fyr (t,ty) = n(n —l)t“‘2 f(xy)

Haciendot=1 y tomando en cuenta que f;, = f5;, tenemos:

X2 iy (%, y)+2xy i (X,Y) + Y2 Fap (x,y) = n(n=1) f (x,y)

[PROBLEMA 10.] La ecuacion F (x,y,z) = 0 define implicitamente a cada una de

las tres variables como funcion de las otras dos: z=f(x, y), y=
9(x, z), X =1f(y, 2). Si F es diferenciable y F, Fy, F, son

distintas de 0, probar que

Solucion

Por el teorema 3.11, sabemos que:
az_ R ooy R oax_ Ry

_X
ox R ez R oy Ry
ayx_(K_FR|_B)__,
oX 0z oy F, Fy Y

[PROBLEMA 11.] Un cono circular recto est4 inscrito en una esfera. El radio de la
esfera se encoge a razon de 2 cm/seg y el radio de la base del
cono aumenta a razon de 4/3 cm/seg . Hallar la razon de cambio

del volumen del cono en el instante en el cual el radio de la
esfera es de 10 cm y el radio de la base del cono es de 6 cm.

-
c
a
(0
<)

Solucion

Sean R el radio de la esfera, h la altura del cono, h* el segmento que une el centro
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de la esfera con el centro de la base del cono y r el radio de la base.

Tenemos que h=R+h* =R+ R-r2

Si V es el volumen de cono, entonces

V = %;rrzh = ézzrz(R+\/ R2—r2j

Nos piden hallar (jj_\t/ cuandoR=10 y r=6.

Aplicando la regla de la cadena, tenemos:

dv _av dr oV dR

dt or dt orR dt

= %Bﬂrz (R+\/WH(EJ + iByzrz (R+mﬂ(—2)

3 oR

R R P e e

i 3 2 2
4 2r(R+Fz_rzj_r_J z_ﬁ[_M]
r

I
NN N
3

NN N

R2 _ 3 R2 _r2

Ahora, cuando R=10 y r = 6 tenemos:

- i7{12(10+8) - %} - 2?”[368210}— 307

Y
dt

R=10,r=6

Esto es, el volumen del cono esté creciendo a razén de 307 cm® / seg .

| PROBLEMA 12. | Un muro forma un angulo de ZT” con el suelo. Sobre el muro

de apoya una escalera de 12 m de longitud. Debido a la
gravedad, la parte superior de la escalera se estd resbalando a
razéon de 0.5 m/seg. La escalera, el muro y el suelo forman un
triangulo. Hallar la razén de cambio del area de este tridangulo en
el instante en que el angulo & formado por la escalera y el suelo

T
es de g radianes.

Solucion

El area del tridangulo es
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x(y sen 27/3) —gxy

Luego,
dA_oAdx  oAdy V3 dx V3 dy
dat ox dt oy dt 4 7 dt 4 dt
Esto es,

A3 o 3 dy "

a4 Jdt 4 dt
Por otro lado, aplicando la ley de los cosenos, tenemos:
122 =x* +y? —2xy cosZTﬁ = X’ +y?+xy= 144
Derivando respecto a t:
dx dy dx dy

2X—+ 2 —FXx—==0 =
a Vo Yo Ya

dy _
(2y+x)— " —(2x+ y) it 2

T . .,
Ahora, cuando € = rE el triangulo es is6sceles y tenemos:

x=y ®3)
Este resultado, reemplazado en (2) nos dice que:
dy dx dy dx
2X+X)—= —(2X+X = (3x)—= —(3x =
( ) dt ( Vo dt (3x) dt (%) g dt
dy dx
= —— 4
dt dt )

Finalmente, reemplazando (3) y (4) en (1) obtenemos:

dA /3 dx \/_3dy \/_3dx ﬁx(dxjo

4 U dt

dt 4ydt 4 dt 4 dt 4

. 3 , . .
Esto es, en el instante en el que 6 = rE la razén de cambio del éarea es O.

|PROBLEMA 13. | Probar el teorema 3.9
Si w= f(x,y) es diferenciable en(X,y) y X =g(t),

y = h(t) son diferenciables en t, entonces w = f (g (t) ,h(t)) es

diferenciable en t y se cumple que

dw _ ow dx awdy

@
ok dt oy dt
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Demostracion

Como f es diferenciable en el punto (X, y) tenemos que

Aw = %Ax+@4|y + §4X+&,A4y , donde
OX oy

& =0y & — 0 cuando (4x,4y)— (0, 0)
Dividiendo la expresion anterior entre At :

Aw awa+6WAy T Ax 82ﬂ @)
At ox At oy At "At At

Como x = g(t), y=h(t)son continuas, (por ser diferenciables), tenemos que:

Lim Ax= Lim [g(t + 4t)-g(t)]=g®) - gt)=0
At—> 0 At—> 0

Lim Ay = le [h + At)=h(t)]=h®) - ht)=0
At—> 0

y, por lo tanto,

Lim &= Lim =0, Lim &= Lim &=0
At—> 0 (4x,4y)— (0, 0) At—> 0 (4x,4y) —> (0, 0)

Ahora, tomando limites en (2) obtenemos;

Aw _ow .. AX ow . Ay
im —= Lim —+— Lim
At>0AL X At>0AL Oy At— 0 At

AX A
+ Lim & Lim —+ Lim ¢, Lim 2y

At>0 At 04t At>0 “4at>o04at

dw _ ow dx 6Wdy dx Oﬂ=@%+@ﬂ
dt ox dt oy dt dt dt  oxdt oy dt
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5

En los problemas del 1 al 5, usando la regla de cadena, hallar (;—\iv

1. w= X2—Xy+2y2, X=cost, y=sent. Rpta. ((jj—\:l:l—3sen2t

2. W=%, X=cos2t, y=-sen?2t. Rpta. d—W=0
X“+y dt
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3.w=1n(2x2+y),x=ﬁ, y=2t Rpta.d—\f[v=%
4. w=el™Y x=tl13 y=3 Rpta.cil—"t":—e“t

5. w=In(Xx+y+2z), x= cos’t, y=sen’t,z= tan’t Rpta. (jj—\i\I:Ztant

En los problemas 6 y 7, usando la regla de cadena, hallar ;ﬂ y aw
S

ot

6. w= X2—y2, Xx=ssent, y=-Scost. Rpta;ﬂ =—S cos 2t, %:szsenZt
S

7ow=1il = ,y=e"' Rpta w t(eSt—e‘St), w _ s(eSt—e‘St)
Xy s

ot
ax
W w
8. Seaw= (y—Z) ¢ , y=asenX, z=cos X. Hallar d— Rpta d— = e®sen x
aZ+1 dx dx
2,22 w
9.Seaw= e "V "2 x =sent,y=cost,z="tant. Hallar aw Rpta 4e?

t t=rl4
En los problemas del 10 al 13, la ecuacion dada define implicitamente a y como

funcidén de x. Mediante el teorema 3.11, hallar d_y
X

10.2x+ \xy—y=1 Rpta ﬂ:w
dx 2/ xy —x
203 A I3 113, 213 dy y?
11, X7 7 +2x "y "7 +y =12 Rpta —== -3| =
dx X2
2,2
12. 1n(x2+y2)—2x+2y:1 Rpta dy _ x2+y2 X
X  x*+y*+y
dy _y
13. Xy )+ Xy)—1=0 Rpta —=-= -2
sen(xy)+ cos(xy) p - "

En los problemas del 14 al 17, la ecuacion dada define implicitamente a z como

oz
funcién de x e y. Mediante el teorema 3.11, hallar % y
X

oy

az 52
14, 4xy— y22+2x2=0 Rpta, 2= 2¥*2 & 4x=z7
x yz-x oy 2(yz-x)
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oz 7 A z
15. xyz + xyz) =0 Rpta. —= — =, —= ——
yz + cos(xyz) pta. — ey :
- o/4 2_
16. X>+y* +2° —3xyz=0 Rpta. or_ _ X’ yz L y-x
x oy ¥ 2oy
oz 22 (x-1) 22 (y-1)

17.xz ~In(xz) +yz ~In(yz)=1 Rpta. X x(x+y)(z-1)dy  y(x+y)(z-1)

18. El radio de un cilindro circular recto crece a razéon de 2 cm/seg y la altura
decrece a razon de 3 cm/seg. En el instante en que el radio es de 10 cm y la
altura es de 24 cm. hallar: a. La razon de cambio del volumen del cilindro. b. La
razon de cambio del area lateral del cilindro.

Rpta. a. 660 cm3/seg b.-12 cmz/seg

19. Resolver el problema anterior cambiando el cilindro por un cono circular recto.
Rpta. a. 220 cm3/seg b. % cmz/seg

20. Los dos radios de un tronco de circular recto crecen a e
razén de 2 cm/min y la altura decrece a razén de 3
cm/min. En el instante en el que los radios son de 6 y
12 cm y la altura es de 8 cm. hallar: a. La razon de
cambio del volumen del tronco de cono. b. La razén
de cambio del area lateral del tronco. Sugerencia:

V= %(r2+rR+R2)h, A= z(r+R)L=x(r+R)y (R=r)’ +h?
Rpta. a. 36n cm3/seg b.-3.2n cmz/seg
21. El cateto a de un triangulo rectangulo crece a razon de 3

cm/min. El cateto b decrece a razon de 2 cm/min.
Hallar la razén con la que cambia el angulo 6 en el

instante cuandoa=10cm y b=20cm. b
Sugerencia: 6= tan”' (b/a) Rpta. %— _ZiSrad/mm A

22. El lado a de un triangulo crece a razon de 3 cm/seg, el
lado b decrece a razén de 2 cm/segy el angulo 6 que
estos lados forman crece a razén de 0.04 rad/seg .
Hallar la razon con que cambia el area A del triangulo

en el instante en que a=40 cm,b=60cmy 7= 4

Sugerencia: A ——ab sen § Rpta. —:23\/3 cmz/seg
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
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Los lados a y b de un triangulo esta creciendo a razon de
1.5 cm/seg y 1 cm/seg. Si el area permanece constante,
hallar la razén con la que cambia el angulo 8 que ellos

forman, cuandoa=16cm, b=12cmy 6= %

o 1743 a

Sugerencia: A = —ab sen § Rpta.—= ————rad/seg
dt 288

El lado a de un paralelogramo esta creciendo a razon
de 8 cm/seg. El lado b decrece a razon de 4 cm/seg. '
El 4ngulo @ que forman estos lados, crece a razon de )
2 ° /seg. Hallar la razén con la que cambia el area i
cuandoa=1,8m,b=12my 8= 60°. 0

Rpta. (jj_&i 60( \/_3)cm2/seg

a

Un tanque de goma, que tiene la forma de un cilindro
circular recto, esta recibiendo agua a razon de

27 m>/hora. El radio del tanque esta creciendo a

razén de 5 cm/hora. Hallar la razén con que crece la

altura del agua cuando el radio es de 2 m y el

volumen de agua en el tanque es de 127 m’

Sugerencia: V = zr’h. Rpta. %: 35 cm/ hora

Los lados @, b, y ¢ de una caja rectangular estan cambiando a razon de
2 cm/min, —2 cm/miny 3 cm/min , respectivamente. En el instante en el que
a=20cm, b=15cm y ¢=40 cm, hallar:

a. Larazon en que esta cambiado el volumen de la caja.

b. La razon en que esta cambiando el area de las caras de la caja.

Rpta. a. 500 em® /min  b. 150 cm? / min
Un cono circular recto estd cambiando de tamafio pero manteniendo su area
lateral constante igual 60 cm? / seg . El radio de la base crece a razén de

2 cm/seg . En el instante en el que el radio es 6 cm hallar. a. La razén con la
que cambia la altura h del cono. b. La razén con la cambia el volumen del cono.

Sugerencia: A= ry h’> +r?> Rpta. a. d—— —%cm/seg b. 30 cm® / seg

Sea f diferenciabley z= f (X2 y ) Probar que y—)z(+ X% =0.

oy
Sea f diferenciable, w= f (x—y,y—2z,z—Xx). Probar que @Jr@ ow _ -0.
oXx oy oz
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30. Sea fes diferenciable, w= f (u),u=

oW oW ow _Ow
—+—+—=0

ox oy o ou’
31. Sea fes diferenciable, w= f (u,v),u=x+y, v=x—y. Probar que

ox 8y ou

AR

+ 2y + 3z. Probar que

32. Sea f de clase C( ), w= f(p ) =4/ X+ y2 +22 . Probar que

o*w o’w Pw azw 20w

o o o o pd
33.Sean f y g declase C?, z= f (x+at)+g(x—at). Probar que esta funcion

satisface la ecuacion de onda: — =
ot

x>

34.Sea w= f(x,y) declase C?, x=eScost, y=eSsent. Probar que

o’w  o’w 25 o’w  o*w
+ =e +
oy

os?  ot? ox>

35. Ecuaciones de Cauchy—Riemann en coordenadas polares.

273

Sean u=(Xy), V= (X,y) diferenciables que satisfacen las ecuaciones de

Cauchy—Riemann: a_u:@ y Yo _u . Si Xx=r cos
X oy OX 8y
probar que u_lov N__lou
or roo o roe

, Y=rsen,

A este ultimo par de ecuaciones se la las conoce con el nombre de forma
polar de las ecuaciones de Cauchy—Riemann.

36. Sea W = x%(l
X

ow ow ow
X— + y—+ z— = 3X
OX oy oz

,ij , donde f es diferenciable. Probar que:
X

(5

37. Sea F diferenciable. Si Fcx—az, cy —bz) =0 define implicitamente a z

como funcion de X ey, probar que
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39. Sean f y g declase C?. Si z= x f(x+y)+ yg(x+y), probar que
%z %z 8%z
-2 +

R, P
x> oyox  gy?

40. Sea w=f (X,y) diferenciable, X = cosht,y = senh t . Probar que:

&) 43
OX oy or 2 ot
41. Sea f (x, y) homogénea de clase n y diferenciable. Probar que
a, f; es homogénea de gradon— 1. Estoes, f;(tx,ty)= -1 fi(x,y)
Sugerencia: Derivar respecto ax: f (tx,ty)=t"f (x,y)
b, f, eshomogénea de gradon— 1. Estoes, f,(tx,ty)=t""f,(x,y)

Sugerencia: Derivar respecto ay: f (tx,ty)=t"f(x,y)

SECCION 3.6
DERIVADAS DIRECCIONALES Y DRADIENTES

DERIVADAS DIRECCIONALES.

Nuestro objetivo en esta seccion es extender el concepto de derivada parcial.
Comenzamos con una funcion de dos variables z = f (X, y) . Las derivadas parciales

fe(x,y) y fy(x,y) miden las razones de cambio en direcciones paralelas a los ejes

Xy Y, respectivamente. Ahora buscamos la razéon de cambio en cualquier direccion.
Consideremos los vectores unitarios i = <1, 0> yj= <0, 1> , que son paralelos al

eje X y al eje Y, respectivamente. Las definiciones de derivadas parciales las

podemos expresar en términos de estos vectores.

En primer lugar, tenemos que:
(x+h, y)=(x y)+(h, 0)=(x, y)+h(l, 0) =(x, y)+hi

X, y+hy=(x y)+(0, hy=(x, y) +h(0, 1) =(x, y) +hj

Luego,

fi(x.y) = Lim f(Hh’yg_f(x'y): Lim f((x’y)+':)—f(><,y)
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£ (x.y)= Lim f(x,y+hg—f(x,y)_ Lin f((x,y)+|:]j)_f(x,y)

Ahora, si en las expresiones anteriores reemplazamos al vector i 6 al vector j por
cualquier vector unitario u =(u1, u2>, obtenemos la derivada direccional en la

direccion u. En términos mas precisos tenemos:

|DEFINICION. | Sea z=f (X, y) una funcion de dos variables. La derivada

direccional de f en el punto (X, y) y en la direccion del vector
unitario U :<u1 , u2> es el siguiente limite, si este existe,

f((x,y)+hu)-f(x,y)

Dy f (x,y)= Lim

h—0 h
 Lim f (x+hup,y+huy)-f(x,y)
h—0 h

Las derivadas parciales son casos particulares de las derivadas direccionales. En
efecto, f,(X,y) y fy (x,y) son la derivadas direccionales en la direccion de los

vectores i y ], respectivamente. Esto es,
fu(x,y)=Di f(xy), fy(x,y):Djf(x,y).

El dibujo adjunto nos proporciona la interpretacion geométrica de la derivada
direccional Dy f (X,,Y, ) en el punto (X,,Y,) y en la direccion de u.

El punto PJ :(Xo,yo,f(xo,yo))esté en la
superficie S que es el grafico de la funcion
z=f(x,y). Su proyeccion sobre el plano XY

z T

es el punto (X,,Yo,0). Este punto y el vector

unitario U determinan un plano vertical que
corta a la superficie S formando la curva C. Sea
T la recta tangente a C en el punto Po y L su

proyeccion sobre el plano XY. Si « es el angulo
entre T y L, entonces la derivada direccional

Dy f (XO ,yo) es la pendiente de la recta tangente
T. Esto es,

Du f(Xy.Y,) = tan &

EJEMPLO 1. Hallar la derivada direccional de  f (x,y)=xy en el punto (2, 1)
y en la direccion u = <\/73/ 2, 1/2>.
Solucién
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h—0 h
(2+*/_3hJ(1+1hj—2(1) (ﬁ 1]h + ﬁhz
= Lim = Lim
h—0 h h—0 h
= Lim £+1+£h =£+1z2,73
h—0 4 2

La definicion de la derivada direccional de una funcidon de tres variables es
enteramente analoga al caso de dos variables.

DEFINICION. | Sea w= f(X,y,z) una funcion de tres variables. La derivada

direccional de f en el punto (X, y, Z) y en la direccion del vector
unitario U =(u1 Uy ,u3) es el siguiente limite, si éste existe,

f((x.,y,z)+hu)-f(x,y.2)

Dy f (x,y,z)= Lim

h—0 h
CLim f (x+huy,y+huy,z+huy) - (x,y,2)
h—0 h

El siguiente teorema nos proporciona la condicion bajo la cual existen todas las
derivadas direccionales y una manera simple de calcularlas.

| TEOREMA 3.12] 1.Si f es diferenciable en el punto (x,y) y siu= (uj,u,) es
cualquier vector unitario, entonces f tiene derivada
direccional en (X, y) en la direccion de u. Ademas

Dy f(x,y) = fe(x,y)u+ fy (x,y)u,

2.Si f es diferenciable en el punto (X,y,z) y siu= (u,uy,u3)
es cualquier vector unitario, entonces f tiene derivada
direccional en (X,y,z) en la direccion de u. Ademas

Dy f(xy,2) = fx(xy,2)u+ fy(xy,2)uy + f,(x,y,2)us

Demostracion

Probaremos la parte 2 del teorema. La prueba de la parte 1 es enteramente analoga.
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2. Tomemos un punto fijo (X,,Y,,Z, ) . Probaremos que

Duf(XO'yO’ZO): fx(xwyo’zo)ul + fy(XO!VO!Zo)u2+fZ(XovyovZo)u3
Sea X=X, t+hu;, y=yothuy, z=2,+hu; vy
g(hy= f(x,y,z)= f(x, +huy,y, +huy,z, +huy)

Aplicando la regla de la cadena, tenemos:

. df dx  df dy  df dz
90 = Gean ayan g KUy (x2)us f(0y.2)u

Pero, si h =0, entonces X=Xo, Y=VYo, Z=2o Yy

9'(0) = fu (X0 Yo Zo Ui+ Fy (%Yo 20 ) Uz + T, (%.¥o.20)U3 (1)
Por otro lado,

g'(0) = Lim 9(n)-9(%)

h—0 h
CLim f (X, +huy,y, +huy,zg +hus )= (X,,Y0.2,)
h—0 h
=Dy f (%.¥0.2) 2)
De (1) y (2) obtenemos:

Duf(xo'yO'Zo): fX(XO’yO’ZO)ul + fy(XO!VO!Zo)U2+fz(xo’yo’zo)u3

|OBSERVACION.]| 1. Si u es un vector de ]Rz y si @ es suangulo director, es
decir el angulo que forma u con el semieje positivo X,
entonces

u =(cos 6, sen 6) .

En este caso, la parte 1 del teorema nos dice que:

Dy f(x,y)= fx(x,y)cos &+ f,(x,y)sen &

2.Si U es un vector de R y si a, By y son sus angulos
directores, es decir los angulos que forma u con los
semiejes positivos X, Y y Z, entonces

u :<cos a, cos f3, cos /”L> .
En este caso, la parte 2 del teorema nos dice que:
Du f(x.y.2)=

fy (X,y,z)cos & + fy(X,y,Z)cosﬂ-i- f,(X,y.z)cos y
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2
EJEMPLO 2.| Hallar la derivada direccional de f (x,y)= X2 —6xy+yT en el
punto (-1, 3) y en la direccion u = <g, g>
Solucién
De acuerdo al teorema anterior, tenemos que:
Dy f (-1, 3) = fy (-1, 3)£ + 1, (-1, 3)£
2 2

Pero,

fy (X,y) =2x -6y y fy (-1, 3)=-2-18=-20

fy(xy) =—6x+2y 'y fy(-1,3)=12+6=18
Luego,

Du f (-1, 3)——20£+18£——10\/3+9\/_: -J2

EJEMPLO 3.| Hallar la derivada direccional de  f (x,y) = tan'Y en el punto
X

(4,— 4) y en la direccion del vector unitario que forma el angulo

0= ? con el semieje positivo X.
Solucién
T T 1 \/_3
Tenemos que U ={cos —,sen —) = ( —, —
3 3 22

De acuerdo a la observacion anterior,

Dy f (4, —4) = f4(4, —4)cosz/3+ f, (4, —4)sen z/3

Pero,

y -4 1
f(x,y) =— y f,4 -4)=-———=-
() X +y? < ) 421 (-4y 8

X 4 1
fy(X,y) = y f,(4 -4)=——=—
)’( ) x2+y2 y( ) 42+(_4)2 8

Luego
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GRADIENTE
DEFINICION.] 1. Gradiente en R .
Sea z=f(x,y) una funcion tal que fy y f, existen. El
gradiente de f es la funcion vectorial Vf definida por

v (x,y)= <fx(x,y),fy(x,y)> = fy(xy)i+ fy(x,y)j

o bien,
df df
Vi =(fy. fy) = <& d—y>

2. Gradiente en R .
Sea w= f (X,y,z) una funcion tal que f,, fy v f, existen.

El gradiente de f es la funcion vectorial Vf definida por
Vi (x,y,2)= <fx (x,y.2), fy (x,y.2), f, (x,y,z)>
= fu(xy.2)i+ fy(xy.2)j+ f,(xy.2)k

o bien,
df df df
Vf 7<fX’ fy, fz><&|d_yia>

Vf selee “nabla f”

¢(SABIAS QUE . .

El simbolo V usado para designar al gradiente esta
inspirada en la forma del arpa, el instrumento musical.
De hecho, la palabra nabla era el nombre griego del
arpa. El primer matemético en usar este simbolo fue el
irlandés William Hamilton (1805-1865) en el afio 1835,
en sus trabajos sobre quaterniones. Al simbolo V también
se lo ve como la letra griega delta A invertida. En el griego
actual, el simbolo Ves llamado arisdana (anadelta) que
significa delta invertida.

EJEMPLO 4.| Hallar el vector gradiente de la funcion f (X,y) = ¢x*+ y2 en el

punto (3, 4).
Solucion
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d d
Vi (xy)= <dx\/x2+y2, d—y\/x2+y2>

- X y
\/X2 + y2 \/ X2 + y2
En el punto (3, 4):

] 3 4 \_/3 4
Vi (3.4) <J32+42’\/32+42> <5,5>

El teorema 3,12 tiene una expresion mas simple en términos del gradiente, que es
la siguiente.

[TEOREMA 3.13] 1. Si f es diferenciable, en el punto (X,y) ysi U es cualquier

vector unitario, entonces f tiene derivada direccional en
(x,y) vy en la direccion de u. Ademas

Du f(x,y)= Vf(x,y) » u

2. Si f es diferenciable, en el punto (x,y,z) ysiu es cualquier

vector unitario, entonces f tiene derivada direccional en
(x,y,2) y en la direccion de u. Ademas

Du f (x,y,2)= Vf(x,y,z) + u
Demostracion

1. De acuerdo al teorema 3.12 tenemos que:

Dy f(x,y)= fx(x,y)u + fy(x,y)uy= <fx(x,y), fy(x,y)> o (up, uy)
= Vf(x,y) - u

2. Similar a la parte 1.

EJEMPLO 5.| Hallar la derivada direccional de  f (x,y)= ln(x2 + y2) en el

punto (1, — 2) y la direccion v =35i + 12].
Solucién

Tenemos que:

fx(xyy) _ 22X y fx(l,—2):Ll) %
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Luego,
VI (1,-2)= (£ (1-2), fy (1-2) >_<§ _%>

Por otro lado, el vector v = 5i + 12] no es unitario. El vector unitario en la
direccion, de V es

v 1 1 1 5
u= =r—TV= (5,12) = —(5,12) = <_, _>
IvIl vl 524122 13 13" 13
Abhora,
Dy f (1,-2)= Vf(1,-2) +u= <§ _4 > . <i, E>_ 10 48 _ 38

5

EJEMPLO 6.| Hallar la derivada direccional de  f (x,y,z)= x* +y? + 2% —xyz

en el punto (1, 1, — 4) y la direccion v=i+j—k
Solucién

Tenemos que:
fo(x,y,2) =2x-yz 'y f (1,1, -4)=6

fy(xy.z) =2y-xz y (L1, -4)=6
f(xy.z)=22-xy y f (L1, -4)=-9

Luego,
VE(L 1, =4) = (£ (1 1,-4), By (11, =4), , (1,1, =4) ) =( 6,6, -9)
Por otro lado, el vector vV =i + j — K no es unitario. El vector unitario en la

direccion, de V es

v 1 1 11 1
u= =V = LL-)=( =, —, ——
M e etk et
Abhora,
- 11 1
Dy f(1,1-4)= Vf(1,1,-4) «u= (6,6, -9) « < —_—, = ——>
9

6
=— +

6
3 3 3 3

DIRECCIONES DE CRECIMIENTO OPTIMO

Sea f una funcion diferenciable de dos o mas variables. En un punto fijo, f
tiene derivada direccional en cualquier direccion. Entre todas estas, hay una maxima
y una minima. /Cual es la direccion que corresponde a la maxima y cual a la
minima? La respuesta es dada en el siguiente teorema.
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[ TEOREMA 3. 14| Sea f una funcion de dos o tres variables que es diferenciable
en el punto P, donde P = (x,y) 6 P = (x,y,z). Sea

0= (0, 0) 60 0= (0, 0, 0). Si Vf (P) # 0, entonces

La derivada direccional maxima es Dy f (P), donde U es

direccion del vector gradiente. Esto es, cuando
vf ( )

e T

El valor de la maxima derivada direccional es " \%i (P) "

La derivada direccional minima es Dy f (P), donde U es

direccion opuesta a del vector gradiente. Esto es, cuando

Vf()
e T

El valor de la minima derivada direccional es —" Vi (P) "
Demostracion
Sabemos, por el teorema 1.5 del capitulo 1, que:
arb=al]b] cos &
donde @ el angulo entre los vectores a y b.
Aplicando este teorema para el caso a = Vf ( ) y b=u tenemos:
Du f(P)= Vf(P)-u=|| Vi ( " ||u|| cos = " v ( || cos 0
Esto es,
Du f(P)= " Vi (P) " cos 6
Pero, -1 <cos @ <1, cos @ =1cuando € =0 y cos & =—1 cuando f=m.
Luego,
Dy f(P) es méaxima cuando @ = 0. Es decir, cuando u = W y este
méximo es Dy f (P)= " vf (P) ||

v (P

Dy f(P) es minima cuando @ = m. Es decir, cuando U = ————— y este
[vi(P) ]

minimo Dy f (P)=—|| Vi (P) "
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| OBSERVACION. | Este teorema nos dice que en el punto P la funcién crece mas

rapidamente en direccién del vector gradiente Vf (P) y

decrece mas rapidamente en la direccion opuesta.

EJEMPLO7.| Sea f(xy,z)=xz>-y’

1. Hallar el vector unitario u para el cual Dy f (P) en el punto P =

(0, 1, 2) es maxima. Determinar el valor de esta derivada
direccional maxima.

2. Hallar el vector unitario U para el cual Dy, f (P) en el punto P =

(0, 1, 2) es minima. Determinar el valor de esta derivada
direccional minima.
Solucién

Tenemos que:
Vi (xy.2) = (22.3y22¢) = Vi (0, 1, 2)=<22, 3017, 2(0)(2)> = (4,3,0)
Luego,

1. El vector unitario para el cual Dy f (0,1,2) es méaxima es

- vi(o,1,2) (430 _ 1 /403
[vi. L2 [ [@s0] a0 o <5’5’0>

El valor de esta derivada direccional maxima es || v (0,1, 2) " =5

2. El vector unitario para el cual la derivada direccional es minima es
Vi (0,1, 2
u=_¥__<i, 3 O> <i 3 0>
[vt(, L2) | \5"5 55

El valor de esta derivada direccional minima es — " Vi (0, 1, 2)" =-5

EJEMPLO 8.| La temperatura en grados centigrados en la superficie de una placa

metalica es
T(x,y)=40-3x* —y?,
donde x e Y estan dada en centimetros.

Hallar la direcciéon en la que la temperatura aumenta mas
rapidamente en el punto (1, 3). ;Cudl es la tasa de crecimiento?
Soluci6n

VT (xy)= (Te(x.y) Ty (x.y))= (-6x,-2y) = VT (1, 3) = (-6, —6)
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Luego, la temperatura estd creciendo mds rapidamente en la direccion del
1

(-1 -1)
V2

vector (—6, - 6) . El vector unitario en esta direccidén es U =

La razon de cambio de la temperatura es

| vTa3) =] (-6:-6) | = 65/2 = 8.49°C por cm.

En el mundo actual ya contamos con objetos que se mueven buscando el calor.
Estos buscadores de calor prestan utilidad en medicina, para localizar tumores. En el
campo militar se han construido misiles que localizan y destruyen objetivos
generadores de calor. El siguiente ejemplo nos ilustra como el gradiente nos permite
encontrar la trayectoria de un buscador.

EJEMPLO 8.| Trayectoria de un buscador de calor.

Un rastreador de calor se encuentra en el punto (8, —12) sobre
una placa metalica plana cuya temperatura en el punto (X, y) es

T(x,y) =500-3x* —2y?

El rastreador se mueve continuamente en la direccion del
incremento maximo de temperatura.

a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria.

b. Hallar la ecuacion cartesiana de la trayectoria.
Soluci6n

a. Tenemos que
VT (x,y) = (-6x,—4y)
Sea r(t) = <X(t) : y(t)> la trayectoria paramétrica

del rastreador. Se debe cumplir que v
r0)= (8, —=12). O bien, x(0)=8 y y(0)=-12

Ademaés, como se mueve en direccion del
incremento maximo de temperatura, el vector

Veloci(f(i;) _ <dX d_Y>: (x(t),y' (1)) ﬂ\ S

dt "dt \ %
debe seguir la direccion del gradiente VT (X, y) .
Esto es,
(X'(1), ' (1)) =(-6x-4y). .12
Luego, y= _3x23

(1) x(t)=-6x y (2 y'(t)=-4y
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De (1) obtenemos:

T: 6:I tt dt= f—6dt:1n|x(t)|——6t+k1:
| x(t) |= ee™® = |x(t) | = C, e ,donde C, = e

Pero,
Ix(t)[=C ey x(0)=8 = ¢ e®V=|x(0)]| =8 = ¢, =8=
|X(t) |= 8e 0. Como x(0)=8> 0, entonces X(t) = ge 7ot

De (2) obtenemos:

y'(t) Y'(t) 4 _
W__4 = Imdt— J.—4dt = In| y(t) |= 4t+k=

| y(t) [= ee™ = | y(t) | = C, e™ . donde C, = e
Pero,
ly(t)[=Cre® y y(0)=-12= C, e V=] y(0) | =12 C, =12
| y(t) |= 126 Como y(0)=-12<0, entonces y(t) = —12¢™"

x = 8e 0!

y=—-12e#

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria, son {
b. Hallemos la ecuacion cartesiana de la trayectoria:

Tenemos que X(t) = gt = g0t =2

Abhora,
2
y=—12¢¥= —12(e‘6t )3

Il
|
_
)
N\
o0 | x
N—
w |
(98]
=
g
w
trl
v
-t
o
a
w2

= —3x%3,

GRADIENTES Y PLANOS TANGENTES A SUPERFICIES DE
NIVEL

En esta parte nos enfocaremos a estudiar planos tangentes a superficies de nivel
en el espacio tridimensional.
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Sea S una superficie y P, un punto de S. Se dice que un vector v es normal o es
ortogonal a la superficie S en el punto P, si v es ortogonal (perpendicular) a todo

vector tangente en P, de cualquier curva lisa sobre la superficie que pasa por P, .
Nuestro interés se concentrard en las superficies de nivel. Recordemos que una

superficie de nivel es la grafica de una ecuacion F (X,y,z) =k, donde k es una

constante. El siguiente teorema nos asegura que el gradiente VF(x,y,z) es un

vector normal a la superficie F (X, y,z) =k.

| TEOREMA 3.15] El gradiente es normal a una superficie de nivel

Sea F (X,y,z) de clase C(l) y sea S la superficie de nivel
F(x.y,z)=k. Si P,= (X,.Y0.Z,) es un punto de S en el
cual VF(P,)=0, entonces VF (P,)esnormalaSen P, .
Demostracion
Sea C:r(t)= <X(t),y(t),z(t)> una curva suave
en' S que pasa por P, = (X,,Y,.Z, ). Supongamos
que r(ty) = (X(t).¥ (o). 2(ts)) =(%o Yo Zo ) -
El vector tangente a la curva C enP, es r'(t,).

Debemos probar que
VE(Ry) « P'(t)=0.

Bien, como r(t) esta en S, entonces
F (x(t).y(1).2(1)) =k
Derivamos esta ecuacion respecto a t, aplicando la regla de la cadena,

d d

S{F(X(1).y(0).2(1) = k) =
Fe (X(1),y(1),2(1))x (1) + Fy (x(1), ¥ (£),2(1))y* (1) + Fy (x(t), ¥ (1),2(t)) 2" () =0

Esto es,

X

VE (x(1).y(t),z(1)) « (x'(t),y'(t).2'(t)) =0
Parat=t,,
VF(X(to)’y(to)'z(to)) ¢ <X'(to)'y'(to)’zl(to)> :O:VF(PO) ¢ I"(to):O
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El teorema anterior nos permite definir plano tangente y recta normal de una
superficie de nivel del modo siguiente:

Sea F de clase C(l) en un abierto U de R*. Sea S la superficie de nivel
S:F(x,y,z)=k
ysea Py= (Xy,¥,.Z, )un punto de S, en donde VF (P, )=0.

El plano tangente a la superficie S : F(x,y,z) =k en el punto P, es el plano

que pasa por P, y tiene como vector normal a VF(PO). En consecuencia, su

ecuacion canodnica es

Fy (X0, Yo 120 ) (X=X, )+ Fy(xo,yo,zo)(y—y0)+ F, (X01Y0:20)(2=2)=0

La recta normal a la superficie S : F(X,y,z) =k en el punto P, = (XO,yO,ZO)es
la recta que pasa por P, y tiene como vector director al vector VF(PO). En

consecuencia, las ecuaciones paramétricas y simétricas de esta recta normal son:

Ecuaciones paramétricas Ecuaciones simétricas

X=X+ Fy (X0,Y01:20 )t
y= y0+Fy(x0,y0,zo)t
2=27,+F; (X5, Y002 )t

X=X, _ Y=Y, _ -1,
FX(XO’yO’ZO) Fy(XO’yO’ZO) FZ(XO’yO’ZO)

| OBSERVACION|

En la seccion 3.4 hemos estudiado planos tangentes y rectas normales a una
superficie que es el grafico de una un funcion de dos variables: S :z=f(x, y)

Esta superficie S: z = f(X, y) es un caso particular de las superficies de nivel. En
efecto, z=f(x,y) & f(x,y)—z=0

Luego, si F(X, Y, 2) =f(X, y) — z, entonces z =f(X, y) < F(x,¥,2)=0 vy, por tanto,
Siz=1f(x,y) < S:F(X,y,2)=0
Ademas, VF (Xy,Y0.20)= <fx(x0,y0),fy(x0,y0),—1>

Si reemplazamos estos valores de VF(Xy,Y9.Zo) en las ecuaciones del plano

tangente y de la recta normal anteriores, obtenemos las ecuaciones del plano
tangente y de la recta normal obtenidas en seccion 3.4.
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EJEMPLO 9, Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en el

punto (1, -3, 2) del elipsoide

Solucién

Z2

2 .2
Si F(x,y,z)= X?+y?+7,entonces el elipsoide esta dado por F(X,y,z)=1

Tenemos:

y.F(xy2)=2 =

w o

X
Fe(xy,2)= 3 Fy(xy.2)=

1
Fye(1,-3,2) = 3’ Fy (1,-3,2)=-2, F,(1,-3,2)=2
Luego,
La ecuacion del plano tangente es
%(X— 1)-2(y+3)+2(z—-2)=0 06, simplificando, X — 6y + 62 —33 =0

Las ecuaciones simétricas de la recta normal son:
X=1_ y+3 z-2
1/3 -2 2

Supongamos que las dos superficies de nivel
Si: F(x,y,z)=ki y S:G(xy,z) =k
se interceptan formando la curva C. SiP = (X,,Y,.Z,) s un punto de esta curva,

entonces la recta tangente a C en el punto P esta en el plano tangente a S; y enel
plano tangente a S, en el punto P. De hecho, esta recta tangente es la interseccion
de estos dos planos tangentes. En consecuencia, el vector

T = VF (X Y0:20)xVG (%Yo 2 )

es tangente a la curva C en el punto P =(X,,Y,,Z,) y es ortogonal al plano normal

ala curva en este mismo punto.

|EJEMPLO 10. | El punto P = (3, -4, 5) estd en la curva C formada por la
interseccion de las dos superficies:

S :x2+y2:22, Sy 2x2+2y2—25:z2

Hallar una ecuacion del plano normal (perpendicular) a la
curva C enel punto P = (3, 4, 5).
Solucién
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Sea F(x,y,2)= X% + y2 -2 y  G(XY,2) =2x> +2y2 ~25-72
Un vector tangente a C en P es

T=VF(P) x VG(P)
Hallemos el valor de T.

VF(x,y,2)=(2x, 2y,-2z) = 2(x,y,-z) y VF(3,-4,5)=2(3,-4,-5)

VG(x,y.z) = (4x, 4y,-2z) = 2(2x, 2y,-z) y VG(3,-4,5)= 2(6,-8,~5)

I T
T=VF(3,-4,5) x VG(3,-4,5)=4 | 3 -4 -5|=-20(4,3,0)
6 -8 -5

Luego, una ecuacién para el plano normal es

4(x-3)+3(y +4)=0. Obien, 4x+3y =0

GRADIENTES Y RECTAS TANGENTES A
CURVAS DE NIVEL

En esta parte, traduciremos al espacio bidimensional los resultados que acabamos
de discutir en el espacio tridimensional. Los resultados, como es de esperar, son
enteramente similares a los ya obtenidos anteriormente.

| TEOREMA 3.16] El gradiente es normal a una curva de nivel

Sea z=f(x,y)de clase c() y sea C la curva de
nivel f (x,y)=k.
Si Py= (X,.Y,) es un punto de C en el cual Vf(R,)=0,

entonces Vf (P, )esnormalaCen P, .

Demostracion Vi (Po)
Seguir los mismos pasos dados en la demostracion
del teorema anterior. Po
Cc

RECTA TANGENTE A UNA CURVA DE NIVEL

Ahora, buscamos una ecuacion para la recta L, que es la recta tangente a la curva
denivel C: f(x,y)=kenelpunto P,= (X,,Y,)-

De acuerdo al teorema anterior, el vector
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Vi (Ry)= VI (%.Yo)= <fx(xo,y0),fy(xo,y0)>

es un vector perpendicular a la recta. Luego, si (X, y) es un punto de L, entonces
Vi (%.Yo) ¥ PsP={(X=X,,y—Y,) son ortogonales y, por tanto,

v (XO'yO) . <X_X01y_yo> =0 =

<fx(X0:yo),fy(xo,y0)> . (X—Xo,y—yo> —0

De donde, obtenemos la ecuacion para L:

Lz fy (%o Yo ) (X% )+ Ty (Xo.¥6 ) (Y= Yo )=0

EJEMPLO 10| Hallar la ecuacion de la recta tangente de a la elipse

2 2
X_ + y_ =1
4 12 v
L
en el punto (-1, 3) Vi(-13)
Solucién
2 2 (-1,3)
X y
Sea f(x,y)= — + Z—
) 4 12
Esta elipse es la curva de nivel f(x,y) =1 /4 - \X

v (x,y)= <§ %> = Vf (-1, 3)= <_% %>

Luego, la ecuacion de la recta tangente L es

—%(X+1)+ %(x—3) =0, 6, simplificando, X —y+4=0

PROBLEMAS RESUELTQOS 3. 6

|[PROBLEMA 1.| La derivada direccional de una funcion z = f (x, y) en el punto
P=(1,3)yenladireccionde P a Q=(2, 4) es J2 ;yenla

. ., .. . T
direccion del vector unitario que forma un angulo de o con el

eje X positivoes —2 + 3/3.
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a. Hallar Vf (2, 3)

b. Hallar la derivada direccional en P = (1, 3) y en la
direccionde P a M = (-2, -1).
Solucién

a. Sea Vf (2, 3)=(ah)

El vector de P = (1,3)a Q=(2,4) es (2—1,4-3)= (1, 1). El vector unitario
en la direccion del vector (1, 1> es Up= L(1, 1) = Q -
J2

2 2
Nos dicen que: Dy f (1, 3)= V2. Luego,

Vf(2,3)-<\/_ \/_> J2= (ab) - <—2,—2>:J—2:>

2 2
f +gb—ﬁ:>a+b—z 1)

[\

o , V4 . ..
Por otro lado, el vector unitario que forma un angulo de ri con el gje X positivo es

u2=<cos 77,sen% > =<§, %>

Nos dicen que: Dy, f (1,3)= 2+ 3V 3. Luego,

Vi (2, 3)-<g,%>——2+3\/73 = (a,b) <§ %>—2+3\/_ =
§a+%b=—2+3\/_3:> J3a+b=—4+6/3 7

Las ecuaciones (1) y (2) conforman el siguiente sistema:

a+b=2
J3a+b=—4 + 63’
cuya soluciones a=6 y b=-4,
Luego,
vi(2,3) = (6, —4)

b. Elvectorde P =(1,3)a M=(-2,-1) es (-2-1, —1-3)= (-3, —4). El vector

I L 4
unitario en la direccion del vector (—3, - 4) es Ug= <—§, ——> . Luego,
3

D,, f (L 3)= Vf(2,3) <—§ —%>— (6, —4) « <—5, _f>— _§

5
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|[PROBLEMA 2.| La superficie de una colina es descrita por la ecuacion

2 2

X<y
= f(x,y)=500,5 - =—— 2,
2= T (xy) 80 160

donde X, Yy, zestan dados en metros.

El eje positivo Y seflala hacia el norte y el eje positivo X,
hacia el este. Un hombre esta parado en el punto (40, 60, 458).

a. Si el hombre camina hacia el sur. ;El hombre asciende o
desciende? ;A qué razén de cambio?

b. Si el hombre camina hacia el sureste. (El hombre asciende o
desciende? ;A qué razén de cambio?

C. Si el hombre quiere ascender siguiendo la maxima pendiente.
(Que direccion debe tomar? ;Cual es la razéon en esta
direccion? ;Con qué angulo sobre la horizontal comienza este
ascenso? Si U es la direccién con que se inicia el ascenso a

partir de un punto (P, f(P)), el angulo sobre la horizontal con

que comienza este ascenso es 6 = tan _1( Dy f(P)).

Solucion
Tenemos que:
X y 3
Vi(x,y)= (-——, —— Vi (40, 60)= (-1, —-=
() < 40 80> Y ( ) < 4>
a. La direccion hacia el sur corresponde al vector unitario —j = (0,—1) . Luego,

D; f (40, 60) = Vf (40, 60) « (-j) = <—1, —%> « (0,-1) :% =0.75

Luego, si el hombre camina en direccion sur, ¢l esta ascendiendo a razéon

de 0.75 .metros verticales por cada metro horizontal.

b. La direccion hacia el sureste corresponde al vector unitario
1

7209 {75 - 73)

u=
Luego,

D, f (40, 60)=Vf (40, 60) +u={-1,—> , - Y2
uf( )=V ( ) +u < 7 s =017

Luego, si el hombre camina en direccion sureste, ¢l esta descendiendo a razon
de 0.177 metros verticales por cada metro horizontal.

c. La direccion de méaxima pendiente es Vf (40, 60)= <—1, —%> y la razon de

cambio en esta direccion es
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| v (40, 60) | = H <—1, —%> H= % =125

Esto es, caminando es esta direccion, se asciende a razéon de 1.25 metros
verticales por cada metro horizontal. El angulo sobre la horizontal con que
comienza este ascenso es

0 = tan"' (1.25)=51.34°

[PROBLEMA 3.| Calcular la derivada direccional de la funcion

f(x,y,2)=+ X2 +y*+2?

en el punto (—1, 2, 2) y en las direcciones de la recta tangente en

el punto (-1,2,2) de la curva C determinada por la
interseccion de las superficies

3X—2y+z=-35, 2x2+y2—z:4.
Solucion

Sea F(X,y,2)=3x-2y+z y G(XVY,2)= 2x2+y2—z

Un vector tangente a la curva C en el punto (—1, 2, 2) esta dado por
v=VF(-1, 2, 2)xVG(-1, 2, 2)

Pero, VF(x,y,2)= (3,-2, 1) y VF(-1,2,2)=(3,-2, 1),

VG(x, Y, z)=(4x,2y,-1) y VG(-1,2,2) = (-4, 4,-1)

i j k
v=VF(-1,2,2)xVG(-1,2,2)=| 3 -2 1|=(=2,-1,4)
-4 4 1

Un vector unitario determinado por el vector tangente V es

1
U= —v=

1
Ivl™ Va1

El otro vector unitario determinado por el vector tangente Vv es —u

(-2,-1, 4).

Por otro lado,

Vi (x,y,2)= ! (x.,y,z) y Vf(-1,2,2)= l(—1, 2,2)
x> +y?+z 3
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Por ultimo tenemos

D, f(-1,2,2)= Vf(-1,2,2) su= %(—1, 2,2) .

La otra derivada direccional es

[PROBLEMA 4.| Una funcién que en un punto tiene todas las derivadas
direccionales y, sin embargo, no es diferenciable.

a. Probar que la siguiente funcion

x2y

f(xy)=9x*+y
0, si (x,y)=(0, 0)

> si (x,y)=(0, 0)

tiene derivada direccional en cualquier direccion en el punto (0, 0)

b. Probar que f no es diferenciable en (0, 0)
Solucién

a. Sea el vector unitario U =(uy, Uy).

f hu;, 0+ hu, )— f (0, f(huy, h
Du f (O, 0): Lim (0+ ul 0 U2) (0 0) m ( ul U2)
h—0 h h—0 h
3,2 2
= Lim —h U Uy = Lim Uty
h—0 h(h4ul4 + h2U22) h—0 h2U14+ U22

U12U2 _ U12U2 _ Ul2

2 0+ U,? Uz

Si u, #0, entonces D, f (0, 0)= Lim
? uf(0,0) h—0 h2u*+u,

Si u, =0, entonces

2
. u(0) .0
D, f(0,0) = Lim ———~_~ L -0
(00 = i W2yt 0> h0 hy?

En conclusion,

U12

L siuy #0
Dy (0, 0)= {u, 2

0, si U2=0

Lo cual nos dice que la derivada direccional Dy f (0, 0) existe en todas las

direcciones.
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b. Probaremos que f no es continua en (0, 0) y, por tanto, no puede ser

diferenciable en este punto.

Tomemos el camino C = { (x,y)e]R2 ly= x2}

Tenemos que:

2 X2X2
Lim f(x,y):Limf(x,x ):Lim—
x,¥)—(0, 0) Xx—0 x—0(_2\2 4
alo largo de C) (X ) X
4
. X
=Lim—-= li(): f(0, 0)
X—0 2X

Luego, f no es continua en (0, 0).

| PROBLEMA 5. | Hallar una ecuacion del plano tangente a la esfera

X% + y2 +22=9
que es paralelo al plano 8x -8y +4z=1
Solucién

Sea P = (XO Yo, ZO) el punto de tangencia.
Si F(x,y,z)= x> +y2 +22, la esfera dada es la superficie de nivel F (x,y,2)=9

Un vector normal al plano tangente es
VF(xo,yO, zo): <2xo,2y0’ 2zo>

Un vector normal al plano 8X — 8y +4z=1es (8, -8, 4)

El vector VF (X0 Yo, ZO) debe ser paralelo al vector (8, -8, 4>. Luego,
(2%.2Y,, 22,) = K(8, ~8,4) = x, =4k, y,= 4k Zo=2k.

Como (Xo Yo, ZO) es un punto de la esfera, entonces

X2 +y2+22 =9 =16k +16k> +4k*>=9 = 36k’ =9 = k2=i = k=i%
Existen dos puntos de tangencia,
4 4 2
(Xo’yo, Zo): (5: X Ej_ (2, -2,1) y (xo,yov ZO): (-2, 2,-1)

y, por lo tanto, existen dos planos tangentes:
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8(x—2)-8(y+2)+ 4(z-1)=0 y 8(x+2)-8(y—-2)+ 4(z+1)=0
O bien, simplificando,

2X=2y+2-9=0 'y 2Xx-2y+z+9=0

[PROBLEMA 6.| Sea lasuperficie S: v/x + 4y + vz =a, a>0

Si P= (Xo Yo, zo) es un punto de la superficie que no estd en

ninguno de los ejes, probar que:
a. Una ecuacion del plano tangente a S en el punto (X0 Yo, ZO) es
X + ¥ 4+ 2 4
Vo e Vo
b. La suma de las longitudes de los segmentos determinados por el

. . 2
plano tangente en los ejes coordenados es constante e igual a a”.
Solucion 7

a.Sea F(x,y,z) = Ix + ﬁ + /z . Tenemos que:

| 1 1
VF(X’y’z)<2xﬁ' o[y’ 2J7> Y

VF (Xo.Yo, Zo) ‘%<J170 \/170 le7>

Una ecuacion del plano tangente en el punto

= (Xo:Yo, Z0) ©s
ﬁ(x—xo)-ir ﬁ(y—yoﬁ- ﬁ(z—zo)=03

X
_0+yo+

NN RN o i

X+y+z=x+y+zz>x+y+z=a
To T T e e =S G e
b. Interseccion conelgje X: y=0, z=0 = L:a =>X=a

V%
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y

VYo
z
Tz
Tenemosque:a\/z+a\/y70+a Z, :a<\/70+\/y70+\/270):a2,

Interseccion coneleje Y: x=0, z=0 =

—a=>y=afy,

Interseccion coneleje Z: y=0, x=0 = =a=>71= a1,

|[PROBLEMA 7.| Hallar una ecuacion del plano tangente al elipsoide
X2 y2 Z2
2+ 42—
a? p* c?
que corta a los semiejes positivos formando segmentos de igual

longitud.
Solucién
X2 y2 Z2
Sea F(x,y,2)= — + b—2+ — y P =(Xo,y0,zo) el punto de tangencia.
a c
2%, 2y, 2z X5 Yo 2
Tenemos que VF (X,,Y,,Z —< 0 =0 °>— 2<—O, =2, —0>
(% Yo Zo) a2 b? ol a’? b’ ¢?

Como el plano tangente debe formar segmentos de igual longitud con los semiejes
positivos, VF (X,,Y,,Z, ) debe ser paralelo al vector (1, 1, 1) . Luego,

o Yo Z—°>—|<111— K, k, k), con k>0
<a21 b27 C2 <’ 9 > < Ll b >’
De donde, %o _ , &:k, Z—":k. O bien,

a2 b2 CZ

x, =ka?, y, =kb%, z, =kc? (1)
Como el punto P =(X,,Y,,Z,) esta en el elipsoide, debemos tener:
2 2 2 2.4 204 2.4
X z
—3+y—g+—g:1: K 2 + X 2 + ks =1= kz(a2+b2+c2):1:>
a b c a b c

k= . )

v aZ +b? +¢?

Como el vector (1, 1, 1> es normal al plano y este plano pasa por (Xo,yo,zo),

entonces una ecuacion de éste es:
(X=% )T (Y=Yo) T (2-25)=0 = x+y+z=X+ Y, +2, (3)

Ahora, teniendo en cuenta las igualdades (1), (2) y (3), obtenemos:



298

X+y+z=ka’+ kb®+ke?= k(a2+b2+c2)=

=+ aZ+b?+c?.

Cap.3 Derivadas Parciales

aZ +b? +¢?

Va?+b?+c?

Esto es, una ecuacion del plano tangente es X +y+z=+ a?+b? +c?

| PROBLEMA 8.] Superficies ortogonales

Solucién

Dos superficies que se cortan son ortogonales si los planos
tangentes a estas superficies en todo punto de la interseccion,
son ortogonales. O sea, si los vectores normales son
perpendiculares.

Probar que las familias de esferas

x2+y2+22+ ax=0 vy x2+y2+22+ by =0

son ortogonales. Es decir, cualquier miembro de la primera

familia es ortogonal a cualquier miembro de la segunda
familia.

Sea P = (Xo Yo, Zo ) un punto comun a ambas superficies. Se debe cumplir que:

2

x§+y§+zo+ ax, =0 y x§+y§+z§+by0:0

Restando estas ecuaciones tenemos,

Si F(x,y,z)= x2+y2+z

ax, —by, =0. Obien, ax, =bhy, (1)

2iax y G(x,y,2)= x> +y> +2* +by entonces

VF (X Yo, 20 )= <2x0 +a,2Y,, 2zo> Y VG (X9 Yo, Zo)= (2%0:2Yo+ b, 22,)

son vectores normales a las esferas en el punto P = (XO Yo, ZO)

Ahora, tomando en cuenta (1), tenemos:
VF(xo,yo’ zo) . VG(xo,y(), zo) = 2%, (2%, +@)+ 2y, (2y, +b)+ 422

= 4x2+ 4y2+422 + 2ax,+ 2by,

—4ax, + 2ax,+ 2by,
—2ax, + 2by,= -2by,+ 2by,=0 (por (1))

Luego, las dos esferas son ortogonales.
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|PROBLEMA 9. | Sea la superficie S: xyz =a’, donde a > 0, ysea P=
(XO,yO, ZO) un punto de esta superficie, situado en el

primer octante. El plano tangente a la superficie en el punto
(XO Yo, ZO) y los planos coordenados forman un tetraedro.

Probar que todos estos tetraedros asi obtenidos, tienen el

. 9
mismo volumen, quees V = 5a3 .
z

Solucion
Sea F(x,y,z)=Xxyz. Luego, S es la superficie de nivel
F(x,y.z) =a’.
Tenemos que
VF (%Yo, 20) = (YoZo: XoZor XoYo) -

Una ecuacion del plano tangente a S en
el punto (Xo Yo Zo ) es
yozo(x—x0)+ ono(y_yo)+ Xoyo(z_zo):() =
YoZoXt XoZoY + X3¥oZ = 3X,YoZo
Las intersecciones con los ejes son:

EjeX: y=0,2=0= x= 3X, EjeY: x=0,z2=0=y= 3y,

EjeZ: x=0,y=0=z= 3z,

Sabemos que el volumen de un tetraedro es igual a la tercera parte del area de la
base por la altura. Luego,

_ %{(3&))2(3)/0)}(320)_ %Xoyozo:

a3

| o

[PROBLEMA 10.| Propiedades basicas del gradiente

Sean f y g funciones diferenciables y a, b, ¢ constantes.

Probar:

1. Regla de constante.  Vc=0

2. Regla de linealidad. ~ V(af +bg)= aVf + bvg

3. Regla del producto. ~ V(fg)= fvg+ gVf
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4. Regla de la potencia. ( )— nf"lve

5. Regla del cociente. v(ij w g#0

9 g
Demostracion

Probaremos so6lo las tres ultimas reglas. Las otras la dejamos como ejercicio al
lector. Suponemos que f y g son funciones de dos variables. Para funciones de mas
de dos variables se procede en forma analoga.

d d d d
3 V(fg):<&(fg)’5(fg)> < ag g& fa?/ gax>
(13 S5 o513 5)el5 5)
ox oy ox oy ox oy oX oy
= fvg+ gVf

{20, 200 )

—nf”—‘<%, %>— nf"lve

5. Aplicando la regla 4, tenemos que:

(ot oft) g

Despejando V(ij ,
g

)it e

PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 6

En los problemas del 1 al 6 hallar el gradiente de la funcién dada en el punto P
indicado.

1. f(x,y)= 2¢*cosy, P= (1, 57/6) Rpta. Vi (1, 57/6) = ~e(3, 1)
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Xy
2. f(x,y)==+=, P=(1,-1/2

()= 22 P = (1m172)
3. f(x,y)= sec”! (2xy), P=(1,-1)
4. f(x,y,2)= 2 xyz, P=(3,-2,-6)

Xyz

5 f(x,y,z)= , P=(1,1,-1

(xy.2) x> +y2+22 ( )
6. f(x.y)=x"+2"+y"+2Y, P=(1,1,1)

301

Rpta. Vf (1, —1/2) =

-3(1/2, 1)
Rpta. Vf (1, -1) (1 -1)

-3, -1)

-1,1)

Rpta. Vf (3,-2,-6)

{2,

Rpta. Vf (1, =

1, -1)

NN

-1
=(1,1,2)

Rpta. Vf (1,1, 1)

En los problemas del 7 al 11, hallar la derivada direccional de la funcién dada,
en el punto P y en la direccion del vector unitario u.

7. f(x,y)= X2 =3xy+2y%, P=(2,1), u:<\/—2/2, \/—2/2> Rpta. —+/2/2
f(x,y)=2xIny, P=(1,e), u=<J§/2, —1/2> Rpta. v 3-¢”!

9. f(xy)=2(xy+1)'%, P=(3,1), u=(3/5, -4/5) Rpta. — 54/5

10. f(x,y,z) = ~y*, P=(0,2,3),u=(1/3,2/3,2/3) Rpta. 0

11. f(x,y,z) =xY+2%+y*+2Y, P=(1, 1, ),u= <g —%%> Rpta 1

En los problemas del 12 al 18, hallar la derivada direccional de la funcién
dada, en el punto P y en direccién del vector unitario con angulo director 6 (el
angulo formado por el vector y el eje X positivo)

12. f(x,y)= e*seny,P=

13.
X+Yy

14. f(x,y)=|n(x2+y2+1) + e p= (0,1), 6=x/6

15.

16.

f(x,y)=ﬂ, P=(-1,

f(x,y)=eY+lnz,P=

f(x,y)=x —sen(x+y)

(0, z/4), 6=37/4

-2), 0=nx/2

(0, =2,1),v

22, P=(1,-1,1),v

Rpta. 0
2
Rpta. —
Pl
1
Rpta. E+\/_3
=(2,0, 1 Rpta. —%
=(-6, -2, 3) Rpta.%
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17. f(x,y)= Xy p= (2, -2,1),v=(2,1,2) Rpta. —%
e

18. f(x,y)=senh X coshy+tanhz, P= (0, 0, 0),V:<20, -4, —5> Rpta. %

En los problemas del 19 al 23, hallar el vector unitario u en la direccién en
que la funcion f crece mas rapidamente el punto P, y hallar la razén de cambio de
fenP.

19.  (x,y) =etanx*, P =(\/7/2, 0)

Rpta.u=< Ll —1>, H vf (v /2, 0) “ = Wzl

T+

Rpta. u= (3/5, 4/5),

vf (1,2)] =

W | —

2

21. f(x,y,2)= (x+y)*+ (y+2)*+ (x+2)°,P=(2, 0, -1)

1
Rpta. u:ﬁ(& 10), | vf (2,0, -1)] = 2410

22. f(x,y,2)=x",P=(e, 0,2)
Rpta. u=(0, 1, 0), || Vf (e, 0, 2)| = 2

23. f(xy,2) = (X2+y2+22)1n\/ x2+y2+22, P=(1,1,1)

Rpta. u=——(1, 1, 1), [vE( 1, 1)) =(1+m3)J3

V3

24. La temperatura sobre una placa metalica plana en el punto (X, Yy) es

225
T(X,Y)=——"7——
(x.y) X2 +y?+z?
a. Hallar el vector unitario U en la direccion en que la temperatura decrece mas
rapidamente en el punto P = (l, -5, 2).

b. Hallar la razoén de cambiode T en P.

1
Rpta. a. u= ——30<—1, 5,-2) b - || Vi (1, 1, 1)||——15
25. Si Vf (xo,yoa)—— (2, -1).

a. Hallar u, vector unitario, tal que D, f (xo Yo, ) =0
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b. Hallar u, vector unitario, tal que Dy f (X,, Yo)=—1

Rpta. a. u =g(l, 2) 6u =§(—1,—2) b.u=(0,1) 6 u= é(—4,—3)

26. La derivada direccional de z =f(x, y) en el punto P, = (2, —1) y en direccion

hacia el punto R :(3, —2) es Zﬁ; y en direccion hacia el punto
P, =(6, 1) es —2.

a. Hallar Vf (2, 1)

b. Hallar la derivada direccional en P, = (2, - 1) en direccion hacia el punto

Py =(-1, -5). Rpta.a. Vf (2, —1)= (-2, —-6) b.Rpta.6
27. Seaw = f(X,y,Z) una funcién de tres variables y P, un punto de su dominio.
Se sabe que:
1 1
1. D, f(PR))=—=,donde u; = ——(1, 3, —1
u, (P) NETI onde Uy m( >
2. Dy, f(R)= 4 , donde u271< 1,2,2)
37 3
1
3. D, f(R)= \/_ donde u3—m<2, 2,43)

Hallar: a. Vf (P,) b. D,f(R,),si V=L(1, -1, 1)

V3
Rpta. a. Vf (P,)=(-2,1,0) b. D,f(R)=-+3
28. Calcular la derivada direccional de la funcién f(X,y,Z): xe¥% en el punto
(1, 1, =1) y en las direcciones de la recta tangente en el punto (1, 1, —1) ala
curva C determinada por la interseccion de las superficies
2x2+2y2—z2 =7, x2+y2—z2 =3 Rpta. 2. Laotra, -2

29. Calcular la derivada direccional de la funciéon f(x,y,z)= x2y?z% —xyz en el

punto (-2, 0, 1) y en las direcciones de la recta tangente en el punto (-2, 0, 1)

ala curva C determinada por la interseccion de las superficies
(x=1)*+(y+1° =4, x—y-2z=2  Rpta.-3//5. Laotra, 3//5

30. La superficie de una colina es descrita por la ecuacion

2
z= f(x,y)=100 - SL— 12y7 ,donde X, y, z estan dados en metros.
100 100

El eje positivo Y sefala hacia el norte y el eje positivo X, hacia el este. Un
alpinista esta parado en el punto (10, —10, 83).
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a. Si el alpinista camina hacia el noroeste. {Esta ascendiendo o descendiendo?
(A qué razon de cambio?

b. Si el alpinista camina hacia el suroeste. ;Esta ascendiendo o descendiendo?
(A qué razon de cambio?

c. Si el alpinista quiere ascender siguiendo la maxima pendiente. ;Que
direccion debe tomar? ;Cual es la razon en esta direccion? ;Con qué angulo
sobre la horizontal comienza este ascenso?

Rpta. a. sube a razon de 2.4 m. verticales por m. horizontal.
b. sube a razén de 2.4 m. verticales por m. horizontal.

c. En la direccion u = %(—5, 12) a razén 2.6 m verticales por

m. horizontal, y con 4ngulo 6= tan~' (2.6)=68.96°.

31. Un rastreador de calor se encuentra en el punto (-2, 5) sobre una placa metalica
plana cuya temperatura en el punto (X, y) es
T(x,y)=200-x* -3y?,
El rastreador se mueve continuamente en la direccién del incremento maximo
de temperatura.
a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria.
b. Hallar la ecuacion cartesiana de la trayectoria.
_ _ 5
Rpta.a.x=—2e2', y=5¢° . y:—gx3
En los problemas del 32 al 36, hallar el plano tangente y la recta normal a la
superficie en el punto P indicado.

32. x2+y?+2%2 =6, P=(-1-2,3).

Rpta. 2x +y + 2 —6 =0, XT_Z:y—lzz—l

33. x*+4y?+222=35, P=(2,1,1).

Rpta. x + 8y — 6z +35 =0, x+l_y+2 _z-3

-1 8 6
34, 2x*+2y*—z=21, P=(-2,3,5).
Rpta. 8Xx — 12y +z+47=0, XLzzy_4:Z_5
-8 12
35. x!/34yl/3 44103 1, P=(-1,1,1).
Rpta.x—y - 2+3=0, Xloy-1-z-1

36. X3 4y? 34223 214, P=(1, -8, 27).
Xx-1_y+8 _z-27

Rpta.6 x—-3y+2z2-84=0,
p y 3 5
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37. z=x"24y12 ) P=(4,1,3).

Rpta. X +2y — 42+ 6 =0, xz4_y-l_z23
2 4

38. Hallar los puntos de la superficie X2 + y2 +22 =2 donde los planos tangentes
son paralelos al plano 8x + 6y + 10z — 3 =0.

Rpta (4/5, 3/5, 1),  (-4/5, -3/5, -1)

39. Hallar los planos tangentes a la superficie 6x% + 4y2 +22 =14 que son paralelos
al plano 3x +2y +z-5=0.
Rpta3x+2y+z-7=0, 3x+2y+z+7=0

2

40. Hallar los puntos de la superficie 2x? +y2 +2°-xy=7 donde los planos

tangentes son paralelos al plano YZ.
Rpta (2,1,0), (-2, -1,0)

41. Hallar los planos tangentes a la superficie 2x2 +3y2 -52=0 que son
perpendiculares al plano §+§ =1 y que pasan por el punto (4, 0, 2/5) .

Rpta4x + 12y =52 - 14 =0, 4x—-12y-52-14=0.

2

42. Hallar el plano tangente a la superficie X~ — y2 —4z =0 que es paralelo a la recta

X-y=5
ue pasan por el punto (0, 0, —2).
{x+y—z:1 y que pasan por el punto )

Rpta 3x+y-2z-4=0.
43. Hallar el plano tangente al hiperboloide de una hoja x? +y2 -2 =1 que

. X+3 y-3 z-1
contiene a la recta = =
-3 2 1

44. Hallar el plano tangente a la esfera X% + y2 +22 =38 que contiene a la recta
L: (4,0,0)+ t(-1,1,1).

Rpta. x+2y-z=2 6 x+y+z=1.

Rpta. x+y=4.

45, Hallar el plano tangente al paraboloide 2x% + y2 —162 =0 que es perpendicular

a la recta tangente en el punto (2, 2, 1) a la curva formada por la interseccion

de la superficie X2 + y2 +z=9conel planoy=2.
Rpta. 2x—8z=1.
46. Hallar el plano tangente a la superficie X2 + Xy—3z =0 que es perpendicular a

los planos x+y-z=1, x-2y-2z=3.
Rpta. y+3z=1.
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2 2 2
47. Probar que la ecuacion del plano tangente al elipsoide _2+:)/_2+_2 =1 enel
a c
Xo X z,2
punto (X,, Yo, Z,) puede escribirse en la forma —-+ yozy +L2 =1
a b c
2 y2 22
48. Probar que la ecuacion del plano tangente al hiperboloide —t S =1en
a~ b° ¢

X0X+ Yo¥Y 252
a b2 c?

49. Probar que la ecuacion de la recta tangente a la conica AX? + Bxy + Cz’>=D en

=1.

el punto (X,, Y, Z, ) puede escribirse en la forma

el punto (X,, Y, ) puede escribirse en la forma

(Axo)x+%B(yOx+xoy)+(CzO)z: D

2

50. Probar que todos los planos tangentes al cono 22 =a’x? +b*7? pasan por el

origen (0, 0, 0).

51. Probar que la suma de los cuadrados de las intersecciones con los ejes de

213 2/3+22/3X2/3:a2/3

cualquier plano tangente a la superficie X“'° +y es

. 2
constante igual a a”.

52. Probar que las superficies X+ y2 +22 =3 y Xyz =1son tangentes en el punto
P = (1, 1, 1). Esto es, ambas superficies tienen el mismo plano tangente en el
punto P=(1, 1, 1).

53. Hallar el valor de a para el cual las dos esferas siguientes son ortogonales:

(x—l)2 vyt =1, x? +(y—a)2 +22=4 Rpta a=+2
54. Hallar el conjunto de puntos (lugar geométrico) formado por todos los puntos
(a, b, ¢) para los cuales las esferas siguientes son ortogonales
xr+yr 4z =2, (x—a)2 +(y—b)2 +(z—c)2 =2
Rpta. Los puntos de la esfera x? +y? + 22 =4
2 y2 Z2
55. Hallar los puntos del elipsoide —2+—2+—2=1, en donde el vector normal
a- b® c
forma angulos iguales con los ejes coordenados-

Rpta B =;(a2, b2, cz), P, =;(—a2,—b2,—02)

v a% +b? +c? v a% +b? +¢?

Sugerencia. Analizar el problema resuelto 7.
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SECCION 3.7
MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES

En esta seccion extenderemos las nociones de optimizacion de funciones de una
variable a funciones de dos o més variables.

EXTREMOS ABSOLUTOS
Sea z= f(x, y) una funcion de dos variables definida en una

regién D de R? que contiene a los puntos (a,b).

1. La funcién f tiene un maximo global o maximo absoluto
sobre D en el punto (a,b) si
f(ab)> f(xy), v (x,y)eD
En este caso, f(a,b) es el maximo absoluto de f.
2. La funcion f tiene un minimo global o minimo absoluto
sobre D en el punto (a,b) si
f(a,b)< f(x,y), V (x,y)eD
En este caso, f(a,b) esel minimo absoluto de f.

3. La funcion f tiene un extremo absoluto sobre D en el punto
(a,b)si f (a,b) es un maximo absoluto ¢ un minimo absoluto.

(En qué casos tenemos la seguridad que una funcion tiene maximo absoluto o
minimo absoluto en una regiéon D? Para el caso de funciones de una variable
contamos con el teorema del valor extremo, que dice que toda funciéon continua en
un intervalo cerrado tiene maximo y minimo. El siguiente teorema generaliza este
resultado a funciones de varias variables y cuya cuya demostracion corresponde a
cursos mas avanzados.

DEFINICION.| Conjunto acotado.

Un conjunto D de R" es acotada si existe una bola, cerrada o
abierta, B que contiene a D. Estoes, D CB.

TEREMA 3.17| Teorema del valor extremo o teorema de Weierstrass.

Si D es un conjunto cerrado y acotado de R" 'y
f(X.X,. . ..X,) es una funcién continua en D, entonces

1. Existe por lo menos un punto (a,a,,....a,)en D tal que

f (aj,a,. . ..a,) es el maximo absoluto de f sobre D.



308 Capitulo 3 Derivadas Parciales

2. Existe por lo menos un punto (b;,b,,....b,) en D tal que
f (b;,by,.. ..by) es el minimo absoluto de f sobre D.
¢(SABIAS QUE . ..

KARL WEIERSTRASS (1815-1897), conocido como el padre
del analisis moderno, nacio en Oftenfelde, Bavaria, Alemania. Fue
uno de los fundadores de la moderna teoria de funciones. Se dio la
gran tarea de aritmetizar el andlisis; es decir, desarrollar el andlisis
basdndose en el sistema de los nuimeros reales. Hizo importantes
contribuciones a la teoria de series, funciones periodicas, calculo de
variaciones, etc.

EXTREMOS LOCALES Y PUNTOS CRITICOS

Supongamos que el grafico de una funcion de dos variables z = f (X, y) describe

la superficie de una cordillera, constituida por varias colinas y varios valles. Si
tomamos una colina cualquiera, aunque no sea la mas elevada, la altura de su cima,
comparada con la altura de los puntos cercanos a ella, es maxima. Aqui estamos en
presencia de un maximo local. Similarmente, la profundidad de cualquier valle es un
minimo local. Estas ideas las precisamos en la siguiente definicion.

DEFINICION. | Sea z= f(x,y) una funcién de dos variables definida en una

region D de R? que contiene al punto (a,b).
1. La funcién f tiene un maximo local o maximo relativo en
(a,b) si existe una bola abierta B centrada en (a,b) tal que
f(a,b)> f(x,y), V (x,y)eB
En este caso, f(a,b) esel maximo local de f.

2. La funcion f tiene un minimo local o minimo relativo en
(a,b) si existe una bola abierta B centrada en (a,b) tal que

f(ab)<f(x,y), Vv (xy)eB
En este caso, f(a,b) esun minimo local de f.

3. La funcién f tiene un extremo local en (a,b) si f(a,b) es

un maximo local 6 un minimo local. Observar que el punto
(a,b) es un punto interno de D.

DEFINICION.| Punto Critico
Sea (a,b) un punto del dominio de z=f(x,y). (ab) es un

punto critico de f si se cumple una de las siguientes condiciones:
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1 fy(ab) =0y f,(ab)=0
2. No existe fy(a,b) ono existe fy(a,b).

TEREMA 3.18]| Los Extremos locales sélo se presentan en puntos criticos
Si z=f(x,y) tiene un extremo local en el punto (a, b),

entonces (&, b) es un punto critico.
Demostracion
Sea la funcion de una variable g(x) = f (x,b). Como f (x,y) esté definida en una
bola abierta de centro en (a, b), g(x) esta definida en un intervalo abierto que

contiene al punto a. Como f (X,y) tiene un extremo local en (&, b), entonces g(x)

tiene un extremo local en a. Por el teorema de Fermat (teorema 5.2 de nuestro texto
de Calculo Diferencial), a es un punto critico de g. Esto es, g'(2)=0 6 g'(a) no

existe. Pero, g'(a) = f,(a,b). Luego, f,(a,b)=0 6 f,(a,b) no existe.
Similarmente, tomando h(y) = f(a,y)se obtiene que h'(b)=f,(a,b) =0 ¢

fy (a,b) no existe. En consecuencia, (a, b) es un punto critico de f.

EJEMPLO 1. | Hallar los puntos criticos y los extremos de cada una de las

siguientes funciones.

L f(xy)=1+x"+y? 2. g(xy)=1-x>-y?
3. h(x,y)= x> +y?
Solucién z

Lof(xy)=1+x>+y?

Puntos criticos:

f(xy)= 1+x*+y? es diferenciable en todo R?. < ;
fe(xy) =2x=0y f,(xy)=2y =0= x=0, y=0 B .
Luego, (0, 0) es un punto critico de f, y es el tnico. X
Extremos:

Tenemos que (0,0) =1y f(xy)=1+xX>+y>21, VY (x,y) e R?.
Luego, f(0,0) =1 es un minimo absoluto de f en RZ.

La graficade f (X, y) =1+x*+y’esun paraboloide circular que se abre hacia

arriba. El grafico nos corrobora que f (0,0) =1 es minimo absoluto y que f no

tiene maximos locales ni maximo absoluto.
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2. g(xy)=1 —x%—y?
Puntos criticos:
g(xy)=1-x>-y* es diferenciable en todo R?.
gx (% y) ==2x=0, gy(xy)=-2y=0=>x=0, y=0
Luego, (0, 0) es un punto critico de g, y es el tnico.

Extremos:
9(0,0) =1y g(xy)=1-x*-y*’< 1,V (x,y) e R%.

Luego, g(0,0) =1 es un maximo absoluto en R .

La graficade g (x, y) =1 —x* —y? es un paraboloide circular que se abre hacia

abajo. Esta grafica nos corrobora que ¢ (0,0) =1 es maximo absoluto y que ¢

no tiene minimos locales ni minimo absoluto.

3. h(x,y)=y x> +y?
Puntos criticos:

h(x,y)= y x> +y? es diferenciable R* —{(0,0)}. z

En (0, 0) hno tiene derivadas parciales.

Luego, (0, 0) es un punto critico de h, y es el unico.
Extremos:
h(0,0) =0y h(x,y)= yx*+y* 20,V (x,y) e R*.

Luego, h(0,0) =0 es un minimo absoluto en R?.

La grafica de h(x,y)= + x% +y? es un cono circular con vértice en el origen
y que se abre hacia arriba. Esta grafica nos corrobora que h(0,0) = 0 es

minimo absoluto y que h no tiene maximos locales ni maximo absoluto.

DEFINICION.| Punto Silla

Una funcion diferenciable z = f (x, y) tiene un punto silla,

un punto silla de montar o un punto de ensilladura, en un punto
critico (@, b) si existen puntos (X, y) en el dominio de f tales

que f(x,y)>f(ab) y existen puntos (X,y) en dominio de f
tales que f(x,y)<f(ab). En este caso, el punto
(a, b, f (a,b)) de la superficie z= f (X, y) esun punto silla.
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EJEMPLO 2.| Hallar y analizar los puntos criticos de la funcién
f(xy)=x*-y?
Solucioén
f(xy)= x> — y? es diferenciable en todo R?.
f(xy) =2x=0y fy(xy)=-2y =0=
Xx=0vy y=0

Luego, (0, 0) es un punto critico de f, y es el tinico.

Veamos que f tiene un punto silla en (0, 0).

Tenemos que f (0,0)=0.

Los puntos (X, 0) con X # 0 son tales que f (x,0)= x2>0=f (0,0).

Los puntos (0, y) con y# 0 son tales que f (0,y)=— y2< 0=f (0,0).

Luego, la funcion f (X, y) =x*- y2 tiene un punto silla en (0, O) .El punto silla es
(0,0, f(0,0))=(0,0,0)

| OBSERVACION.| El ejemplo anterior nos demuestra que la proposicion reciproca
al teorema anterior es falsa. Es decir, existen funciones que

tienen puntos criticos en los cuales la funciéon no tiene un
extremo local.

DETERMINACION DE EXTREMOS RELATIVOS

El siguiente teorema nos da criterios que nos permiten determinar cuando un punto
critico da lugar a un méaximo local, a un minimo local o un punto de ensilladura.

TEREMA 3.19| Criterio de las segundas derivadas parciales

Sea z=f (x, y) de clase C(z) en un disco abierto con centro en un
punto critico (a,b),y sea

A=A@ D)= Ty (ab) fyy (ab)~( Ty (b))’

a.SiA(a,b)>0 y f(ab) >0, entonces f tiene un minimo local en(a,b).
b.SiA(a,b)>0y fy(ab) <0, entonces f tiene un maximo local en(a,b).
c. Si A(a, b) <0, entonces f tiene un punto silla en (a,b).

d. Si A(a, b) =0, no se tiene ninguna conclusiéon. Puede suceder que f en el
punto (a, b) tenga un minimo local, un maximo local o un punto silla.
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Demostracion

Ver el problema resuelto 12.

EL HESSIANO

Siz=f (X, y) es de clase C(z) , se llama matriz Hessiana de f a la matriz

Fac (%,Y) fxy(x,y)}
fyx (xy) fyy (xy)

Hf (x,y) = {

El término A = A(a, b) introducido en el teorema anterior, es el determinante
de la matriz hessiana de f evaluada en el punto critico (a,b). En efecto:

fx (a,b) Ty (a,b)

det Hf (a,b)= de‘{ f (a.b) f, (a,b)}: fu (a,b) fyy (a,b)—( fyy (a,b)>2: A(a, b)

A A(a, b) = det Hf (a,b) se le llama el hessiano de f en el punto (a,b).

¢(SABIAS QUE . ..

LUDWIG OTTO HESS, matematico aleman (1811-1874)
Naci6 en  Konigsberg, En aquella época esta ciudad
pertenecia a Alemania. En 1945, al final de la Segunda
Guerra Mundial, Konigsberg pasé a formar parte del
territorio ruso, con el nombre de Kalingrado.

Hess estudid en la Universidad de Konigsberg,, donde tuvo
como profesores a C, G. Jacobi y al astrénomo F. Bessel. En
el siglo XIX, introdujo el estudio de la matriz que ahora lleva
su nombre.

Hallar los extremos locales de la funcion
fx,y) = x3+y3— 3axy, a>0
Solucioén
Puntos criticos:
f (X, y) =3x%— 3<31y:3(x2 —ay) =0, fy Xy :3y2—3ax :3(y2 —ax) =0=>
(1) x* =ay @ y*=ax

2
De (1) obtenemos y = x . Reemplazando este valor de y en (2):
a
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4

X
—Z:ax:> x(x3—a3)=0 =>x=0 6 x=a.
a

Abhora, teniendo en cuenta (1):

Si x=0, entoncesy=0 y si X=a, entonces y =a.

Luego, tenemos dos puntos criticos: (0, 0) y (a, a).
Andlisis de cada punto critico:

Tenemos que: fy (X, y)=6x,  fy (X, y)=6y, f, (x y)=-3a
A, y) = i (6 y) fyy (X, y)—( fry (XY) )2: (6x)(6y)—(—3a)2: 36xy —9a’

El punto (0,0): A(0,0) = 36(0)(0)-9a*= - 9a% <0
Luego, f tiene un punto silla en (0, 0) y el punto silla es
(0,0, f(0,0))= (0, 0, 0)
El punto(a, a): A(a, a) = 36(a)(a)-9 2= 273> >0 y fu (a,a)=6a >0
Luego, f tiene un minimo local en (a, a) , €l cual vale

f(a, a)= a’+ a’ - 3a(a)(a)=—a3

EJEMPLO 4. | Hallar los extremos locales de la funcion

f(x,y) = 2x3 —6x2 + 6xy2 - 6y2 + 1
Solucién
Puntos criticos:
f (6 y)=6x>—12x+ 6y>=0 = x>-2x+ y>=0 (1)
fy(y)=12xy—12y=0= y(x-1)=0 = y=0 6 x=1

Si y =0, reemplazando en (1), obtenemos x2—2x = X(X=2)=0=>x=0 6 x=2
Luego, (0, 0) y (2, 0) son puntos criticos.
Si x = 1, reemplazando en (1), obtenemos y2: 1=>y=1 6y=-1

Luego, (1, 1) y (1, —1) son puntos criticos.

En resumen, tenemos cuatro puntos criticos:

(0,0), (2,0), (L 1) y (1, -1)

Andlisis de cada punto critico:

Tenemos que:
fox V) =12(x=1),  fiu () =12(y-1),  fy, (xy) =12y,
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A Y) = fig (6 Y) fyy (X, y)—(fxy(x,y) )2: [12(x-1)][12(y-1)]- [12y]2
= 144 (x=1)(y-1)-y*|
El punto (0, 0):
A©, 0)= 144] (0-1)(0-1)-0% |= 144 >0 y £, (0, 0)=12(0-1) <120
Luego, f tiene un méaximo local en (0, 0) y estees f(0,0)=1
El punto (2, 0):
AR, 0)= 144 (2-1)(0-1)-07 | = ~144 <0
Luego, f tiene un punto sillaen (2, 0) y estees (2, 0,-7)
El punto (1, 1):
A1, 1) = 144] (1-1)(1-1) -1 |= 144 <0
Luego, f tiene un punto sillaen (1, 1) y estees (1, 1, —3)
El punto (1, —1):
Al -1)= 144[(1—1)(1—1)—(—1)2]:—144 <0

Luego, f tiene un puntosillaen (I, —1) y estees (I, —1, —3)

| EJEMPLO 5. | Hallar el punto del plano X—2y+2z+32=0 que estd mas

cercano al punto P, =(2, 0,1). Determinar esta distancia mas

corta.
Solucion

Sea P =(X, y, z)un punto cualquiera del plano.

La distancia del punto P =(X, y, z) alpunto P,=(2, 0,1) es
d(P,P,)= \/ (x=2)" +(y=0)* +(z-1)* (1)

P =(X, y, z)esta en el plano, entonces X —2y +2z+32=0=>z = —16—§+ y.

Reemplazando este valor de z en (1) y simplificando:

d(P,PO):\/(x—2)2+y2+(—17—x/2+y)2 2

El punto del plano que estd mds cercano al punto P, =(2, 0, 1) es el punto cuya

distancia d (P, PO) es minima. Por lo tanto debemos hallar el minimo de (2). Pero

minimizar (2) equivale minimizar su cuadrado:
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2
(d(P.R)) = f (%,y)=(x=2)* +y2 +(-17=x/2+y)’ (3)
Hallemos el punto donde f (x,y) es minimo (absoluto).

Puntos criticos:
fu (X, y)=2(x=2)+2(-17-x/2+y)(-1/2) = %x—y+13

fy (X y)=2y+ 2(-17-x/2+y)=—x+4y -34

5
f X, :0 —X— =
{fxixy;_o X y+13=0 =2 y=8
y (6¥)= -X+4dy —34=0

Tenemos s6lo un punto critico: (-2, 8).

Analicemos este punto critico:
5
fXX (X’ y) = E’ fyy (X, y) = 4’ fxy (X’ y) = _1’

A Y= Fi (06 9) Fyy 06 Y) = (Fry (XY) )2= @(4)—(—1)2 =9

Luego, f tiene un minimo local en (-2, 8).

Pero, geométricamente vemos que este minimo local es un minimo absoluto.
Reemplazando las coordenadas del punto critico (—2, 8) en z=-16-x/2+y

-2
obtenemos z=-16 —7+ 8 =—7. Luego, el punto del plano que estd mas cercano

al punto P,=(2, 0, 1)es el punto P =(-2, 8, —7).
La distancia mas corta del punto P, :(2, 0, 1) al plano dado es

d(P.Ry)= y (-2-2)2 +(8-0) +(=7-1)* = V144 =12

ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS EXTREMOS
ABSOLUTOS
Sea z=f (X, y) una funcion de dos variables definida en una region D de R?,

que es cerrada y acotada. El teorema de Weierstrass nos asegura que f tiene
maximo absoluto y minimo absoluto en el conjunto D. Para hallar estos extremos se
siguen los siguientes pasos:

Paso 1. Hallar los puntos criticos de f que existan en el interior de D.

Paso 2. Hallar todos los puntos de la frontera de D en los que puedan ocurrir
extremos absolutos de f.

Paso 3. Evaluar f (x, y) en los puntos obtenidos en los pasos anteriores. El mayor

de estos valores es el maximo absoluto, y el menor es el minimo absoluto.
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EJEMPLO 6. | Hallar los extremos absolutos de la funcion

f(Xy)=x>—xy+y> —6x+ 1
en la region rectangular
D={(x,y) / —2<x<5,0<y<3 |

Solucion v
Pasol. Puntos criticos de f en el interior de D: c=(2l3) E =(5,3)
fy=2x-y-6=0 1)
fy=-x+2y=0 ) 0 X
A=(=2]0) B=5,0)

De (1) y (2) obtenemos X =4, y=2.

Luego, (4, 2) es un punto critico de f,y es el Gnico.

Paso2. Puntos en ¢D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f.

La frontera de D es la union de los segmentos AB, AC, CE y BE

En el segmento AB, y=0 y
f(x,0)=x2— 6x + 1, -2<x<5
Hallemos los puntos criticos de esta funcion (de una variable)
fy (X, 0)=2x-6=0=>x=3
El punto critico x =3 y los extremos -2y 5 del intervalo [—2, 5] nos dan

los siguientes puntos del segmento AB:

(3.0), A= (-2,0) y B=(5.0)

En el segmento AC, x=-2 vy
f(-2,y)=y*+2y+17, 0<y<3
Hallemos los puntos criticos de esta funcion (de una variable)
fy(—2, y)=2y+2=0 = y=-1
El punto critico y =-1 nos da el punto (-2,-1), que no lo consideramos
porque esta fuera del segmento AC . Los extremos 0 y 3 del intervalo
[0, 3] nos dan los puntos extremos del segmento AC .
A=(-2,0) y C=(-2,3)
En elsegmento CE, y=3 vy
f(x 3)=x"-9x +10, —2<x<5

Hallemos los puntos criticos de esta funcion (de una variable)

fy (X, 3)= 2x-9=0 =>x=9/2
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El punto critico x=9/2 y los extremos —2 y 5 del intervalo [-2, 5] nos

dan los siguientes puntos del segmento CE.

En el segmento BE, x=5y
f (5, y):yz— 5y —4, 0<y<3
Hallemos los puntos criticos de esta funcién (de una variable)
fy(=2,y)=2y-5=0 = y=5/2

(9/2,3), C=(-2,3) y E=(5, 3)

El punto critico y =5/2 y los extremos 0 y 3 del intervalo [0, 3] nos

dan los puntos extremos del segmento BE..

(5,52) (3,0) y (53)
Paso 3.
XY 1 (4,2) 3.0) (-2,0)|(5.0) |2, 3)| ©/2.3] &3 (5,3)
fx,y)| -6 | 8| 17 4 | 32| 44 4| 20

El minimo absoluto es f (5, 5/2)=-71/4.
El maximo absoluto es f (-2, 3)=32

EJEMPLO 7.| Una oficina de correos acepta solamente cajas rectangulares cuya

suma del largo con el perimetro de una de las caras que determinan
el ancho y la altura (la cara sombreada) no exceda 120 cm. Hallar
las dimensiones de la caja de volumen maximo que satisface esta
condicion

Solucion

Sea X, y, z las dimensiones del largo, ancho y altura de la

caja rectangular que cumple la condicion.

El perimetro de la cara indicada es 2y + 2z

Buscamos:

Maximizar el volumen V =Xyz de la caja sujeto a la condiciéon X + 2y + 2z =120.

Despejando X en esta ecuacion y reemplazando este valor en la formula del
volumen, obtenemos

V = (120-2y-2z)yz

Los tres factores de esta funcion deben ser no negativos. Esto es,
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0<y, 0<z 0<£1202y-2z2 = 0<y, 0<z 0Ly+2z2<560 =

0<y<60, 0<z<£60, 0<y+1z<60 5

En términos mas precisos, buscamos maximizar la funciéon B

V=V(y,z)=(120-2y-2z)yz
en la region

D:{(y,z)/OSyg6O,032360,y+zg6o} o

Esta region es cerrada y acotada y, por lo tanto, la funcion V tiene extremos
absolutos en esta region. Hallemos estos extremos

Pasol. Puntos criticos de V en el interior de D:
Vy= (120-2y-27)z-2yz= (120-4y-2z)z= 2(60-2y-2)z=0
V,=(120-2y-2z)y-2yz= (120-2y-4z)y=2(60—y-2z)y =0
Las soluciones de este sistema son los puntos:
(0,0), (0,60), (60,0) y (20,20)
De estos cuatro puntos, s6lo (20, 20) esta en el interior de D. Los otros tres

puntos estan en la frontera. Por tanto sélo tomamos el punto (20, 20).

Paso 2. Puntos en D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f.

El valor de V en cada uno de los segmentos OA, OB y AB es 0:
V(y,z)=0,V (y,2) €D
Paso 3. Tenemos que
V(20,20)=16.000 y V(y,z)=0,si(y,z) edD
El méximo absoluto de V es V (20,20)=16.000 cm’ .

En consecuencia, las dimensiones de la caja de maximo volumen son:

Ancho: y =20 cm. Alto: z=20 cm. Largo: x = 120 — 2(20)-2(20) = 40 cm.

| OBSERVACION. | Para funciones de una sola variable se cumple que un extremo
local inico es un extremo absoluto. En términos mas precisos:

Si y = f(X) es continua en un intervalo I cualquiera (no
nesariamente cerrado y acotado) y si f(C) es un extremo local
unico, entonces f(C) es un extremo absoluto. Una prueba de
esta resultado est4 en nuestro texto de Calculo Diferencial.

Para funciones de dos o mas variables, este resultado no se
cumple. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situacion.
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EJEMPLO 8.| Una funcién que tiene un Unico punto critico, en el cual tiene

un minimo local, pero la funcién no tiene minimo absoluto.
Sea la funcion f (x,y)= x> (1+ y)3 +y?.

1. Probar que (0, 0) es el tinico punto critico de f.

2. Probar que f(0,0)=0 esun minimo local de f.

3, Probar que f no tiene minimo absoluto.
Solucién

1. (0, 0) es el tnico punto critico.
f (%) = 2x(1+y), fy(xy) = 3% (1+ y): +2y

{fx(x,v) 0 _ J2x(1+y)' =0 m _ {X=0 6 y=-1 ()
fy(x.y)=0 3 (1+y) +2y=0 (2) 3 (1+y) +2y=0 (2)

Reemplazando X =0 en (2) obtenemos:
0+2y=0 = y=0 = (0, 0) es un punto critico.

Reemplazando y =—1 en (2) obtenemos:
3x? (1—1)2 +2(-1)=0 = —2=0, lo cual no es posible.
Luego, la funcién f (X, y)= X2 (1+ y)3 +y? tiene Gmico punto critico, que es (0, 0).
2. f(0,0) =0 es un minimo local.
fo (X Y)= 2(1+y) . £,(0,0) =2, f,,(xy)=6x(1+y)’, f,(0,0)=0
foy (X,¥)= 6x (1+y)+2, f,,(0,0)=2
2
A(0,0)= £, (0,0) fy,(0,0)— (f4 (0,0)) = (2)(2)-0*=4>0,
f (0,0) =2>0
Luego, f(0,0)=0 esun minimo local.
3. La funcién no tiene minimo absoluto.

Tomemos que:

f(Ly)=(1+ y)3+y2= y2+4y? +3y+1= y3(1+%+%+%j
y y

Lim f(1,y) = Lim y? 1+i+i+L = (—0)(1+0+0+0)=—
y—>—© y—>—o© y y2 y3

Luego, f(X,y) no tiene minimo absoluto.
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Es muy comun en las ciencias experimentales buscar una funcion y = f(X) que
mejor aproxime o mejor se ajuste a un conjunto de datos obtenidos

experimentalmente. Estos datos estan dados por un conjunto de puntos (Xl, yl),
(X2, ¥2)» - -5 (Xn, Yy ) donde las coordenadas son x; distintas. En otros términos,

buscamos una funcion y = f(X) que mejor cumpla la condicion:
f(x)=y, f(%)=Y, ..oy f(X)= Vs
La funcion y=f(x) es un modelo matematico de los datos.
Las diferencias (f(X)=y;). (f(X)=¥2).---» (f(X)—Yn) son los errores

En la presente discusion, buscamos una v (Xny Yn)
funcién lineal, o sea una recta, y = f(x) = mx + b
que mejor se ajuste a los datos:

(s 1) (%25 ¥2)5 o5 (s W)

El criterio que seguiremos es determinar los
valores m y b tales que minimicen la funcién que y=mx+b (X2, ¥2)
se obtiene sumando los cuadrados de los errores:

(Xlr yl)

(X3 ' y3)

S= 2[“(’%)—%]2

Esta técnica es llamada método de los minimos cuadrados y la recta obtenida se
llama recta de regresién de minimos cuadrados.

| TEOREMA 3.20| Recta de regresién de minimos cuadrados.

La recta de regresion de minimos cuadrados para (Xl, yl),

(X2, ¥2) s+ (Xn, Yn) estd dadapor f(x)=mx+ b, donde
n n n
“inyi—ZXiZYi T n
m= i=1 i=1 |:12 , b= H(Z i _mzxi]
n n i=1 i=1
anf—[inJ

Demostracion

Ver el problema resuelto 13.

EJEMPLO 9.| Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados para los puntos:
(_19 1)7 (0’ 2)5 (17 1)) (27 3): (45 3)
Solucién
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n=>35, >

X y Xy X

4 | 1 1

0 2 0 0

1 1 1 1

2 3 6 4

4 3 12 16
5 5
Dx=-1+0+1+2+4=6 Dyi=1+2+1+3+3=10
= =

5 5
> %y = (D)) + (H(DHHBHHB)=18 D] X =1+0+1+4+16=22
i=1 i=1

n

B s ean_is

o= Sn-mda | - L10-S0)) - 5

Luego, la recta de regresion es
15 56 .
=—X+ — obien, 15x-37y+56=0
37 37

PROBLEMAS RESUELTOS 3.7

|PROBLEMA 1.] Hallar los extremos locales de la funcion
f(x,y) = (2x2 - yz)ex‘y

Solucién

Puntos criticos:
fy (% y)= 4xe*™Y + (2x2 - yz)e"’y = (2x2 —y? 4 4x)ex’y

fy (x.y)=-2ye* - (2x2 - yz)ex‘y = —(2x2 —y+ 2y)ex‘y
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Ahora,
{fx(x,y)=0 (sz—y2+ 4X)ex_y:0 :{ 2x2—y?+ 4x=0

= y=2X
fy(xy)=0 (2x2—y2 + 2y)e"—y =0 2x* —y* + 2y =0

Reemplazando y=2X en 2% - y2 + 4x =0 se obtiene:
X(x=2)=0=>x=0 6 x=2

Si x=0, entoncesy=0 y si Xx=2, entonces y =4

Tenemos dos puntos criticos: (0, 0) y (2, 4).

Andlisis de cada punto critico:

Tenemos que:
fux (X, ¥)= (Zx2 —y? 8x+4)ex‘y, fuy (%.y)= (2x2 —y2 4 4y—2)ex‘y,
fry (X ¥)= (Zx2 —y? 4 4x+2y)e’(‘y
El punto (0, 0):
fe (0.0)=4, £y, (0,0)=-2, f,,(0,0)=0
A(0,0) = f,, (0,0) fy,(0,0) - (fxy(O,O))2= 4(-2)-0%=-8<0
Luego, f tiene un punto silla en (0, 0) .
El punto (2, 4):
foc(2,4)= 12672, £y, (2,4)= 6672, f,,(2,4)= 87
A(2,4) = 15 (2,4) iy (2.4) = (fy (2,4))2
= (12¢7)(6e7) (8¢ )2 =8¢ 50 y fu(2.4)=12¢72>0

Luego, f tiene un minimo local en (2, 4) que vale f(2,4)= —8e2

| PROBLEMA 2.] Hallar los extremos absolutos de la funcion
f(xy)= X2 —xy+y? —2x+5

en la region D encerrada por el triangulo formado por las rectas:

x=0, y=0, x+y=3.
Solucion

Pasol. Puntos criticos de f en el interior de D:
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fu(X, y) =2x-y-2=0 = 2x=y+2 o Y

fy(x,y) =—=x+2y=0 = x=2y (2 BK (0.3
4 2
De (1) y (2) obtenemos X = 3 y= 3
D
Luego, (4/3,2/3) es el unico punto X
critico y esté en el interior de D. o A=(3,0)

Paso2. Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f.

La frontera de D esta formada por la unién de los tres segmentos OA, OB y
AB, mostrados en la figura.
En elsegmento OA, y=0 y  f(x0)=x"-2x+5, 0<x<3
Puntos criticos f (X, 0)= X2 —2X+ 5, 0<x<3:
fy (X, 0)=2x-2=0=>x=1
Este punto critico de f (x, 0) y los extremos del intervalos [0, 3] nos dan

los puntos de la frontera
(1,0), 0=(0,0) y A=(3,0)

En el segmento OB, x=0 y f(0,y)=y*+5, 0<y<3
Puntos criticos de f (0, y)= y2+5, 0<y<3:
fy(0,y)=2y =0=> y =0, que estd en la frontera.
Los extremos del intervalo [0, 3] nos dan los puntos de la frontera
0=(0,0) y B=(0,3)
En el segmento AB, y=3-X y
g(x) = f(x 3-x)=3x*-11x+14, 0<x<3
Puntos criticos de g(x) = f(x, 3-x)= 3x2 —11x+14, 0<x<3
g'(x)=6x-11=0 =>x=11/6, y=3-11/6=7/6
Este punto critico de g(x) = f(x, 3—x) y los extremos del intervalo
[0, 3] nos dan los puntos de la frontera

(11/6, 3—11/6): (11/6, 7/6), A:(3,0) y B:(O, 3)
Paso 3.

W | @3,23) | (1,00 0,00 | 3,0) | (0,3) | (11/6,7/6)

O, ¥) | 41/9=4.6 4 5 8 14 | 131/36%3.6
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Minimo absoluto: f (11/6,7/6) = 133_61 ~3.6

Maximo absoluto: f (0, 3)=14.

| PROBLEMA 3. | Se esta calentando una placa de metal plana que ocupa la region

2 2

D del plano XY encerrada por la elipse X? +y7 =1.

La temperatura en cualquier punto (X, y) es
T(x,y)=2x2 —4x + 3y? =6y + 30

Hallar el punto mas caliente y el punto

1N
mas frio de la placa, con sus respectivas 0 %
temperaturas.

Paso 1. Puntos criticos en el interior de D.

Solucién

Ty =4x—-4=4(x-1)=0 = x=1,
Ty=6y-6=6(y-1)=0 =>y=1
Luego, en el interior de D, T tiene un nico punto critico, que es (1, 1).

Paso 2. Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de T.

2 y2

La frontera de D esta constituida por los puntos de la elipse ?+7 =1,

que, en ecuaciones paramétricas, esta descrita por

x=+/3cos 6
y:\/E sen 6

Buscamos los puntos donde la siguiente funcion alcance sus extremos:

0<6<2rn

9@ =T (\/_300s6’, V2 sena), 0<0<2rx
Hallemos los nimeros criticos de g(&) . Usando la regla de la cadena:
T, Ty,

90 355" oy 56 (x=1) (= V3 sen 6)+ 6(y-1) (v 2 cos 6)
= 4(\/_300s6’—1) (— V3 sen 49)+ 6(& sen6’—1) (JE cos 6’)
=—12sen O cos @ +4~/3 sen O+ 12sen O cos & — 6 2 cos O
=43 sen 6 — 672 cos 6

Ahora,

g'@)=0 = 4/3send —6J2 cos 6=0=
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23 sen 6= 3V 2 cos 6 Q)
Elevando al cuadrado esta igualdad:

12 sen’6= 18 cos’ = 12 sen’6 = l8(1—sen26’) =

30sen’0 =18 = sen O= + ‘/ %
i |3 [2 .
Si sen 8= 3 reemplazando en (1) obtenemos, cos 8 = S y si
sen §=— ,f %, entonces cos 6= — %

Luego, g(@) tiene dos nimeros criticos que dan lugar a los siguientes
puntos de la frontera:

e o ({251 ([£ 9
(S

Tenemos que considerar los puntos correspondientes a los extremos del
intervalo 0<@ <27

(\/zcoso, V2 sen 0)= (\/E( 1), J2 (O))= (\/E, 0)
(\/—3005 27, \/E sen 27[): (\/—3( 1 ), \/—2 (0)): (\/—3, 0)

Paso 3.

W) |11y | (V85 VEB) |(~6B.~EB)| (3. 0)

Tx,y)| 25 ~25.0455 ~ 46.95 ~29.07

El punto mas caliente es (—«/ 6/5,—/ 6/ 5) ,donde la temperatura es

T(— 6/5,~ 6/5) =36 + 10 6/5 ~46.95°.
El punto mas frio es (1, 1), donde la temperatura es

T(1, 1)=25°
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| PROBLEMA 4.| Hallar los extremos absolutos de la funcion

X

f(x, y)=ln(4x2 +y? +4)+I 2L G

ot”+1
x2 yz
en la region D encerrada por la elipse T+ 1 =1
Solucién
Paso 1. Puntos criticos en el interior de D.
4 2, .2
. (x y)— 8x 2x 2x(4x +4x°+y +8)
U ad eyt e x e (4x2+y2+4)(x4+1)
2y
f X3y = 5
y( ) 4x2+y2+4
f.(x,y)=0 2x(4x* +4x% +y2 +8)=0
{X( y) = ( y ) = x=0, y=0
fy(xy)=0 2y=0

Luego, en el interior de D, f tiene un Gnico punto critico, que es (O, 0) .

Paso 2. Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f.
La frontera de D esta constituida por los puntos de la elipse
x2 y2
Z sl o1oad+y?=4,
1 4
que en ecuaciones paramétricas, esta descrita por
X=cos 0
, 0<0<L2r
y=2sen @
Buscamos los puntos donde la siguiente funcién alcance sus extremos:

cos @ ot
9(0) = f (cosb, 2 sen)= 1n(4cos2 ¢9+4sen2¢9+4)+J. :
t

dt

0 +1

cos 6 ot
1n(8)+j dt, 0<é<2rx
4

0 tr+1

Hallemos los puntos criticos de g(é) :

2cosd — 2senfcosd —sen26
g'@)= 4—(—sent9)= =
cos 0+1

cos* O+1 cos* O +1

g'(@)=0 = —2sen20=0=20=0, 20=x, 20=27 = 0=0, 9=%, 0=rx

Luego, g(#) tiene tres puntos criticos que dan lugar a los siguientes puntos de
la frontera:

(cos 0,2 sen 0)=(1,0), (cosr/2,2senx/2)=(0,2), (cosm,?2senr)=(-1,0)
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Los puntos correspondientes a los extremos del intervalo 0< @ <27 ya los
tenemos. En efecto,

(cos 0,2sen0)=(1,0) y (cos2z,2sen2x)=(1,0)
Paso 3.

dt

4

En primer lugar, hallemos una antiderivada de I
7 +1

Sea U =t, entonces du = 2tdt y

2t du -1 1/(.2
dt= =t uj=t t
It4+1 Iu2+1 an” (u)= tan ( )

Abhora,

0
f(o,o)=1n(4(0)2+02+4)+j ft dt=1In(4)+0= In(4)

ot™ +1

1

2t _ 1 T
f (1,0)=In(4(1)* +0% +4 dt =In(8)+tan"' (t?}| =In(8)+ =
(1,0) n(() + +)+I0t4+1 n(8)+tan ( )]0 n( )+4

2,42 * ot _ _

£(0,2)=In(4(0) +2> +4)+ | —— dt=In(8)+0 = In(8)

ot7+1

oot O ot
f(—1,0):1n(4(—1)2+02+4)+j dt=ln(8)—j o

Luego,
El minimo absoluto es  f (0,0) =1n(4)

E I méaximo absoluto es  f (1,0)= f(-1,0)= In(8)+ %

| PROBLEMA 5. | Se desea construir una caja rectangular sin tapa de 4 m® de
volumen. Hallar las dimensiones de la caja que requiera el
minimo de material para su construccion.

Solucion
Sea: X = longitud de la caja. y = ancho de la caja. ‘17
z = altura de la caja. A = area de la caja. ' z
V = volumen de la caja. y /,i ________ .
Es claro que la caja que requiera el minimo de material o

r re X
es la que tenga area A minima.
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Tenemos que: A=xy+2xz+2yz. V=xyz=4

Despejando z en el volumen y sustituyendo en la formula de A obtenemos:

A =xy+ 3,8 )
y X YA
donde 0 <x<o, 0<y< oo, :
Debemos hallar el punto (X, y) donde el area A dada en : i
la formula (1) alcance su minimo absoluto en la region :
R= (0, «0)x(0, ). T >
Hallemos los puntos criticos: —Ol X
8
Ai=y—=0
x* y=8 (2) 20 w2 _
o =1 = Xy=xy° =>x=y
Ay =x-— =0 xy“ =8 (3)
y2

Reemplazando esta igualdad en (2): x> =8 =>x= y=2
Luego, (2, 2) es un punto critico de A y es el unico.
Analicemos este punto critico:

2
16 16 16\ 16 256
Ay=—, Ay=—, Ay=1, A(x,y)z(—j =1 - [1]= -1
XX N vy y3 Xy N y3 x3y3

256 16
A(252):——1:3>0, A 2’2 =_=2>0
o SRR

Luego,
AR 2)=22)+ 5+ 31
’ 2 2
es un minimo local.

Nuestra tarea todavia no ha concluido, porque sélo hemos hallado un minimo local
y no sabemos si éste es el minimo absoluto. Para verificar esto ultimo, tropezamos

con una dificultad. La region R = (O, oo)x(O, oo) no es acotada y, por tanto, no

podemos aplicar la tactica detallada anteriormente para hallar los extremos absolutos.
Tenemos que recurrir a otros argumentos. Uno de ellos es el siguiente: La variable

varia en el intervalo abierto (0, oo). Sia X lo acercamos a 0, el término &8/x de la

formula de A crece en tal forma que se hace mayor que A(2, 2) = 12. Por otro lado,
si a X lo tomamos suficientemente grande, el término Xy de la formula de A crece en
tal forma que se hace mayor que A(2, 2) = 12. Igual resultado se obtiene con la
variable y. En consecuencia, A(2, 2) =12 es el minimo absoluto de A en la region R.

Luego, las dimensiones de la caja que requiera el minimo de material para su
e \Y 4
construcciéon son: X=2, y=2 vy 7= —= =1
Xy 2x2
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Para quienes el argumento anterior, que muestra Y
que el minimo local A(2, 2) = 12 es el minimo
absoluto, no es tan convincente, presentamos esta
otra demostracion.

El término Xy de la formula de A nos sugiere
tomar la hipérbola Xy = 16 y con ella construir la
siguiente region cerrada y acotada:

D= {(xy)/1/2<x, 1/2<y, xy<16 |

C=(1/2,32)

(32,12)=B

(12, 1/2) = A

El punto critico (2, 2) esta en el interiorde D y 0 X
AQ2,2) =12

Analicemos el valorde A =xy + §+ 8 en la frontera de D.
y X

En el segmento AB, y:l y A LI —+16+ — >12
2 2 1/2 X 2 X
En el segmento AC, X:l y A :X+§+i = 1+§+16 > 12
2 2y 1/2 2y
== 8 8 8 8
Enel segmento BC, xy=16 y A=xy+ —+ —=16+ —+ —>12
y X y X

Luego, el minimo absoluto de Aen D es A(2,2) =12

. 8 8
Analicemos el valorde A =xy+ —+ — fuera de D, o sea en su complemento:
y X

(D = {(xy)/1/2>x 12>yo6 xy>16 }

Six<l, entoncesA=Xy+§+§>Xy+§+i: Xy+§+l6>12
2 y x y 12 y
Siy<l,entoncesA=xy+§+§>xy+i+§:Xy+16+§>12
2 y X /2 x X
Si xy > 16, entonces A =xy + §+ §>16+ §+§>12

y X y X

En consecuencia, el minimo absolutode A en R es A (2,2) =12.

| PROBLEMA 6. | Probar que entre todas las cajas rectangulares (paralelepipedos)
cuya diagonal mayor mida d, la que tiene volumen maximo es
un cubo. Hallar este volumen maximo.

Solucion.

Sean X el ancho, Y el largo, z la altura de la caja.
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Sea « el angulo formado por la diagonal

principal d y la diagonal b de la base de la caja.

no

Se cumple que 0< & S% . E
| d
Sea fel angulo formado por la diagonal b y el | = dse
lado X. Se cumple que 0< 8 <Z. <l % ]
2 x L =dcosa
Tenemos que: B
b=dcos @, x=bcos f=dcos acos g3, y=bsen g

y=Dbsen f=dcos asen f, z=dsen &

SiV es el volumen de la caja, entonces

V=xyz=(d cos acos ) (d cos asen ) (d sen a)=d? cos’

Ahora, hallamos el maximo absoluto de

a sen a sen 3 cos B

V= d>cos? & sen & sen A cos 8 en D={(a,ﬁ)/0£a£;r/2, osﬁsﬂ/z}

Paso 1. Puntos criticos en el interior de D.

3

vV, =-2d° cosa sen’a sen 3 cos B+ d° cos® & sen B cos B

=d>cos « sen p cos ﬂ(—Zsen2a+cosz a)
=d’cos « sen S cos ,B(l—3sen2a)

Vg =d° cos® a sen coszﬂ— d®cos? « sen senzﬂ
=d3 cos? & sen a(coszﬂ—senzﬂ)

2

= d3 cos® & sen a cos 23

V, =0= d®cos o senﬂcosﬂ(1—3sen2a)=0

=
=

W | —

. 2
cosa= 0, sen =0, cos f=0 6 sen“a =

V4 T, 1
az;, p=0, ,B:E 0 a=sen [ﬁj
Vp=0= d® cos? sen @ cos 2 =0 =
cos’a = 0, sena=0 06 cos2f=0 =
T
4
En el interior de D sélo estd el punto critico (sen_1 (1/ \/—3), ﬂ/4)

a=2, a=0¢ 2/5:% = a=§, a=06 B=
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Paso 2. Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f.

Es facil ver que en la frontera de D se tiene que V =0.

Paso 3. V (sen_1 (1/\/73), 7[/4)
=d’ cosz(sen_] (1/\/—3)) sen (sen_1 (1/\/_3)) sen% cos%

MY Sh b e

Luego,
El minimode Ves0 y elméaximoes V (sen (1/\/_) 71/4) @d3-
Ahora, para (o, f) = (sen_l(l/x/_3), 7r/4) tenemos que:
x=d cos acos f=d £:i
32 3
2JV2 _ d d
y=dcosasenf, d,/| —— = —, z=dsena =d—
32 73 N
Como las tres dimensiones de la caja son iguales, la caja es un cubo de arista %
3
y de volumen V = (ij = £d3
J3) 9
| PROBLEMA 7.] Sean las rectas:
lex_lzy_3=2_3, L: X _y-4_z-1
4 1 5 -2 3 1

a. Hallar el punto P, de L, y el punto P, de L, tales que
d(P,P,), ladistancia de P, a P,, sea minima.

b. Hallar d(PR,P,).
Solucion

a. Las ecuaciones paramétricas de las rectas L; y L, son:

X=1+4t X=-2s
Li:sy=3+t, Ly: cy=—4+3s
z=3+5t z=1+s

La distancia de un punto P de L; a un punto Q de L, esta dada por

d(P.Q) =y (4t+2s+1Y +(t-3s+7  +(5t-s+2)> (1)
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Debemos minimizar esta funcion. Pero esto equivale a minimizar su cuadrado:
f(t,5)=(d(P.Q))* = (4t+25+1)7 +(t=35+7)" +(5t—s+2)°
fi(t,s)=8(4t+25+1)+2(t-35+7)+10(5t—s+2)=84t+42=0= t:—%

£ (£,5) =4 (4t +25+1) —6(t—35+7) —2(St—5+2) = 285 — 42 = 0 = s=%

Luego, (—l/ 2, 3/ 2) es un punto critico de f ,y es el unico. La geometria del
problema nos dice que f (—1/2, 3/2) es el minimo absoluto de f.

Reemplazando t =—1/2 y s =3/2 en las ecuaciones paramétricas de L; y L,
obtenemos los puntos P; y P, buscados:

Py = (1+4(-1/2), 3+(-1/2), 3+5(-1/2) ) = (-1, 5/2, 112)

Py = (-2(3/2), —=4+3(3/2), 1+(3/2) ) = (-3, 1/2,5/2)

b. d(P,Py)=y (—1+3)+(5/2-1/2) +(1/2-5/2) =\ 22 +22 +(2)* =23

| PROBLEMA 8. | Probar que de todos los tridngulos inscritos en una
circunferencia, el que tiene area maxima es equilatero. Si el
radio de la circunferencia es r, hallar esta area maxima.

Solucion

En primer lugar, hallamos la funcion que nos proporciona el area de un triangulo
inscrito en una circunferencia de radio I.

Sean «, fy ylos angulos que forman los vértices
con el centro de la circunferencia. Se cumple que:
atpf+y=2x (1)

Si alguno de los tres angulos es mayor que 7z, el
triangulo esta contenido en la mitad del circulo. En este
caso es claro que el area de este triangulo no es la
maxima. Luego, podemos suponemos que

0<asm, 0<p<m 0<yrm 2
El area del tridangulo inscrito es igual a la suma de las /
areas de los tridngulos Ty, T, y T; indicados en la ﬂ

figura.
El area del triangulo T; es
2
A= %(base)(altura)= %(r)(r sen(ﬂ—a)) = r7sen a

En forma analoga se obtiene que las areas de los
triangulos T, y T3 son
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r? r?
A,= —sen A;= —sen 4
2moysenf Yy AT

Luego, si A es area del tridangulo inscrito, tenemos

r2

A=A+A, +A3:7(sena+senﬂ’+sen7) 3)
De (1) obtenemos que y=27 —a—-f y
seny = sen(2z—a—f)= sen(—a—fB)=—sen(a+f)
lo cual reemplazado en (3), nos da la funcidn buscada:
2
A=A(a,ﬂ)=%[sen a-+sen f—sen(a+f)] B

C=(z x)
Ahora, buscamos el maximo de esta funcion en la region

D={(a.f)/0<a<z 0<p<n}. b

Puntos criticos en el interior de D. Z

A=z

_r? o r? 0
Aa—T[cos a-cos(a+p)], Ag= ?[cos B—cos(a+p)]
A,=0=cos a=cos(a+p) (4) As=0=>cos f=cos(a+p) (5)

De (4) y (5) obtenemos: cos a=cos f = a=pf

Reemplazando a = f en (4):

cos a =cos(2a)=> cos a=2cos’a—1= 2cos’a—cos a—1=0=

1+ 1+422
Cos a = —():>

\ 2r
cos a=—— 060 cosa=1=Daoa=—06 a=0
4 2 3

2 .
Tomamos o = Tﬁ y obtenemos el punto critico (27/3, 27/3). Desechamos o =0,

porque esta solucion nos da el punto (0, 0), que esta en la frontera de D.

Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A.
o 2
En 0A, =0y A(a,0)=r—[sen a—sen o

2
_ 2
En 0B, a=0 y A(0,8)= r?[senﬂ—sen B]
o 2
En BC, =7y A(a,ﬂ):%[sen a —sen (0!+7?):|: r’sen o =>

A, (e, 7)=r’cos a=0 = a:%:> (7/2, 7)es punto critico.

o 2
En AC, a=7x vy A(ﬂ,ﬂ)=%[senﬁ+senﬁ]= r’sen S =>
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Ag (7, B)= r’cos f=0 = ﬂ=% = (7, 7/2) es punto critico.
Ademas, agregamos el extremo (7[, 7[)

Tenemos que:

&

3

A(27/3,27/3)= 22r%, A(a,0)=0, A(5,0)=0,

-h ‘

A(ﬂ/2,7r)=r2, A(z,7)=0

33

El méaximo de la funcion es A(27/3,27/3)= e r? y lo toma en el punto
a=2x/3,8=2x/3.
Ademés, estos valores, reemplazados en (1) nos dan y =27/3. O sea,
a=2x/3,p=2x/3, y=2x/3,

ENERE
4

Luego, el triangulo inscrito es equilatero y sudreaes A=

| PROBLEMA 9.| A una ldmina de metal de ancho L se la va a doblar para formar
un canal de agua. Un corte transversal del canal es el trapecio
isosceles que se indica en la figura. Hallar los valores de X y 6
que permiten pasar el maximo volumen de agua por el canal.
Esto sucedera si el area del trapecio es maxima.

Solucion X C0S 6

El area del trapecio es igual al area del rectangulo
central mas el area de los dos triangulos rectangulos  x\ hl=xsen @ X
de los costados. Esto es,

a
A= (L-2x)h +2[%(Xcos 9)hj SN BT
A:(L—ZX)X sen @ + X>sen 6 cos 6 0
Esclaroque 0<x< % y 0<6 S% . B =(0, n/2) =
Luego, debemos maximizar D
A=(Lx—2x2)sen 6 + x’sen 6 cos 6 en la region 0 A= (L/2,0) X

D={(x.0)/ 0<x<L/2,0<0<7/2}.
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Puntos criticos en el interior de D.

A = (L—4x)sen @ + 2x sen @ cos §= (L—4x+2x cos 0) sen § =0=>

L—4x+2Xcos =0 = cos 6= 4X2_L 1)
X

Ay = (Lx—2x2)cos 0 + x* (cosza—sen29)=o —

(LX—2X2)cos 0+ x2 (2c0526’—1)=0 2)
Reemplazando (1) en (2):
2
(Lx—2x2)4X—_L + X2 2(4X_Lj -1{=0=> x(x—L/3)=O:>x:L
2X 2x 3

4(L/3)-L

Reemplazando X:L en (1): cos= ———— 1 =9==
3 2(L/3) 2 3

Hemos obtenido el punto critico (%, %J

Puntos en 0D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A.
En 0A, 6= 0y sen0=0 = A=0

En(ﬁ, x=0=> A =0
En BC, 6 = %: A= Lx-2x> = A =L-4x=0 :>x=%

Aqui hemos obtenido el punto (%, %)

— L Rk L2 )
En AC,x:5:> A—Tsen900s9:> Ay = T(Zcos 6’—1):0:>
cos 0= ﬁ =0==
2 4
. . L =
Aqui hemos obtenido el punto EX
Abhora,
A(L/3,713)= gﬁ, A(L/ 4, z/2)= éLz, A(L/2, z/4)= %LZ
I ;. 3 2 L T
Vemos que el area maxima es DN L y es alcanzado cuando x = 3 y 6= 3
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| PROBLEMA 10.| Hallar las dimensiones de la caja rectangular (paralelepipedo)
de volumen méximo que puede inscribirse en el elipsoide.

2 2 2
X z
St ‘
a- b ¢
Hallar el valor del volumen L
maximo. H——
Solucién Vo=t -
P Tk Y
Sea P=(x,y,z) el vértice de la caja que esta en el = -
primer octante. Las longitudes de los lados de la caja
X

son 2X, 2y, 2z,y el volumen es
V = 8xyz 1)

Si x=0, y=0 6 z=0, tenemos una caja (un rectangulo) de volumen V = 0. En
este caso, este volumen seria el minimo, ¢l cual no estamos buscando. Por tanto,
vamos suponer que X>0, y>0y z>0.

Podriamos despejar z en la ecuacion del elipsoide y reemplazarla en (1). De este
modo el volumen resultaria una funcién de dos variables, X e y. Sin embargo, no
procederemos asi. Bastaré con aceptar que z es funcion implicitade X ey.

Tenemos que:

oz oz oz oz
V, =8yz+8xy— =8y| z+X— 2), V,=8xz+8xy—=28x|z+y— 3
x =8yz+8xy— y( axj ), vy yay ( yayJ ©))

Por otro lado, derivando la ecuacion del elipsoide respecto a X y Y, tenemos:

o[ x? y2 72 _ 0 2X 2707 _ oz _ ¢ x
—| =t =t |l D> —=+—=0 D> —= ——
oxl a2 p? ¢?2) ox a? 2 ox OX 7 32

2 2 2 2
i[x_ﬂ—zﬁ_j: i@ Ly na_ a_ oy

oyla? b ) o b> 2oy oy z p?
Reemplazando estas derivadas en (2) y en (3):
2,2 2 .2
c” X cTy
V,=8y|z———|, V., =8x| z—=—2_
Ahora,
2,2 2,2
c” X cTy
Vi=0y Vy,=0=y|z——— | =0 X\ Z—-—=|=0=>
2,2 2 .2 2 2 2
T oy Sl en BT Y
Za Zh a c b

Reemplazando estas igualdades en la ecuacion del elipsoide:
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2 2 2 2
x> vy oz X a
243 0 =3l - =ox=—2
a? b* ¢? a’ J3

c
7=—

NERRRNE

No es dificil ver que el punto critico (a/ J3, b/ V3, C/ \/73, ) corresponde a un

Similarmente, y =

maximo volumen de la funcidon volumen. Luego, las dimensiones de la caja de

b -
J3

abc

volumen maximo son X = y el volumen maximo es

NERGINE

QD
E

(@]

o©

w
w
w
(O8]
=l

| PROBLEMA 11.| Hallar el plano que pasa por el punto P =(2, 1, 3) y que forma
con los planos coordenados un tetraedro de minimo volumen.

Solucién
z

Sean a, by ¢ los puntos donde el plano que pasa por
P= (2, 1, 3) corta a los ejes coordenados. Para obtener

un tetraedro, el plano no debe pasar por el origen.

En este caso, tenemos quea>0,b>0 y ¢>0.

La ecuacion del plano es X + y + z_ 1 Q a
a

b ¢

El volumen del tetraedroes V = %abc

Hallemos el minimo de la funcién volumen. Para esto, consideramos a la variable
¢ como funcién de a y b:

V, =tbcatapEoLp[a®icl-0 = £__E (9
6 6 o0a 6 oa oa a
Vb:lac+la@ =la b@+c =0 = c__¢ (3)
6 6 ob 6 oa ob b
Por otro lado, como P = (2, 1, 3) es un punto del plano, entonces
E+l+§=1 @)
a b c
Derivando esta ecuacion respectoa a y a b:
2
_%_%@zo = @:_2L (5)
a’ c?oa da  3a’
1 3éc oc  c?

————— =0 => —Z=——"_ 6
b2 ¢? ob b 3p? ©)
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De (2) y (5), yde (3)y (6) obtenemos:

22 ¢ 2c c c c

-— == a==, ——=-—— = b=

3> a 3 3h> b 3
Reemplazando estos valoresde a y b en (4) se tiene:

2 1 3

2¢/3 ¢/3 ¢

Luego, la funcion volumen V tiene un tnico punto critico que es el punto (6 3),

enel cual V (6,3)= 2(6)(3)(9) =27.

=1 > ¢=9 = a=6 yb=3

Verificar analiticamente que V :g(6)(3)(9) = 27 es el minimo no es simple. Sin
1 .
embargo, observamos que V :Eabc no es acotada superiormente y por tanto no
. L. . 1 e
tiene maximo. Sin embargo, V =gabc es acotado inferiormente (0 es una cota

o . iy 1
inferior) y (6, 3) es el unico punto critico, entonces podemos afirmar que V = gabc

alcanza su minimo en este punto.

Reemplazando a=6, b =3, c=9 en (1) obtenemos el plano buscado:
1 + 1 + E — 1
6 3 9

| PROBLEMA 12.] Probar el teorema 3.19. Criterio de las segundas derivadas
parciales

Sea z=f (x, y) de clase C(z) en un disco abierto con centro en un

punto critico (a, b),y sea
A=A(a,b)= fy (a.b) fy, (ab)~(fyy (ab))’
a.SiA(a, b)>0 y f, (ab) >0, entonces f tiene un minimo local en(a, b).
b.SiA(a,b)>0y fy(a,b) <0, entonces f tiene un maximo local en(a, b).
C. Si A, b) <0, entonces f tiene un punto silla en (a, b).

d. Si A(a, b) =0, no hay conclusion. Esto es, puede suceder que f en el punto
(a, b) tenga un minimo local, un maximo local o un punto silla.

Solucién
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Probaremos solo la parte a. Las otras se prueban de manera analoga.

Recordemos el teorema 5.9 (criterio de concavidad) de nuestro texto de Calculo
Diferencial. Este teorema asegura que el grafico de una funcion es concava hacia
arriba en un intervalo I si su segunda derivada es positiva en todo punto interior de 1.

Ahora bien. Sea u = (h, k) un vector unitario. La parte 1 del teorema 3.12 nos
dice que la derivada direccional de f en la direccion de u = (h, k) estd dada por
Duf= fyh+ fyk
Volviendo a calcular la misma derivada direccional a esta funcion:

0

Dzuf:Du(Duf): ~
OX

(Duf)h+%(Duf)k

= (fach+ fyxk)h + (fih+ fyk)k
= fch? + 2f hk + f k2

2
fy k2
_ y 2
= fyy (h +f—XXJ + f_xx( fux fyy — fxy) (completando cuadrados)
O sea,
2
f 2
D, f = fxx(mﬂj LS )

fXX fXX
Por hipétesis, A(a,b)>0 y f(ab)>0 y como A= f,f, - fxzy son
continuas en el punto (@, b), existe una bola abierta B = B((a,b), r) , de centro en

(a, b) y radio r >0, en donde
A(%Y)>0y fy(xy)>0, V(xy)eB (2)

De (1) y (2) obtenemos:
D’ f (%, Y)>0, V(xy)eB 3)
Ahora, si C es la curva que se obtiene intersectando la grafica de z = f (X, y) con
el plano vertical que pasa por el punto (a, b, f (a,b)) y en la direccion del vector u,

entonces la desigualdad (3) nos dice que la porcion de la curva C que esta sobre la
bola B, es concava hacia arriba. Este resultado se cumple para cualquier direccion

u. Luego, la porcion de graficade z = f (X, y) que esta sobre la bola B esta sobre el
plano horizontal que pasa por el punto (a, b, f (a,b)) . En consecuencia.

f(x,y)=f(ab), v(x,y)eB,

lo que nos dice que f (a,b) es un minimo local.
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|[PROBLEMA 13.| Probar el teorema 3.20

La recta de regresion de minimos cuadrados para (X, Y;)

(X2, ¥2)s .- (X, Vo) estadada por f(x)=mx+ b, donde
n n
nleyl _ZXi_Z Yi n
m= i=1 i=1 |:12 , (Zyl m_zxij
1 |
an —(Zx) ' '
i=1
Solucién
Tenemos que S= Z[f y,] = Z[ (mx; +b)— yi]2
Sm=2_§x(mxi+b—yi)=2m2xi2+2b2xi—Z_inyi

Il
—

i=1 i=1

Sb:2§n)(mx +b-vy;)= 2m2x+22b 22y,—2m2x +2nb - 2ZyI
i=1 i=1 i=1 i=1 =
Ahora,
2m2x +2b2x—22xy, mZx +b2x_2xy, )
{Sm:(): i=1 i=1 i=1 N i=1 i=1 i=1
szo

2mzx +2nb — 22 y; =0 mzx +nb = Zy. (2)
i=1 i=1

Despejando b en la ecuacion (2):

n n
- *Z)h m_ZXi:> b= (Zy| m_ZXi)
i=l i=l i=1 i=1

Reemplazando este valorde b en (1)y despejando m:

n n
any, 2% 2 Y

m = i=1 i=1 i=l

2
an —[ij
i=1

Para concluir, debemos probar que el minimo absoluto de la funcién S es
alcanzado en el punto critico (m, b) hallado. Para esto, recurriremos a la desigualdad

de Cauchy—Schwartz presentado en el teorema 1.6. Este teorema dice que para
cualquier par de vectores a y X se cumple

la-x|<]a]]x]

y que |a-x|<|a||x] sia y X nosonnuloso no son paralelos.

Ahora bien,

n 2 n
mm :2_21 X > Spp=2N,  Spp= 2T X%,
i=
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n n 2 n n 2
A= (2zxi2j(2n)—(2z xij = 4[nzxﬁ—(zxij } ®)
i=1 i=1 i=1 i=1

Consideremos los vectores de N componentes:
a:(l, 1 ... ,1) y x=<x1, Xp, o v ,xn>
Estos vectores son no nulos y no paralelos. Luego,

[asx|<[alx] = la-xP<[al’|x]* =

(I +1%, +. . .+1xn)2<(12+12+. . .+12)(x12+x§+. . .+xﬁ):>

n 2 n 2 n 2 n 2
22X | <nEXxi=>nyx - xx| >0
i=1 i=1 i=1 i=l
Con esta desigualdad, reemplazada en (3), obtenemos que A > 0.
n
Como A >0 y Syp=2 %" >0, concluimos que S(b, m) es un minimo local. La
i=1
naturaleza del problema nos indica que S(b, m) es un minimo absoluto.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.7

En los problemas del 1 a 14 hallar los extremos locales y los puntos donde la
funcioén tiene un punto silla.

1. f(x,y):xy—xz—yz—x—y+1 Rpta. f (-1,-1)=2, méx. local

2. f(x,y)= x> +y> —3x*> -3y? -9y Rpta. f (0,—1)=5 méx. local. f (2, 3)=-31
min. local. Puntosillaen (0,3)yen(2,-1)

3. f(xy)=x+3xy> —6x> -3y> +3 Rpta. f (0, 0) =3 méx. local. f (4, 0)=-32
min. local. Punto silla en (1,\/§)y en (1,—«/5)

4. F(xy)=dxy—x*—y*+ 1 Rpta. f (1, 1)=3 méx. local. f (-1,-1)=3
max. local. Punto sillaen (0, 0).

1
5. f(xy)= 5

_ Rpta. f (0, 2)=-1 max. local.
2
X“+y -1

X

6. f(x,y)=x+y2—e
7. f

Rpta. Punto silla en (0, 0).

—~

X, y) =e"seny Rpta. No tiene puntos criticos.

2 2
8. f(xy)=e "XV Rpta. Punto sillaen (0, 0).
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9. f(x y):(x2 —2y2)eX - Rpta. f (-4, —2)=8 max. local.
Punto sillaen (0, 0).
10. f(x,y)= x+(y2 —S)Inx Rpta. f (5, 0)=5-5In5 max. local.

Punto sillaen (1,2) yen (1, -2).
11. f(x,y):ltan’l(x2)+ltan’l(y2)
2 2
Rpta. f (0, 0)=0 min. local.
12. f(X,y)=cosX+cosy+cos(X+Y), %<X<7z, %< y<rm
Rpta. f (27/3, 2z/3)=-3/2 min. local.

13. f(X,y)=senx+seny+sen(X+y), OSXS%, 0< yS%

Rpta. f (z/3, ;r/3):3ﬁ/2 max. local
i [ ) L (a2 5 v2 )
14. f(x,y)=3tan (X]+2ln(x +y )+x 2y +1

Rpta. Puntosillaen (1, 1)

En los problemas del 15 al 19 hallar los extremos absolutos de la funcién en la
region indicada.

15. f (x, y) =Xy—2x-2y. En la region del primer cuadrante encerrada por las rectas
x=0,y=0, x+ty=4.
Rpta. Min absoluto: f (4, 0)= f (0, 4) =-8. Méx absoluto: f (0, 0)=0.

16. f (X, y) =2x> + y2 —4x—-2y . En la region del primer cuadrante encerrada por las
rectas x=0,y=0, x+y=2. Rpta. Min absoluto: f (1, 1)=-3.
Méx absoluto: f (0, 0)= f (2, 0)=f (0, 2)

0.

17. f(x,y)= (y2 - 4y)tan X . Enlaregion encerrada por el rectangulo:
—z/4<x<z/4, 1<y<3

Rpta. Min absoluto: f (z/4, 2)=— 4. Max absoluto: f (- 7/4, 2)=4.
18. f(x,y) =4x> +y? —x—%y .Enregion D= {(x,y)/ 42 +y? <4 y> 0}
Rpta. Min absoluto: f (4/5, 6/5)= f (1/2, 0) =—1. Max absoluto: f (-1, 0)=8.

y

dt enelcirculo D: X%+ y2 <l.

19. f(x,y):ln(l+x2+y2)+j 5

o 1+t
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Rpta. Min absoluto: f (0,0)=0. Max absoluto: f (0,1) = 1n(2)+%.

o b
20. Sea f(a,b)= (Z—X—Xz)dx .Hallara y b talesque a<b y f(ab)esun
¢ a
maximo local. Rpta a=-2, b=1
.o 1 2 .
21. Sea f(a,b)= (a+ bx — x ) dx . Hallar a y b tales f (a,b) es un minimo local.
J 0

Rpta a=-1/6, b=1

22. Una funcién que tiene un Unico punto critico, en el cual tiene un méximo local,
pero la funcion no tiene maximo absoluto.
Sea la funcion f (x,y)=3xe¥ —x’ —e*.
a. Probar que f tiene sélo un punto critico, que es el punto (1, 0).
b. Probar que f(1,0)=1 esun maximo local.

C. Probar que f no tiene maximo absoluto.
23. Dos montafias sin un valle.
Sea la funcion f(x,y)= 4x%e¥ —2x* e
a. Probar que f tiene sélo dos puntos criticos, que son (-1, 0)y (1, 0).

b. Probar que f(-1,0)=1y f(1,0)=1son méaximos locales.

24. Se esta calentando una placa de metal plana que ocupa la region D del plano XY

encerrada por la region D = {(X, y)/ x2+y? <4, y=-1 }

La temperatura en cualquier punto (X, y) es T(xy)= x2 +3y? —2x-2y+1.

Hallar el punto mas frio y el punto mas caliente y sus respectivas temperaturas.

Rpta El punto mas frio es (\/E,\/E), donde T (\/3,\/3) =5-4J2
El punto mas caliente es (—\/73,—1), donde T (—\/_3,—1) =7+ 2\/—2
25. Hallar tres nimeros positivos X, Y, Z talesque X +y+z=36 y Xyz es maximo.
Rpta x =12, y=12, z=12
26. Hallar tres nimeros positivos X, Y, Z tales que Xyz =125y X +y +z = es minimo.
Rpta x =5, y=5, z=5
27. Hallar el punto P del plano x+3y— z+ 1=0 que estd mas cercano al punto
P,= (-1, 2, 1). Determinar esta distancia mds corta.
Rpta P=(-3/2, 1, 3/2), d(P,, P)=+/6/2
x—2:y—8:z—11 Xx-1 z-5

s 2% = s y:3’

—4 3 1 2 -1

28. Sean las rectas: L, :
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a. Hallar el punto P, de L; y el punto P, de L, tales que d (Pl, P2)= la distancia

de P, a P,, sea minima.
b. Hallar d(PR,P,).

Rpta a. P\=(3,3,4), P,=(6,5,10) b. d(R,P)=7

29. Seanlasrectas:L1:X—2=%:z, Ly:x=y-1=z2

a. Hallar el punto P, de L, y el punto P, de L, tales que d (Pl, P, ), la distancia

de P, a P,, sea minima.
b. Hallar d(PR,P,).

Rpta a. P,=(4,4,2), P,=(3,4,3) b.d(R,P,)=+2

30. Hallar los puntos de la superficie 7% - 4xy = 4 que estan mas cerca del origen.
Rpta (0,0, —2) y (0, 0,2)

31. Hallar los puntos de la superficie y2 —XZ =9 que estan mas cerca del origen.
Rpta (0, —3,0) y (0, 3,0)
32. Probar que de entre las cajas rectangulares inscritas en una esfera de radio r, la que

8/ 3 i
9

tiene volumen maximo es un cubo. Hallar su volumen. Rpta V=

Sugerencia: Ver el problema resuelto 9.

33. Probar que de entre los paralelogramos de perimetro P, el que
tiene 4rea maxima es un cuadrado de lado P/4. n
a

Sugerencia: A=absena y 2a-+2b=P

34. Probar que de entre los tridangulos de perimetro P, el que tiene
area maxima es un triangulo equilatero. Q
Sugerencia: x +y + z = P. Si P = 2s, la férmula de Her6n

dice: A= \/s(s—x)(s—y)(s—z). Maximizar AZ *

z

Heron. Matematico y fisico de Alejandria. Siglo | D. de C.

35. Hallar las dimensiones del palelepipedo rectangular de ab,c)
volumen maximo que tiene tres de sus caras en los planos
coordenados. Uno de sus vértices es el origen y el vértice
opuesto esta en el plano 4x +6y +z=12
Rpta a=1, b=2/3, c=4
36. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P :(2, 1 l) y que forma con

y

. X z
los planos coordenados un tetraedro de minimo volumen. Rpta A + 3 + 3 1
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37.

38.

39.

40.

41.

(Generalizacion del ejemplo 6). Una oficina de correos acepta solamente cajas
rectangulares cuya suma del largo con el perimetro de una de las caras que
determinan el ancho y la altura no exceda L cm. Hallar las dimensiones de la caja
de volumen maximo que satisface esta condicion

Sugerencia: Ver el ejemplo 6 de esta seccién

Rpta. Largo = % , ancho = altura = %

(Generalizacion del problema resuelto 5). Se desea construir una caja rectangular
sin tapa de volumen V. Hallar las dimensiones de la caja que requiera el minimo de
material para su construccion.

Rpta. Largo = ancho =3/ 2V , altura= 3/ 2V /2

Se desea construir una caja rectangular con tapa de volumen V. El material que se
usa para construir el fondo de la caja es tres veces mas caro por unidad de area que
el material que se usa para hacer la tapa y las caras laterales. Hallar las
dimensiones de la de la caja para que el costo de los materiales sea minimo.

Rpta. Largo = ancho =3/ 4V /2 . altura= 3/ 4v

Se tiene un pentagono de perimetro P, conformado por un
tridangulo isdsceles sobrepuesto sobre un rectangulo, como h!
lo muestra la figura. Hallar los valores de X, y, y 6 para g1
los cuales el area del pentagono es maxima.

y
2-43 3-43
2

T
P,y= P, o==
Y= 6

Rpta. x =

2X

El siguiente cuadro nos muestra la esperanza de vida por afio de nacimiento de
la poblacién venezolana.

Afio de

DacITiento 1950 [ 1960 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010

Esperanza| 552 | 58.1 | 639 | 677 [712 | 733 | 73.8
devida

a. Hallar la recta de regresion correspondiente a los datos dados en la tabla.

b. Usar la recta de regresion hallada para conjeturar la esperanza de vida de los
venezolanos que naceran el afio 2020.

Sugerencia. Tomar los puntos (x;, ¥;), (X, Y2), - .. (Xs,Y;), donde
X, =0 representa 1950, x, =10 representa 1960, Lo,
X; =60 representa 2010 y y; =552, y, =581, . .. ,y; =738

Rpta.a. y=0.334x+56.15 bh. 79.53
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SECCION 3.8
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

En esta seccion buscamos optimizar funciones cuyas variables no son completamente
independientes, sino que éstas deben satisfacer restricciones expresadas en una o mas
ecuaciones. Asi, por ejemplo, buscamos:

1. Los extremos de f(X,y) sujetaa g(X,y)=c

2. Los extremos de  f(X,y,z) sujetaa g(X,y,z)=c

3. Los extremos de  f(X,y,z) sujetaa g(x,y,z)=c¢; y h(x,y,z)=c,

En casos simples, estos problemas se pueden resolver recurriendo a las técnicas
expuestas en la seccion anterior. Asi, en el caso 2, si en la restriccion g(X,y,z)=c
se puede despejar z = @(X,y), entonces remplazamos este valor en  f(X,y,z) y

obtenemos una funcién de dos variables f (X, Y, (X, y)) de la cual se buscan sus

extremos libres (sin restricciones).

Cuando el despeje es dificil o tiene un resultado muy complicado, contamos con
otra técnica, llamada el método de los multiplicadores de Lagrange. Este método
lleva el nombre del matematico Joseph L. Lagrange, quien lo cre6 cuando apenas
contaba con 19 afios. El basamento de este método esta en el siguiente teorema, cuya
demostracion la presentamos en el problema resuelto 4.

TEOREMA 3.21| Teorema de Lagrange
Sean f (X,y) y 0(X,Y) funciones de clase cW . si el valor

maximo o minimo de f (X,y) sujeta a la condicién g(x,y)=c
ocurre en un punto (X,, Y,) donde Vg(X,,Y,)#0, entonces

existe un numero real A tal que
VE (%o, Yo ) = AVG (X, Yo )

Al escalar 4 se le llama multiplicador de Lagrange.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Sea f(XO,yo)zm un extremo de la funcién f(X, y) sujeta a la restriccion

g(x, y) = c. El teorema 3.16 nos dice que Vf (Xo,yo) es normal a la curva de
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nivel f (X,y)=m en el punto (X,,Y,), y que Vg(X,,Y,)es normal a la curva
g (XO, yo) = ¢ en el punto (Xo, Yo ) . Por otro lado, la igualdad del teorema anterior,
VF (%45 Yo ) = AVG (X, ¥o) v

dice que los vectores Vf (X,,Y,) ¥ VI(X,,Y,) f(x, y) = ko gix.y)=c
son paralelos. En consecuencia, las curvas

f(x,y)=my g(x, y) = ¢, en el punto comun fx,y)=m 9% Yo)
(Xo»Yo), comparten la misma recta tangente. 100 Y) =Kt

Esto significa que estas curvas se cortan Vi(Xo, Vo)
tangencialmente en el punto (X,, Y, ). X

METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El teorema anterior nos sugiere que para obtener candidatos de puntos de la curva
g(x, y) = ¢ donde f(x,y) alcance su maximo o su minimo, debemos buscarlos

entre los puntos que satisfacen la ecuacion Vf(X,y)=A4Vg(x,y) y la ecuacion

g(X, y) = c. En términos mas precisos, estos puntos deben ser soluciones del siguiente
sistema de tres ecuaciones:

fx(xy)=40x(x.y)
fy (xy)=2gy (xy) ()
g(xy)=c
Debemos hacer notar que el teorema no nos proporciona criterios para saber

cuando estamos frente a un minimo o cuando estamos frente a un maximo. Estos
resultados se obtienen analizando la geometria del problema.

Un caso muy especial se presenta cuando la curva ¢(X, y) = C es acotada. Se
prueba en cursos posteriores que si la funcion g(x, y) es continua, entonces la curva
gd(X, y) = c es cerrada. El teorema del valor extremo (teorema 3.17) nos asegura que

la funcion f (X, y) , restringida a la curva g(X, Y) = C, tiene méaximo y tiene minimo.
Para hallar estos, se evalia la funcidon en las soluciones obtenidas al resolver el
sistema de ecuaciones (1) y los extremos de la curva. El mayor de estos valores es el
maximo, y el menor, es el minimo. Los ejemplos 1 y 2 siguientes nos ilustran este
caso.

EJEMPLO 1.| Hallar el méximo y el minimo de la funcién f (X, y)= 6xy sobre la

2 2

. y
elipse —+—=1
P 2 8

Solucion.
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2 y2

Aqui, la curva de restriccion es la elipse g(X, ) :7+? =1 que es acotada y

cerrada. Por tanto, f(X, y): 6Xy tiene maximo y minimo sobre esta curva.

Hallemos los puntos criticos a partir del sistema de ecuaciones (1).

6y = AX 2
fy (%,¥) =49x(xY) y y @
fy(xy)=4gy(xy) = 6x=/12 3)
g(xy)=c X24y?)8=1 ()
Desechamos x = 0, ya que si x =0, por (2), también y = 0.
Pero estos dos valores no satisfacen (4). Y

Despejando 4 en (2): A = Sy y reemplazando en (3): 12 .2
X ——

ox= VY =y’ =4x>.

X 4
£
Reemplazando este valor en (4):
2 2 2 2
y©o X“ 4AxT
74'?—1 = 7+T_1 = (-1-2) (1,-2)

=1l =x=1] > y’=4 >y=12

Tenemos cuatro puntos criticos: (-1, —=2), (-1, 2), (1, =2) y (1, 2)

Como la curva (la elipse) no tiene puntos extremos, s6lo tenemos que evaluar la
funcion f (X, y)= 6xy en estos cuatro puntos criticos:

xy) | L2 | L2 | 1,2 (1,2

£(x, y) 12 -12 -12 12

El maximo es 12 y es alcanzado en los puntos (—1,-2) y (1, 2).

El minimo es —12 y es alcanzado en los puntos (-1, 2) y (1,-2).

EJEMPLO 2.| Funcion de produccién de Cobb-Douglas

Se llama funcion de produccion de Cobb—Douglas a la funcion

P=f(xy)= kx*yP, a>0, f>0, a+p=1,

donde X es la cantidad de unidades de mano de obra e y es la
cantidad de unidades de capital (maquinaria, equipos, etc.).
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El costo de la unidad de mano obra es a doélares y el costo de la
unidad de capital es b dolares y se dispone de ¢ ddlares para
invertirlos en la produccion, Maximizando la produccion P sujeta a
la condicion ax + by = c, probar que la produccién es maxima
cuando
x=% y ¥y= be
a b
Soluci6n

Buscamos maximizar
P=f(x,y)=k x%y” sujetaa g(x,y)=ax+by=c

La curva ax + by = ¢ es una recta, la cual no es acotada. Sin embargo, en nuestro
problema, los nimeros X, Yy representan unidades de mano de obra y unidades de
capital, por tanto, se debe cumplir que x>0, y > 0.

Esto significa que la parte de recta donde debemos evaluar a

la funcion de produccion es el segmento de la recta N Y
. . N
comprendido en el primer cuadrante. Este segmento es ob
cerrado y acotado. Por lo tanto, para identificar el maximo y ax+by=c
el minimo, podemos aplicar el teorema del valor extremo.
Tenemos que: |
fX (X,y) =ﬂ,gx (X, y) kaxa—lyﬂ = Ja (1) claN X
fy(%y)=49y(xy) = ¢ kY = (@
(x’y):c ax +by =c 3
De (1): kax® 'y = 1a=> kax?y? = Jax=> aP=lax (4)
De (2): kBx*yP™' = b= kpBx%yP = aby= BP=Aby (5)
Sumando (4) y (5):
aP+ P =dax+Aby = (a+ )P =A(ax+by) =>P=4c= 1= P (6)
c

De (4) y (6): aP:%ax = x= %C De (5) y (6): ﬂP:%by:y: %

b

Para concluir, debemos probar que la funcidén de produccion tiene su maximo en
este punto.

Hemos obtenido el punto (a_c’ Ej .
a

Los extremos del segmento de la recta son (0, ¢/b) y (c/a,0).
Abhora,

f(0,c/b)=k(0)* (c/b)’=0. f(c/a,0)=k(c/a)*(0)’ =0
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a B appf
f(ac/a,ﬂc/b)—k(%cj (Ej kP sy

b a“p”

Luego,
Elminimoes f (0, c/b)= f(c/a, 0) =0.

a®pP
Elmaximoes f(ac/a, fc/b)= ke

a%p#
Por lo tanto, la produccion es maxima cuando X = ac y y= se

a a

¢(SABIAS QUE . ..

En Economia, la funcién de produccién de Cobb-Douglas es, seguramente, la
funcion de produccion més utilizada. Su popularidad se debe a que su formulacion
es matematicamente simple e incorpora las propiedades bésicas exigidas por la
economia. Esta funcién fue propuesta, a comienzos del siglo pasado, por el
economista y matematico sueco  Knut Wicksell (1851-1926). En 1928, el
economista y politico Paul Douglas y el matematico Charles Cobb, ambos
estadounidenses, investigaron su validez estadistica modelando el crecimiento de la
economia de Estados Unidos durante el periodo 1899-1922.

En el siguiente ejemplo, la curva de restriccion no es acotada y, por lo tanto, no
podemos aplicar el teorema del valor extremo para asegurar la existencia del méximo
y minimo. De hecho, veremos que, en este ejemplo, el maximo no existe.

EJEMPLO 3.| Hallar los puntos de la curva Xzy =54 que estdn mas cerca del

origen.
Solucién

La distancia de un punto (X, y) al origen es d(X, y) = v/ X2+ y2

Para hallar los puntos de la curva X2y =54 que estdn mas cerca del origen.,

debemos minimizar la funcion d(x, y) = 4/ X2+ y2 sujeta a Xzy =54; o bien,
minimizar el cuadrado de la funcion:

f(x,y)=x*+y* sujeta a g(x,y) =x’y =54

Graficamos la curva x>y =54 y algunas curvas de

nivel de f(x,y)=x>+y>. f

El grafico nos dice que la funcion f no tiene Q j 21] a9 ~ x

maximo; pero si tiene minimo, el cual es alcanzado
en dos puntos de la curva.
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Apliquemos el método de Lagrange:

(X% Y)=20y(XY) 2x=2Axy (1)
fy(%y)=40,(xy) = <{2y=ax )
g(x,y)=c X2y =54 3)

Tomamos la ecuacion (1) :
2X=2Axy = X(Ay—-1)=0 = x=0 6 Ay=1.
Desechamos la solucion X = 0 por inconsistente con la ecuacion (3) y nos

1
quedamos con Ay = 1. Como Yy tampoco puede ser 0, tenemos que: A = —.

Reemplazando esta igualdad en la ecuacion (2), obtenemos:

2y=ax} = 2y:lx2 = x2=2y? (4)
y

Reemplazando en (3):

X2y=54 = 2y’=54 = y’=27 = y=3
Reemplazando en (4):

x? :2y2 = x> =18 x=43J2
Luego, los puntos de la curva mas cercanos al origen son

P=(3ﬁ, 3) y (—3«/—2, 3)

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE EN TRES
DIMENSIONES

Buscamos los extremosde f(X,y,z) sujetaa g(X,y,z)=c

El teorema 3.21, enunciado para funciones de dos variables, también se cumple
para funciones de tres variables. El enunciado y la demostracion siguen el mismo
esquema.

Sean f (X, y,z) y g(x, y,Z)dos funciones de clase C(l). Si el valor maximo o
minimo de  f(X,y,Z) sujeta a la condicion g(X,y,z)= C ocurre en un punto

(X5 ¥o,2, ) donde Vg(X,,Y,,Z,)#0, entonces existe un nimero real A tal que

VE (X5 Yor 20 ) = AVY (%o, Yo, Zo )
Para hallar los posibles puntos criticos de f (X,y,z) en la curva g(x,y,z)=c se

resuelve el sistema de cuatro ecuaciones:
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El grafico de ¢ (X, y,Z) = C es una superficie, la cual es un conjunto cerrado. Si

esta superficie en acotada, para determinar los extremos se aplica el teorema del
valor extremo, como lo hacemos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.| Hallar los puntos de la esfera X2+ y2 +2% =381 que estén mas

cerca y mas lejos del punto (2, 1, 2). Hallar las respectivas
distancias.
Solucién

Buscamos los extremos de
2 2 2 .
f(x,y,2)=(x=2)"+(y—1)"+(z-2) sujeta a
g(xy.z)=x*+y*+2> =81

Como la esfera es una superficie cerrada y
acotada, el teorema del valor extremo nos asegura
que la funcion anterior restringida a la esfera, tiene
maximo y minimo. Para encontrar los puntos

donde se alcanza estos extremos resolvemos el
sistema:

f (% y,2) =20, (X Y,2) 2(x-2)=22x
fy (%y,2) =49y (x, y,Z):> 2(y-1)=24y
f,(Xy,2)=109;(xY,2) 2(z-2)=24z (3)

g(xy,z)=c x*+y*+z2 =81  (4)

Desechamos x=0, y=0 y z=0 ya que X =0 no satisface la ecuacion (1), y =0
no satisface la ecuacion (2) y z=0 no satisface la ecuacion (3).

Despejando A en (1), (2) y (3):
,1:)(_2,,1:3’_1,/1:2_2 — x=2_y-1 y _y-l
X y z X y z y
= X=2y, =2y

Reemplazando estas igualdades en ecuacion (4):

Xyt =814yt 4 y? +4y? =81 9y? =81 > y? =9 >y =43
y=3=>x=6, 2=6. Obtenemos el punto P =(6, 3, 6)



Capitulo 3 Derivadas Parciales 353

y=-3 =>Xx=-6, z=—6. Obtenemos el punto P, =(-6, —3, —6)
Como la esfera es una superficie acotada, aplicamos el teorema del valor extremo:
f(R)=f(6 3, 6)=(6-2)" +(3-1)" +(6-2)"=36
f(Py)=f(=6, -3, —6)=(-6-2)" +(-3-1)" +(-6-2)"= 144

El punto de la esfera mds cercano al punto (2, 1, 2) es P =(6,3,6) y la
distancia entre ellos es « 36 = 6.

El punto de la esfera mas lejano al punto (2, 1, 2) es Py =(-6, -3, —6) y la
distancia entre ellos es 144 =12.

PROBLEMAS CON DOS RESTRICCIONES

Buscamos hallar los extremos de una funcion de tres variables sujeta a dos
restricciones. Esto es, buscamos:

Optimizar f(x,y,z) sujetaa g(x,y.z)=c y h(xy,z)=k,
donde las tres funciones son de clase C!) .
Aqui tenemos dos superficies, g(X,y,z)=c y h(X,y,z)=k queal intersecarse
forman una curva C. Buscamos optimizar la funcion f (X, Y, Z) restringida a C.
Sea P =(X, Yo, Z,) unpuntoen C en el cual f(X,,Y,,Z,) esun méximo o un
minimo, los vectores Vg (X,,Y,.2,) Y Vh(Xy,Ys.2,) son no nulos y no paralelos.

Sabemos que Vg (XO, yO,ZO) y Vh(XO, Yoo ZO) son, ambos, ortogonales a C. Con un
argumento similar al usado en la demostracion del teorema, 3.21, se prueba que
Vf (X, Yo, 2, ) también es ortogonal C. Luego, el vector Vf (X,,Y,,Z,)esta en el

plano determinado por Vg(X,.Ye.Z,) ¥y Vh(X,,Ys,Z,). En consecuencia,
Vi (XO, yo,zo) es una combinacion de estos dos vectores y, por tanto, existen dos

numeros reales, 4 y u, llamados multiplicadores de Lagrange, tales que:

VE (Xg5 Yo, 20 ) = AVG(Xy, Yo, 20 )+ VN (X0, Yo, 2o)

El método de Lagrange para este caso, consiste en resolver el siguiente sistema:
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fy =40, + uhy
fy =49y +uhy
f, =49, +uh,
g(xy.z)=c
h(x,y,z)=k

EJEMPLO 5.| Encontrar los puntos mas cercanos y mas alejados del origen, de la

curva que se obtiene al intersecar el plano X +y + 2z =6 con el

cilindro x? + y2 =8.
Solucién

La curva que se obtiene al intersecar el plano y el
cilindro especificados es una elipse, la cual es cerrada y
acotada. Luego, podemos aplicar el teorema del valor
extremo.

D
.

Y,
£

Debemos optimizar f(X,y,z)= x> +y?+12° sujetaa

gX,y,2)=x+y+z=6y h(x,y,z)=x>+y> =8

fy = A0y + uhy 2x=A+2ux (1)
fy =19y +uhy 2y=A+2uy (2)
f, =g, +uh, = 1 22=1 3) %
g(x,y,z)=c X+y+2=6 4)
h(xy,z)=k x> +y2=8 (5)

Restando (2) de (1): 2X—2y =2ux—2py = Xx—-y=pu(x-y)=
(1—,u)(X—y)=0:>1—,u:0 60 x—y=0=u=1 6 x=y

Caso 1. u=I1. Reemplazando este valor en (1):

2x=A+2x = A=0. Reemplazando en (3): 2z2=0=12=0
Reemplazandoz=0 en (4): X+y=6 = y=6-X
Reemplazando y=6—xen (5): X*+ (6 X)2 =8 =
x? —6x+14=0
Pero, esta ecuacion no tiene soluciones reales.
Caso 2. x =Y. Reemplazando este valor en (5):
+xP=8 = x’=4 = x= +2
Six =2, entonces y=2 vy, reemplazando en (4),z=2
Obtenemos el punto P =(2, 2,2).

Si Xx=-2, entonces Yy =-2 'y, reemplazando en (5), z=10
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Obtenemos el punto P, = (-2, -2, 10).

Abhora,

f(R)=22+22422 =12 y f(PR)=(-2)"+(-2)*+10* =108

Luego, el punto mas cercano al origen es B = (2, 2, 2) y el mas alejado
es P =(-2, -2,10).

PROBLEMAS RESUELTOS 3. 8

[PROBLEMA 1.] Hallar los vértices y las longitudes de los ejes de la siguiente
elipse (girada) que tiene su centro en el origen.

X2 + Xy + y2 =12 v
Solucién /\
Los vértices son los extremos del eje mayor y
son los puntos de la elipse mas lejanos del origen.
En cambio los extremos del eje menor son los

puntos de la elipse mas cercanos al origen. Luego,
debemos optimizar la funcion:

f(x,y)=x2+y2 sujeta a g(x,y):x2 +xy+y>=12

La elipse es una curva cerrada y acotada. El teorema del valor extremo nos
garantiza la existencia del maximo y el minimo de la funcién f(x,y) =X+ y2
restringida a la elipse.

Bien,
fo (X y) =205 (X Y) 2x=A(2x+Y) 1)
fy(%y)=4gy(x,y) =  2y=2(2y+x) (2)
g(xy)=c Caxy+yr=12  (3)
Despejando A en (1) y (2)
2X 2y 2X 2y 2 2
A= A= = = = 4xy+2y° =4xy+2x" =

2x+y T 2y+x 2X+y  2y+X
v =x2 = (x—y)(x+y)=0 =x-y=0 0 Xx+y=0=> x=y 6 x=-y

Si x =Yy, entonces, reemplazando en (3), 32 =12= X’ =4= x=1+2
Obtenemos dos puntos: (2,2) y (-2,-2).

Si x = -y, entonces, reemplazando en (3), x2=12= x=123

Obtenemos dos puntos: (2\/73 23 ) y (—2\/_3 243 )
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Abhora,
f(2,2)=22+2% =38, f(-2,-2)=(=2)* +(-2)" =8

f(2v3, -2V3)= (2J_3)2 +(—2J_3)2 =24
f(-2v3, 2/3)= (—2J_3)2 +(2J_3)2 -24

Luego, los vértices de la elipse son (2\/73, —2\/—3) y (—2\/73, 2\/—3) y los

extremos del eje menor son (2, 2) y (-2, -2).

La longitud del eje mayor: 2,/ f (2\/_3,—2\/_3) =2J24=4J6
La longitud del eje menor: 24/ f (2, 2) = 2/8=42

| PROBLEMA 2. | Sea P, =(r,s),donde r>0 y s> 0, un punto de la elipse

2 2
X y=1

22 b2
1. Probar que el area del triangulo formado por los ejes coordenados
y la recta tangente a la elipse en el punto P, =(r, s) es
a’h?

2rs

A=A(r,s)=

2. Hallar el punto P, sobre la elipse

Y
., o Po=(r,s)
tal que el triangulo antes indicado b
tenga area minima. Hallar esta area
N

minima. a ¢
Solucién /
2 2
Consideramos la funcion 1‘(x,y):—2+—2
a® b
. . 2r 2s
Esta elipse es la curva de nivel f(X,y)=1. Luego, Vf(r,s)= weRnel es
a

normal a la elipse en el punto P, = (I, s). En consecuencia, la recta tangente a la
elipse en el punto P, = (I, s) es
2r 2s r S
—(X=T)+—(y-5)=0 = —X+—Yy= 1.
(x=r)+ 25(y=5) =0 = e

a2

Hallemos los puntos donde la recta tangente corta a los ejes:

2
. r a . )
EjeX: y=0= —2X=1 —> X= — —> Punto de interseccion: (az/r, O)
a r
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2
EjeY: x=0= bizyzl = y= b = Punto de interseccion: (0, bz/s)
S

El area del tridngulo es

b2 2b2
A= A(r,s):—(base)(altura)— E(TJ[ S ] ors

2. Buscamos el minimo de

212 2 2
A=A(r,s):a b sujeta a g(r,s)zr—+s—:1
2rs a? p?
2h2 4.2
Ars)=agi(rs) ) |2 lop o fpn 2D
Alrg)=sa(rs) @ =} B3 T=) Sis
2/.2 2 /n2 a S a
re/a“+s/b° =1 3 - =21— A=—
/ / @ ors? b? 4rs?
4.2 2.4 2 2
2 2 =_2 b3 r2 =— . Reemplazando en (1):
4r’s 4rs a b
r2
2— —l:> r=—

s 5=y A, B)-

)
. , , a‘b
Si hacemos tender ra06sa0, el valor del area A=

crece ilimitadamente.

212
Esto nos indica que la funcion A =

no tiene maximo y que A =ab es su

. a b
minimo, que es alcanzado en el punto P, = ( j

NEAE

2
|PROBLEMA 3.| Dadas la parabola y = X? ylarecta L: y—x+4=0

a. Hallar el punto P, de la pardbola que estd a una distancia
minima de la recta L.

b. Hallar el punto Q de la recta L que estd mas cerca del punto P,
de la parabola.

C. Hallar la distancia minima entre la parabola y la recta
Solucién

a. Sabemos que la que distancia de un punto P = (X, Y)
alarecta L:x—y+4=0 esta dada por
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y-x+4| |y-x+4]|
12 +12 V2
Para nuestro caso, tomando el cuadrado de esta

distancia y el punto P = (X, Yy) en la parabola, nos
planteamos el problema de minimizar

Po
2 2
-X+4
f(x,y zﬁl_gi)_smmaagaAO—y_%;_o ’//>6 X

diP,L)= | Y y =x2/2

)
fo(X,y) =20, (xy) —(y—x+4)=-2x (1)
fy(xy)=4gy(xy) = y-x+4=41 @) L:y-x=—4
g(xy)=0 y-x*/2=0  (3)

My R = Xx=4A=>x=1.
Reemplazando x=1en (3) obtenemos y=1/2.
Luego, ¢l punto buscadoes P, = (1, 1/2)
b. Larecta ortogonala y —x+4 =0y que pasapor P,= (1, 1/2) es y +x :%.
Intersecando estas dos rectas hallamos que Q = (11/4, —5/4).
c. La distancia minima entre la parabola y la recta es

|12 -1+4] 72

V12412 4

d(P,, L) =

[PROBLEMA 4.| Para almacenar agua, se estd disefiando un tanque de metal de
150n m® de volumen, conformado por un cilindro circular recto
de 5 m de radio y por dos tapas conicas iguales, una en cada
extremo. Hallar la altura x del cilindro y la altura y de los conos
de modo que se utilice la minima cantidad de metal en su
construccion.

Solucién
El area de la superficie del tanque es
A = area del cilindro + 2(area del cono)

=27(5)x + 2(;;(5)\/ 52+y2) = 107X +107 25+ y?

El volumen del tanque es
V = volumen del cilindro + 2(volumen del cono) =150n =

V= ﬂ(Sz)x+ 2(%7[(52)yj— 150n =
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257X + 53—07ry= 150n = x+ §y= 6
En resumen, buscamos:

Minimizar A(X, y) = 10zX+10z4 25+ y2 sujetaa g(X,y) =X+ %y =6

Ac(xy) =29 (x.Y) 10 =4 W
A (xy)=2gy(xy) = 1072')//\, 25+y2 =24/3 (2)
g(x,y)=6 X+2y/3=6 3)
Reemplazando (1) en (2):
107y 2

=Z(107)= 3y=2y 25+y> = 5y*=4(25) =>y=2J5

\25+Y2

Reemplazando y= 245 en (3) tenemos: X=06 —%x/?

Tenemos un unico punto critico, (6 NE / 3,25 ) , y el valor de A en este punto

A(é—%ﬁ,zﬁj =10;{6—%J_5j+10m/ 25+(2V5) =10ﬂ[6+§\/_5j ~97.2n

Como x e Y representan longitudes, debemos tener que x > 0,

y > 0. Esto significa que el area A debe ser evaluada solo en el v
segmento de la recta X + 2 y = 6 que esta en el primer cuadrante, el o9
3 X+2yl3=6
cual es cerrado y acotado. Los extremos de este segmento son
(0,9) y (6,0),y, en estos puntos, |
6.0 X

A(0, 9)= 107+ 25+9” = 107/ 106 ~ 102.967
A(6, 0)=107(6)+107y 25+0> = 10z (11)=110n
El minimo es A(é—%ﬁ,zﬁj— 10;{6%@) ~97.2m

Luego, la altura del cilindro y la altura de los conos buscadas son

X = 6—%\/_5 ~3.19, y=2J5~447

|[PROBLEMA 5.| Media Geométrica es menor o igual que la Media Aritmética.

1. Si la suma de 3 nimeros no negativos X, Y, Z tiene un valor fijo S,
3

probar que el maximo del producto Xyz es =
3
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2. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de tres
nimeros no negativos es menor o igual que su media
aritmética. Esto es,

3
Solucion

1. Buscamos el maximo de

f(X,y,z)=xyz sujetoa g(X,y,z)=x+y+z=S,dondex>0,y>0,z>0.
Laregion D={(x,y,z)/ x>0,y20,220, x+y+2=S},

que es la parte del plano X+Yy+2z=S que esta en el

primer octante, es cerrada y acotada. Luego, el
teorema del valor extremo nos garantiza la existencia z

del maximo de f (X, Y, Z) = XYyZ en esta region.

B =(0.0.5)

Puntos criticos en el interior de D. Aqui: x>0,y>0,z>0

(X Y,2) =204 (X, Y,2) yz=21 (1)
fy(xa y,Z)=/19y(X, y,Z) N Xz =1 (2) C=(0,50)
f, (X y,2)=19,(xY,z) xy=4  (3)

g(xy,2)=c x+y+z=S (4) *

De(1)y(2): yz=x2=>z(y-x)=0 = x=y (5

De(D)y@3): yz=xy=>y(z-x)=0 = z=x (6)
De (5) y (6): x=y=z. Esto valores, reemplazados en (4):

X+X+X=S = 3x=S :x:y:z:%
Hemos obtenido el punto critico (S/3,5/3,5/3), enel cual
g3
(S/38/3,813)= %

Para muchos es evidente que el valor anterior es el maximo. Para quienes no lo
ven evidente, a continuacion mostramos que f (X, y,Z) =0 en la frontera OD. Esto

nos dirfa que el minimo de f (x,y,z) es 0.

Valor de f en la frontera oD .

La frontera de D esta conformada por los segmentos AB, BC y AC

En AB , tenemos que y =0 vy, por tanto, f (X,O,Z) =Xx(0)z=0
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En BC , tenemos que X =0y, por tanto, f(0,y,z)=(0)yz=0
En AC, tenemos que 2= 0 y, por tanto, f (X,y,0)=xy(0)=0

. s’ L
Asi, hemos mostrado que el maximo de f es — ¥ el minimo, 0.
2. De acuerdo a la parte 1,

3
0< xyz 35—3. De donde, 3/ xyz S%z%
3

|PROBLEMA 6. | Usando el método de los multiplicadores de Lagrange y la
formula de Herdn, probar que de entre todos los tridngulos de
perimetro P, el que tiene area maxima es un triangulo equilatero.
Hallar esta area maxima.

La formula de Heron dice que el area de un triangulo de
perimetro P =2s y lados X, Y, z esta dada por

A=\/s(s—x)(s—y)(s—z). y

Solucién
Buscamos maximizar la funcion
f(x,y,2)=A?=s(s=x)(s—y)(s—2z) sujetaa
la condicion:

P=g(X,y,2)=x+y+2=2s

Los nameros X, Y, Z representan  longitudes y, por
tanto, se debe cumplirque x>0, y>0, z>0 y
S=X, Sy, S>1

La region D donde debemos evaluar f es la
siguiente parte del plano x +y +2z=2s:

D={(x,y,2)/ x+y+2=25,0<x<s,0<y<s,0<z<s],

la cual es cerrada y acotada. El teorema del valor extremo nos garantiza que la
funcion f tiene maximo y minimo en D.

Puntos criticos en el interior de D.

fo (X Y,2) =20, (X,Y,2) -s(s-y)(s=z2)=2 (1)
fy (%¥.2) =29y (X, ,2) -s(s=x)(s-z)=4  (2)
fz(XaYaZ):ﬁgz (X,y,Z) _S(S_X)(S_y)Z/1 (3)

a(x.y,z)=c X+Yy+2z=2s (4)
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De (1) y (2):
-s(s—y)(s—2)=-s(s—x)(s—z) = (s—y)(s—z)=(s—x)(s-2)=
= S—Yy=S—-X => X=Y 5)
De (1) y (3):
—s(s-y)(s=2)= —s(s=x)(s-y)= (s-y)(s—2)=(s—x)(s-Y)
= S—7=S—-X > X=1 6)
De (5) y (6) obtenemos: x=Yy=12.
2s 2s 2s

Reemplazando estas igualdades en (4): X = 3 y=
L. . 2s 2s 2s
Luego, tenemos un unicu punto critico: 333
Valor de f en la frontera &D.

La frontera de la region D esta constituida por los segmentos L;, L, y Ls, que
son los lados del triangulo sombreado.

En L, z=s. Luego, en este segmento, f(X,y,s)=s(s—x)(s-y)(s—s)=0

En L,, y=s.Luego, en este segmento, f(X,s,z)=s(s—x)(s—s)(s—z)=0

En L;, x=s.Luego, en este segmento, f(s,y,z)=s(s—s)(s-y)(s-z)=0

Por otro lado,

Il

wn
7\
W | w»n
N

W
Il
Nlm
NS

f(2s/3,25/3,25/3)= s(s—2s/3)(s—-2s/3)(s—2s/3)

4
. , . S 2s 2s
En consecuencia, el maximo es E y es alcanzado en ? ,?, .

25 . st §?
Comox=y=12 =? , el triangulo es equilatero de area A= > = —

¢(SABIAS QUE . ..

HERON DE ALEJANDRIA (10-70 d.c.) conocido con el
sobrenombre de el Viejo, fue un ingeniero y matematico griego,
nacido en Alejandria. Es considerado como uno de los
cientificos e inventores méas destacados de la antigliedad. En el
afio 60 escribi6 La Métrica, obra donde estudia las maneras de
hallar el &rea de poligonos, elipses; y volimenes de cilindros,
conos, esferas. Aqui aparece la formula del area de un tridngulo
descrita anteriormente y que ahora lleva su nombre.
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[PROBLEMA 7.] Probar el teorema 3.21. Multiplicadores de Lagrange

Sean f (X, y) y g(X,y) dos funciones de clase C"" tales que

f tiene un extremo en el punto (Xo, yo) que esta sobre la curva

a(xy)=c.

SiVg(X,, Y, ) #0, entonces existe un real A tal que

VE (X, Yo ) = AVY (%o, Yo )
Solucion

Por el hecho de que de que g(X,y) sea de clase C" y que Vg(X,,Y,)# 0, el

teorema de la funcién implicita, presentado y demostrado en textos de calculo
avanzado, nos asegura que en una vecindad de (X,,Y, ), la curva g(X,y)= c puede

ser parametrizada mediante una funcion vectorial r(t) = (X(t), y(t)), de clase C"

definida en un intervalo abierto | que contiene 0 y tal que

r(0) = (x(0),y(0)) =(X,. Y, ), r't)=0.
Sea

h(t)=f(rt))= f(x),y®).

Como f(x,y) tiene un extremo en (XO, yo), entonces h(0) = f(X(O), y(O)):
f(X,,Y,) esun extremo de h(t). Por lo tanto, h'(0)=0.

Por otra parte, aplicando la regla de la cadena,
0=h'(0)= f, (x(0), y(0))x'(0) + f, (x(0),y(0))y'(0)
= (£(X(0), ¥(0)), T, (x(0), y(0))) + (x'(0), y'(®))

=VE (X(0),y(0)) + (X'(0),y'(0))= Vf (X,,¥,) * r'(0)

Esto es, Vf (Xy,Y¥,) r'(0)=0. Luego, Vf(X,,Y,)es perpendicular a r'(0)

Por el teorema 3.16, Vg(xo,yo) es normal a la curva g(X, y) = C en el punto
(X5 ¥o) ¥, por tanto, es perpendicular a r'(0). En consecuencia, Vf(X,,Y,)es

paralelo a Vg(X,,Y, ). Luego, existe A tal que

\4 (Xo’ yo):/’LVg(Xoa yo)
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 8

En los problemas siguientes usar los multiplicadores de Lagrange.
1. Hallar los extremos de f (X,y)=xy sujetaa x* +y* =8

Rpta. Max. f (2,2)= f(-2,-2)=4, Min. f(2,-2)=f(-22)=-4

N

. Hallar los extremos de f (X,y)=xy sujetaa x> +y* —2x=0

Rpta. Max. f (3/2,7/3/2)=3v3/4, Min.  (3/2,—/3/2)=-3J3/4

3. Hallar los extremos de f (X,y)=4x>+2y” +1 sujetaa X2 +yr—4y=0
Rpta. Max. f (0,4)=33, Min. f(0,0)=1

4. Hallar los extremos de f (x,y) =8X—2Y sujetaa 2%° +3y2 =75
Rpta. Max. f (6,-1)=50, Min. f (-6, 1)=-50

5. Hallar el punto sobre la recta 2x + 3y = 6 que esta mas cercano al origen.
Rpta. (12/13, 18/13)

6. Hallar los vértices del rectangulo de area maxima y lados paralelos a los ejes,
22
inscrito en la elipse ry + T =1

Rota. (3v'2/2,72/2), (-3v2/2.42/2), (-3V2/2,~2/2), (3 2/2, - 2/2)

7. Hallar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada)
X+ Xy + y2 =4

Rpta. Eje mayor:(2,-2),(-2, 2). Menor: (3\/_2/3,3\/_2/3),(—3\/_2/3,—3\/_2/3)

8. Hallar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada)
5x% — 6xy+5y2 =32

Rpta. Eje mayor(zﬁ,zﬁ),(—zﬁ, —2\/3). Menor: (\/3—\/3)(—\/—2\/—2)

9. Hallar los extremos de f (X,y,z)=X+Yy+2 sujetaa x> +y> +2° =12
Rpta. Max: f(2, 2, 2)=6, Min: f(-2, -2, -2)=-6.

2y 2
10. Hallar el maximo de f(X,y,z)=X+Yy+2Z sujetaa — +->+—=1
a

C
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11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

2

2 2
Rpta.f( a b ¢ =y aZ+b?+c?.

Jatib2ic? Jat+bl+c? Jai+bi+c?

Hallar los extremos de f (X,y)=Xyz sujetaa x* +y* + 2% =27
Rpta. Max: f(3,3,3)=f (-3, -=3,3)= f(-3,3, -3)= f(3,-3,-3)=27
Min: f(-3,-3,-3)= f(=3,3,3)= f(3,-3, 3)= f(3,3,-3)=—27

Hallar 1 de f SRS S A
allar los extremos de f (X,y)=Xyz sujetaa ?+E+E_
Rpta. Max: f (1, 2,3)=f (-1, =2, 3)= (-1, 2, =3)= f(1,-2,-3)=6

Min: f(-1,-2,-3)= f(-1,2,3)= f(1,-2,3)= f(1,2,-3)=-6

Hallar los extremos de f (X,y)=Xyz sujetaa XC+yr+72=6 y x+y+z=0
Rpta. Max: f(-1,-1,2)= f (-1, 2,-1)= f(2,-1,-1)=2
Min: f(1,1,-2)= f(1,-2, 1)= f (-2, 1, 1)=-2

Hallar los extremos de f(x,y)=xyz sujetaa Xy+Xxz+yz=1y x+y+z=2
Rpta. Max: f(l/3,1/3, 4/3): f(4/3, 1/3, 1/3)= f (1/3, 4/3, 1/3)= 21:7
Min: f(l, 1, 0): f(O, 1, l)z f(l, 0, 1):0

Hallar los extremos de f(X,y,Z):4X+ y+4z en la elipse formada por la

interseccion del cilindro x* +y? =1 con el plano y-2z=1.
Rpta. Max f (4/5,3/5, —=1/5)=3. Man f(-4/5,-3/5, —4/5)=-7.

2 y2

Se tiene la elipse %+? =1lylarecta L: y+x—-5=0.
a. Hallar el punto P, de la elipse que est4 a una distancia minima de la recta L.
b. Hallar el punto Q de larecta L que esta mas cerca del punto P, de la elipse.
c. Hallar la distancia minima entre la elipse y la recta

Rpta a. P,(2,1) b.Q=(3,2) c V2

2 2

Se tiene la elipse %+y7=1 ylarecta L: 3y+x—-9=0.

a. Hallar el punto P, de la elipse que estd a una distancia minima de la recta L.

b. Hallar la distancia minima entre la elipse y la recta.

Rpta a. P, :(3/\/_5,4/\/_5 ) b, 9:/%—5
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18. Hallar los puntos de la superficie Xy — 2’ =1 que estan a la distancia minima del
origen. Hallar esta distancia minima.
Rpta (2,2), (-2,-2).Dist. min=2y2
19. Hallar los puntos P, y P, de la esfera x* +y* +2*> =1 que estén a la distancia

minima y maxima del punto (1,—3,\/—6 ) . Hallar estas distancias.

Rpta P = l,_—3 ﬁ Py = —l,é,—ﬁ . Dist. min = 3, Dist. max =5
474 4 44 4
X2y 2
20. El elipsoide —2+b—2+—2 =1 pasa por el punto (1, 2, 1). Hallar los valores de
a c

a, by ¢ para los cuales el volumen del elipsoide, V = 4Tﬁabc, sea minimo.

Rpta a=+/3, b=2J3, c=+/3

21. Hallar los puntos del cono 2?2 =x? +y? que estan a la distancia minima del

punto (2, 1, 0). Hallar esta distancia minima.

Rpta [1, 1 ﬁj (1, 1 —ﬁj.Dist. min= Y10
2 2 2 2 2

2 2 2

22. Se tiene el elipsoide )9(_6+yT+T —1y elplano y+x—5=0.
a. Hallar el punto P, del elipsoide que esta a una distancia minima del plano.
b. Hallar la distancia minima entre el elipsoide y el plano.
Rpta a. P, (9, % %) b. Dist. min =4

23. Hallar las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo de perimetro
minimo y area constante A.

Rpta x=y=~/2A, z=2J/A

24. Hallar las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo de area maxima y
de perimetro constante P.

P_,_42pP
2 22
25. Funcién de produccién de Cobb—Douglas.
La funcion de produccion de Cobb—Douglas de tres entradas es la siguiente:

f(x,y,z)zkx‘”yﬂzy,donde a>0,8>0,y>0y a+pB+y=1,sujetaala

Rpta x=y=
p y 5

condicion de costos ax+by+cz =d.

ad _ pd ¥

Probar que la produccion es maxima cuando X= —, y= 5 z="—
a c
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26

217.

28.

29.

30.

3L

32.

33.

. Probar que el paralelepipedo de volumen maximo y cuya suma de sus 12 aristas
es 12a es un cubo de volumen V =a’

Probar que el paralelepipedo de volumen maximo y cuya suma de las areas de
sus caras es 6a° es un cubo de volumen V =a> .

Hallar el radio r y la altura h del cilindro de maximo volumen que puede
inscribirse en una esfera de radio R.

Rpta r= /%R, hz?R

Un tanque de agua de 367 m” de superficie esta conformado
por un cilindro de 2 m de radio y coronado por un cono.
Hallar x e vy, las alturas del cilindro y del cono,
respectivamente; de manera que el volumen sea maximo.

3 4 :

Rpta x=8 - —, = — |
p NG y NG 4
Se esta diseniando un tanque de metal para almacenar
agua de 36m m’ de volumen. El tanque debe estar
conformado por un cilindro y una semiesfera en cada
lado. Hallar el radio r de las semiesferas y la altura h
del cilindro de tal forma que el material para la

construccion sea minimo.
Rpta r=3, h=0

Hallar el plano tangente al paraboloide eliptico 2z =4-x*—y? tal que el
volumen del tetraedro, en el primer octante, que determina este plano con los
planos coordenados es minimo.

Rpta 2x+4+2y+z=6

X+y+z=4
Hallar el plano que pasando por la recta 5 forma con los planos
X+y—2=-—
coordenados, en el primer octante, un tetracdro de volumen minimo.
Rpta 6x+6y+z=9

Media Geométrica y la Media Aritmética.
a. Si la suma de n nimeros no negativos X, X,, . . ., X, tiene un valor fijo S,

probar que el méximo del producto X, X, ... X, es S"/n"

b. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de n niimeros no
negativos no es mayor que su media aritmética. Esto es,

X+ X .. X
g X . Xy S22 0
n
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SECCION 3.9

FORMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE DOS
VARIABLES

En esta seccion presentamos la formula de Taylor para funciones de dos variables.
A partir de este resultado, la formula puede ser generalizada para funciones de mas
de dos variables. Empezamos recordando este teorema para funciones de una
variable.

Sea I un intervalo abiertode R.Si F:1— R es derivable hasta de orden n+ 1
en el intervalo I y X, es un punto de I, entonces, para cada X en I existe un C entre X,
y X tal que

F'(x,) F'(x,) ,  F(x,)
F(X)= F (% )+ T (x=%,) + 0 (x=%,) +...+TO(X—XO)H+RH
I:(n+1)
donde R, = J(x—xo)nﬂ
(n+1)!
En el caso particular en el que X, =0 y X =1, tenemos que
.50, L FU)
F(1)= F(0)+F (0)+T+...+ . + R,
n F(k) (0) F(n+1) c
:Z + Ry, donde R, =—————=, paraalgiin centre 0 y 1 (1)
= k! (n+1)!

Ahora, consideramos una funcion f ‘R? SR de clase C™ en un abierto U

de R*. Es decir, f tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n + 1 en el

abierto U — R?.
Si Xo=(X,, ¥Y,) esunpuntode U y X=(X,y) otro punto de U tales que el

segmento rectilineo [X,, X], que une los puntos X, y X estd contenido en U,
entonces podemos definir la funcion de una variable:

F: [0, ]>R
F(t) =f (Xo+ t(X =Xo))

La funcion F(t) tiene derivadas hasta de orden n + 1. Buscamos relacionar estas
derivadas con las derivadas parciales de f(x, y).

Si x=X,=h=(hy, h,), entonces F(t)=f(x,+th) y tenemos:
F(0) =f (x,), F(1)=f(x, + h) =f(x)

Usando la regla de la cadena,
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F'(t)=hD, f(x, +th) + h,D, f(x, +th)
F"(t)=h, Di [ hy Dif (xo + th) + h,D, f(x, +th)]

+ h,D, [ hy Dyf (%, + th) + h,D, f (%, + th)]
=h? Dy, f (Xo+ th) + hih,Dy; f(Xo+ th)+ hoh Dy f (Xo+ th)+hZ Dy, £ (Xo+ th)
Sin=>1,entonces f esde clase c® y tenemos que D,; f =Dy, f. Luego,

F"(t)= W Dy f (Xo+ th) + 2h, hDys f(xo+ th) + b3 Dys f (Xe+ th)

Similarmente, si n > 2, entonces f es de clase c® y
F"(t)= 1 Dyif(xo+th)+3 Dy f(Xo+th)+3hy 13 Dyss f(Xe+ th)+ 15 Danof (Xo+th)

En general, parai=1, 2, 3, ..., n +1, tenemos

k
FO ()= ZU] W~ hiDf D} £ (%, + th), 2)

- i
i=1

k |
donde [ j=—'_ es el coeficiente del binomio de Newton.
1

il(k—i)!

La forma de la igualdad (2) nos sugiere que esta igualdad puede expresarse,
usando el formulismo del binomio de Newton, de la forma siguiente

F® (t)= [hD, +h,D, [ (x, + th) 3)

En particular, para t = 0, tenemos:
k
F (O): [thl +h2D2] f(x) 4

Ahora, ya podemos enunciar el teorema de Taylor para funciones de dos variables.

[ TEOREMA 3.22.] Teorema de Taylor para funciones de dos variables.

Sea U c R*abierto y f :U — R una funcion de clase ),

Si Xe=(X,,Y,) €U, entonces, para cualquier X € U tal que X #
Xo ¥ [Xo, X] C U, se cumple que:

f(x)=Z%[(X—XO)Dw(y—VO)DzT flo) +R ()
k=0
donde

R;(nil)!ux_xo)nl #(y=¥,)D, ] f(©). para algin ce(xs, %)
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Demostracién
Sea F:[0, 1] >R F(t)=f(X,+t(X —X,)) = f (X, + th), donde h = x =X,
Como f es de clase C(n ) , F tiene derivadas hasta de ordenn + 1.

De acuerdo a (1):

n
F(1)= Z% Fo (0)+ R, donde (6)
k=0 -
R, =—(n-i1-1)' g+ (c),paraalgincentre 0y 1

Pero, F(1)= f(x) ysi hacemos ¢ =X,+ ch, entonces C esté entre X, y X y, de
acuerdo a (3),

F® (¢)= [hD, +h,D,]f (x, + ch) = [D, +h,D, ] £ (c)
Ahora, reemplazando estos valores en (6) y considerando (4), tenemos
n
1 k
f(x) _kzoﬁ[(x_XO) D, +(Y=Yo)Dy | f(X,) +Ry donde

Rn—ﬁ[(x—xo)Dl +(y=v,)D, " (0).

|OBSERVACION.| A la igualdad (5) dada en el teorema se la llama formula de
Taylor de la funcién f en el punto (X, , Y, ). En esta formula

se distinguen dos partes:

1. El polinomio de Taylor, de orden o de grado n:

Pu(X, y) = Z%[(X—XO)DI +H(¥=¥6) D, ] T (%)
k=0 "

Este polinomio nos proporciona una aproximacion a f(x, y) en la
cercania de X, =(X,,Y,). En el caso de n = 1, la aproximacién es
mediante el plano tangente:

fx,y) =~ f (Xo’ yo)+D1 f (Xo’ yo)(X—XO)+D2f (Xo’ yo)(y_yO)
2. El residuo:
1 n+l
Rn:m[(x_xo)Dl+(y_yo)D2:| f(C)

R, es el error que cometemos cuando aproximamos f(X, y) con P, (X, y)
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[EJEMPLO 1.| Desarrollar la formula de Taylor en X, =
funcion f(x,y)=e"In(1+y)

(0, 0) paran =3 de la

Solucién

Tenemos que:
f (0,0) =0

D, f(xy)=e" 1n(1+y)

L F(xy

) 1+y
D, f(xy)=e"In(l+y)

X
Dy, f (X, Y) =

1+y
X
Dy, f (% y)=- : 2
(1+y)
D f(xy)=e‘In(l+y)
eX
D, f =
112 (X»Y) Ity
eX
Dip, f (X y)= - >
(1+y)
2e*
D, f (%, y)= 3
(1+y)
Dy f(xy)=e"In(1+y)
e)(
D,,f(xy)=
i F(6Y) I+y
eX
Dnf(Xy)=-
2 F (%) (1+y)2
2e*
Do f (X y)= 3
(1+y)
6e*
Dy (%, y)=- 2
(1+y)

Abhora,

D, f (0,0)=0

D, f (0,0)=1

Dy, f(0,0)=0
Dy, f (0,0)=1
D, f (0,0)=-
Dy (0,0)=0
Dy, f (0,0)=1

Dy, f(0,0)=—1

D, f(0,0)=2

Di111f (6,60 ) =% In(l+c,)

Cl

D2 f(c,00) =

1+c,
e’
D f(c1.60) = _(1+c2)2
2e
Diom f(C1,6 )= ———
(1+c,)
6e!
Dy f (61,65 ) =~ 7
(1+c,)

La formula de Taylor en X,= (0, 0) para n=3 es
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3
f(x,y) :Zp[xo1 +yD, ] £(0,0) +Rs,
k=0 °

1 0 1 1 2
f(x, y):a[xDl +yD,|" (0, 0)+[xD; +yD, | (0, 0)+ E[xDl +yD,]” (0, 0)
+ %[XD1 +yD2]3 f(0,0) + Ry
= (0,0) + [ xD; f (0, 0)+yD, f (0, 0)]
T %[xz Dy (0, 0)+2xyDy5 f (0, 0)+y*Dys f (0, 0)]

+ %[x3 Di11 f (0, 0)+3x%yDyy, f (0, 0)+3xy?Dyny (0, 0)+ Y Dyys f (0, O)J

= 0+[x(0)+y(1)] +%[x2 (0)+2xy (1) +y? (-1)]

+ %[ﬂ (0)+3x7y (1)+3xy* (-1)+y’ (2”

f(x Y)=y+xy—%y2+ %xzy—%xyz +2y> + R, donde

1
sz[xDl +yD, 1" f(c1,cy)
1
= Z[X“Dlm f(c1.Cy)+4x°y' Dyy1n F(c1,Cy) +6X7y?Dyos F(c1,)
+4xy° Dy (¢.¢)+ y* Dy f (cr,¢ )]

G
282_4 x*In(1+c,)+ 4 xy— 6 x2y? + 8 Xy — 6 a

1+¢) (1+c, ) (1+c, ) (1+¢,)*

para un cierto punto (G, C; )entre (0,0) y (X, Y)

EJEMPLO 1.| Dadala funcion f(x,y)=+/ X’ +y?

1. Hallar P,(xy), el polinomio de Taylor de segundo grado de fen X, =(2, 1).

2. Utilice Py(X, Y) para aproximar \/ (2.02)3 +(0.97)2
Solucién

1. Tenemos que:

f, )=+ 2°+12 =3
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3%
D f(%y)= ———, D f (2, 1)=2
1 24 X +y? l

D, 1 (xy) = =L

1
D,f(2 1)=—
,—X3+y2 s 2 ( s ) 3
C3xt 4 12xy? 1
Dy f(xy)= —5, Dif(2 1)—5
4(x3+y2)
-3x? 2
Dy f(xy)= ——=F . D,f(2 --=
2(x3+y2)
x° 8
Dzzf(x,y)=—3/2, Dzzf(2’ 1):_
(x3+y2) 27
2 1 K
Pa(x, y) = F[(X_Xo)DlJr(y_yO)Dz] f (%)
k=0 "

=f(2,1) + %[(X—Z)D1+(y—1)D2T f(2,1)

SRS

= .+ [(x-2)D f (2, 1)+(y-1)D, (2, 1)]

1
+

2[(x—2)2 Dy, (2, 1)+2(x=2)(y=1) Do f (2, 1)+(y=1)" Dy T (2, 1)

—3 +{2(x—2)+%(y—l)}r%B(xJ)z +2(—§j(x—2)(y—1)+%(y—1)2}

1 1 2 2 4 2
=3+2(X=2)+ =(y-1)+ —=(x=2) —=(x=2)(y-1)+ —(y-1
(x=2)+ 3(y=1)+ =(x=2)' =5 (x=2)(y =)+ 55(y-1)
Esto es,

1 1 2 2 4 2
Pak,y) =3 +2(X=2)+ ~(y—1)+ ~(x=2)2 =2 (x=2)(y~1) + = (y~1
206Y)=3+2(x=2)+ Z(y=1)+ =(x=2) =5 (x=2)(y =) + - (y-1)
2. Para(x,y)=(2.02,0.97) yX,=(2,1),tenemos x—2=0.02, y-1=-0.03 vy
P,(2.02, 0.97)=3+2(0.02) +§(—0.03) +é(0.02)2 —%(0.02)(—0.03)+%(—0.03)2
= 3.0304
Luego,

J (2.02) +(0.97)* = P,(2.02,0.97) = 3.0304

373
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PROBLEMAS RESUELTOS 3.9

|[PROBLEMA 1.| Usando el teorema de Taylor, probar el criterio de las
segundas derivadas parciales para extremos locales (teorema
3.19), que dice asi:

Sea z= f(x,y) de clase C(2) en un disco abierto con

centro en un punto critico (a,b) ,y sea
2
A =A@, b)= fy (ab)fy (ab)-(fy(ab))
a. SiAa, b)>0 y fy(ab) >0, entonces f tiene un minimo

local en(a,b) .

b. Si A(a, b) >0y fy(ab) <0, entonces f tiene un méaximo

local en(a,b).
c. Si A(a, b)<0, entonces f tiene un punto silla en (a,b).

d. Si A(a, b) =0, no se tiene ninguna conclusion.
Solucién

Como z=f(x,y)esde c®=cl+ 1),p0demos aplicar el teorema de Taylor con
n=1, X,=(a,b), h=(h,k) y x=%X,+h=(a+h,b+Kk):
06 y) = F (%0 Yo ) + B F (%Yo ) (X=X )+ Do f (%0, % ) (Y= ¥o)

fa+h,b+k) =T (ab)+hf (ab)+ kf, (a,b)+ Ry, donde (1)

1
Rl :E|:h2 fXX (Cl N C2 )+ 2hkny (Cl, C2 )"r k2 fyy (Cl N C2 ):|
Por ser (a, b) un punto critico de f, tenemos que f, (a,b)= f, (a,b)=0. Luego, a

(1) lo podemos escribir asi:

1
fa+h, btk f (a,b)=5[h2 fio (1562 )+ 20KEyy (€1,62) +K7 Fyy (61,62) | @)
) 2
Sea Q(a,b)= E[h fio (8,D) + 2hkfy (a,b) + K™ fy (a,b) .
Como fyy, fy y fyy son continuas, para valores pequefios de h y k,
1
Q(ab) ~R, :E[hz Fc (C1,C2 )+ 2hkfy (¢, )+ K2y (€, )}
Luego, de (2), obtenemos que:

fla+h,b+k) - f (a,b)~ Q(ab) 3)
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La determinacion de un extremo relativo de f(x, y) en (a, b) depende del signo
def@+h,b+k)-f (a, b). Pero este signo, de acuerdo a la expresion anterior, es

igual al signo de Q(a,b).

Pero, multiplicando y dividiendo entre f, (a, b) y completando cuadrados,

_ 1 2¢2 2
Q(ab) = - » (a,b)[h fi (8,0)+ 2Nkl fy (2,0) + K i fyy (a,) ]
[(hfxx (ab)+Kfyy (a,b))" +K? (fux (a.b) fyy (a.0) T (a,b))}
= =
2f, (a,b)
2
~ (Mf (a,b) +kfyy (a,b))” +k?A(a,b)
Q(ab) = 2f, (a.b)
Ahora,

a. SiA(a,b)>0y fy(ab) >0, entonces Q(a,b) >0 yde(3),
f@+h,b+k)>f(a,b) = f(a,b) esun minimo local.

b. SiA(a,b)>0 y fy(a,b) <0, entonces Q(a,b) <0 yde (3),
fa+h,b+k)y<f (a, b) = f(a,b) es un maximo local.

c. Si A(a, b) <0, entonces existen h y k para los cuales Q(a,b) > (), y existen h

y k para los cuales Q(a,b) <0 = (a, b, f (a,b)) es un punto silla.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.9

1. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0, 0) de la funcion
f(x,y)=e"cosy

Lo 1L o 13 1 9
Rpta. P (X, y)=14+x+ —=X* ==y~ + =X~ —=X
pta. Ps(x,y) SX oY X oy

. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0, 0) de la funciéon
2
f(xy)=e"Y

N

3

Rpta. Py (x,y)=1+x+ %xz +y2+%x +xy?

3. Hallar la férmula de Taylor de la funcion f (x,y)= x* +xy? —2y? en el punto
(0,0) yparan=2

Rpta. x* +xy? —2y?=-2y* +R,, donde R,=4c,x’+ xy’
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4. Hallar la formula de Taylor de la funcion f (x,y)= x* +x%y? +y> en el punto
(-1,1) yparan=2
Rpta. x* +x2y? + y> = 3 —(x+1)+5(y—1)+ 7(x+1)* —4(x+1) (y-1)+4(y-1)’ + R,
donde R,=—4c,(x+1)* + 2C,(x+1)* (y=1)+ 2¢,(x+1)(y—1)* + (y—1)’
sen X

5. Hallar la formula de Taylor de la funcion f (x,y)= en el punto (%, lj

yparan=2
Rpta. 38X — 1+ y—1) —%(X—;r/2)+(y— 12+ R,, donde
C C
Ry =~ L 98C (y7yap+ LA (o) (yo
Cy 2 ¢

2 seng

+C—3(x—7z/2)(y—l) C—4(y—1)3




4

INTEGRALES MULTIPLES

GUIDO FUBINI
(1879-1943)

4.1 INTEGRALES DOBLES SOBRE RECTANGULOS

4.2 INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES
GENERALES

4.3 VOLUMEN Y AREA CON INTEGRALES DOBLES

4.4 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS
POLARES

4.5 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES
4.6 AREA DE UNA SUPERFICIE
4.7 INTEGRALES TRIPLES

4.8 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS
CILINDRICAS Y ESFERICAS

4.9 CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES
MULTIPLES



378 Cap. 4 Integrales Mdltiples

GUIDO FUBINI
(1879-1943)

GUIDO FUBINI, nacié en Venecia, Italia, el 19 de enero de 1879. Tenia el
sobrenombre “El Pequefio Gigante”, por su talla pequefia, su gran mente y gran
personalidad. Su padre fue un profesor de matematicas en Venecia. Ejercid gran
influencia en la formacidn educativa de su hijo, quien mostré, desde temprana edad,
ser un brillante matematico.

En 1896 Fubini ingres6 a la Escuela Normal superior de Pisa, donde fue
estudiante de dos matematicos italianos sobresalientes, Ulisse Dini (1845-1918)
y Luigi Bianchi (1856-1928). Este Ultimo condujo a Fubini a la
geometria diferencial, campo en que desarrolla su tesis doctoral, Paralelismo de
Clifford en Espacios Elipticos. Mas tarde abord6, con mucho éxito, otros
campos como funciones armonicas, andlisis complejo, ecuaciones
diferenciales, ecuaciones integrales, teoria de grupos, geometria no
euclidiana, calculo de variaciones. Durante la Primera Guerra Mundial su
trabajo se orientd a asistir al ejército italiano en las areas aplicadas a la
precision de la artilleria, la acustica y los circuitos eléctricos.

En 1901, Fubini entr6 como profesor en la Universidad de Catania, en Cecilia.
De aqui se mudé a la Universidad de Génova. En 1908, pasé a Turin donde
permanecio tres décadas como profesor del Politécnico y de la Universidad de
Turin.

Se dice que Fubini fue una de las mentes mas brillantes de la primera mitad del
siglo XX. En el mundo del calculo integral él es muy conocido, por el teorema que
lleva su nombre, el cual nos permite calcular integrales dobles mediante integrales
iteradas.

Guido Fubini fue judio. En 1938, obligado por la politica fascista de Mussolini,
renuncié a su posicion en la universidad de Turin. En 1939, aceptando una
invitacion de Albert Eistein. emigra a Estados Unidos a trabajar en el Instituto para
estudios Avanzados de Princeton. Aqui trabajo los 5 Gltimos afios de su vida. Muere
en Nueva York en 1943.
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SECCION 4.1

INTEGRALES DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Este capitulo estd dedicado al estudio de las integrales miltiples, que son las
integrales de funciones de dos, tres o mas variables Estas integrales ampliaran las
aplicaciones de la integral de funciones de una variable. La mas simple de las
integrales multiples es la integral doble sobre rectangulos.

Consideremos el siguiente rectangulo en el plano XY

R=[a,b]x[c,d]={ (x,y)/a<x<h, c<y<d}
Dada una funcién real f : R - R, buscamos definir la integral J‘J‘ f(x,y)dA.

Procedemos en forma similar al caso de una variable. Tomamos una particion de
[a, b] formada por m subintervalos [X; 1, X; ] y una particion de [c, d] formada por n
subintervalos [Y; -, ¥;]. Con estas dos particiones construimos la siguiente particion
del rectangulo R,

p:{ Rl: R23R3’ .o '9RN }9
formado por los siguientes N = mn subrectangulos de la forma

[Xi—b Xl] x [yJ -1 yJ]

a los que numeramos en algun orden.

Definimos la norma de esta particion 2 4= Yaq 7
como el numero
|| r || = La maxima longitud de las - 7
diagonales de los subrectangulos
. =Yy
En cada uno de estos subrectangulos Ry
] — —— X
tomamos un punto cualquiera (X:, y:) . a=x, b=x,
El area de este subrectangulo es AAy = AXy x Ayy.
N
Con estos elementos formamos la suma de Riemann Z f (X, Vi ) AA
k=1

DEFINICION. | Dada la funciéon f : R — R. Se llama integral doble de f sobre el

rectangulo R al numero

jjf(x y)dA = Lhm Zf(xka Yi ) AA

enel supuesto de que el limite exista, en cuyo caso se dice que la
funcién f es integrable sobre R.
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Se prueba que si f: R — R es continua, entonces f es integrable sobre R. Aunque

hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoria de ejemplos que
aqui veremos caen dentro del caso continuo.

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES

El siguiente teorema nos dice que las propiedades importantes de la integral doble
son las mismas que las de las integrales simples. La demostracion de esta
proposicion sigue facilmente de las propiedades de las sumas de Riemann y los
limites, por esta razon, esta tarea la dejamos como ejercicio para el lector.

| TEOREMA 4.1 | Propiedades de las integrales dobles.

Sean f(X,y)y g(x, y) dos funciones integrales sobre el rectangulo
R y sean a y b dos constantes.

1. Propiedad de linealidad

Ij[af(x, y)+bg(x,y)]dA = aJ] f(x,y)dA + b”.g(x, y)dA
R R

R
2. Propiedad dominante

fx,y) > g(x,y) = Hf(x, y)dA > I I g(x,y)dA
R R

3. Propiedad de subdivision del dominio

Si R es uniéon de los dos subrectangulos R; y R, que no se
sobreponen, entonces

J‘J‘f(x, y)dA = J‘J‘ f(x,y)dA + J.J. f(x,y)dA
R R Ra

VOLUMEN Y LA INTEGRAL DOBLE

Asi como la integral de una variable esta relacionada con el area, veremos a
continuacion que la integral doble esta relacionada con el volumen.

Supongamos que la funciéon f: R - R es no

negativa. Esto es, f(X, ¥) > 0 en todo punto del
rectangulo R.

En este caso, f(X, Yx ) AA es el volumen
del paralelepipedo (la caja) de base el
rectangulo Ry y altura f (X, ¢ ). La suma de
Riemann
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N
DX Vi) AA
k=1

nos proporciona una aproximaciéon del volumen V z
del sélido bajo la superficie z = f(x, y) y sobre el
rectangulo R. Si f es integrable, un refinamiento de

la particion 2, formada por subrectangulos de
menor norma, nos dara una mejor aproximacion.

Tomando limites obtendremos:

N
= Hm D%, Ve ) AA =”f(x,y)dA
a k=1
R

INTEGRALES ITERADAS

La tarea de calcular una integral doble mediante la definicion es complicada. Para
salvar esta dificultad contamos con el método llamado de integracién iterada o
integracion repetida. Supongamos que f(X, y) esta definida y es continua en el
rectangulo R=[a, b ] x [c, d]. Consideramos la integral simple

d
I f(x,y)dy,

c

que llamaremos integral parcial de f(X, y) respecto a y en el intervalo [C, d]
manteniendo a la variable X constante. El resultado es una funciéon de X en el
intervalo [a, b],
o d
Foo= |  f(xy)dy,
Joc
Integrando esta funcion F(X) en el intervalo [a, b] obtenemos la integral iterada:

b bl @ d
J‘ F(x)dx :J‘ f(x,y)dy |dx 8))

a al|e C

Similarmente, integrando f(X, y) respecto a X en [a, b] manteniendo a y constante,
y luego integrando el resultado respecto a Yy en [C, d], obtenemos la integral iterada

d b
J- J‘ f(x,y)dx |dy Q)
C a

Para calcular una integral iterada se procede de adentro hacia fuera. Esto es, en
primer lugar se halla la integral que esta dentro del corchete, y luego se halla la
integral exterior.
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Con animo de simplificar, en lo sucesivo en las integrales (1) y (2) omitiremos
los corchetes, del modo siguiente:

b d d eb
J. J. F(x, y)dy dx, J. I F(x, y)dx dy
a c c v a

Con este caso, el orden dy dx 6 dx dy indican cual integracion se lleva a cabo
primero.

EJEMPLO 1.| Hallar:

2 3 3 2
1. J I (4xy +3y?)dy dx 2. j j (4xy +3y*)dx dy
1 0 0 1

Solucion
3

I J. (4xy +3y?)dy dxj {4xy72 + 3%3}de
2
= 2 37 2 3
Il[2xy +y ] dx= Il([zx(3) + 3 [-[2x0 + 0 J)ax

—I2[18x+27]d =[x’ +27x} = [36+54] - [9+27]=54

2

3 2 3 2
2. J J (4xy +3y?)dx dy = J. 4X—y + 3y*x | dy
0d 1 ol 2 |

_I 3[2x2y + 3y2x]?dy—'f 3([83/ + 6y* -2y + 3y |)ay

=J 3(6y + 3y )dy = [3y +y} = [27+27]- [0+0]=

Vemos que ambas integrales dan el mismo resultado. Esto, como veremos a
continuacion, no es casualidad.

El siguiente teorema, demostrado por Guido Fubini en 1.907, nos dice que una
integral doble se puede calcular mediante integrales iteradas.

| TEOREMA 4.2 | Teorema de Fubini para rectagulos

Si f(x, y) es continua en el rectangulo R = [a, [c, d], entonces

b]
J.J.f(x y)dA = J‘ J f(x,y)dy dx = j J f(x, y)dx dy
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Demostracion

La demostracion de este teorema esta fuera del nivel de este texto. Sin embargo,
en el problema resuelto 6, presentamos la prueba para el caso particular f(X, y) > 0.

EJEMPLO 2.| Evaluar la integral .[.[6Xy2dA ,

R
donde R es el rectangulo [-2, 1] x[-1, 3].
Solucién

De acuerdo al teorema de Fubini, para evaluar esta integral doble, podemos tomar
una de las dos integrales iteradas:

1 3 3 1
j J 6xy*dy dx o I j 6xy>dx dy
-2 -1 -1 -2

Escogemos la segunda:

Jj6xy2dA—I_jI _126xy2dx dy—J._3[3x2yZI2 dy—J 3([3y2]—[12y2])dy

1 -1

_ J_3(_9y2)dy: [—3y3l31 =_81-3=-84

1

EJEMPLO 3.| Hallar el volumen del s6lido acotado por arriba por el paraboloide

z=x>+Yy’ y por abajo por el rectangulo R =[-2, 1] x [-2, 2].
Solucion
20 1
V=J‘J‘(x2+y2)dA=J’ I (x2+y2)dxdy
s 24d 2

2

= Iz[x3/3 +y2x]_l2 dy—'[ [3 +3y2]dy

2 -2

_ [3y+y3]_22= [6 + 8] [-6 — 8] =28
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.1

| PROBLEMA 1. | El orden de integracion es importante.
Evaluar IJX cos (xy)dA, donde R=10, n] x [1, 2]
R

Solucion

El teorema de Fubini nos da dos alternativas:

2 V4
1. 'Hx cos (xy)dA = J. I [ X cos (xy) dx] dy 6
1 0
R

T 2
2. .UAx cos (xy)dA = J I [ X cos (xy) dy] dx
0 1
R

El grado de dificultad, en ambos casos, no es el mismo. En efecto, en el primer
caso requiere integracion por partes. Aqui, evaluamos la segunda integral y en el
problema resuelto 2 evaluamos la primera. Comparar las dificultades.

T 2 V4 2
2. jjx cos (xy)dA = I [ cos xy dy] dx =j [sen Xy ]1 dx
1
R

J 0 0

e T

=] [sen2x— senx Jdx= {—%cos 2X + cos X}
Jo

Vi

0

= —%cos 27 +cos 7Z':| —[—%COSO + cosO}

{4

2 V4
|[PROBLEMA 2.| Evaluar I I [x cos xy dx] dy
1 0

Solucion

Procedemos a integrar por partes:

Sea u=x y dv=cosxydx. Luego, du=dx, v= son Xy

J X cos Xy dx= [M} —J. de
0 y 0 0 y
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_ msenry +L2[ Cosny”: msenzy cosziry _LZ
y y 0 y y y
Esto es,
J' X cos Xy dx Tsenzy coszﬂ'y _iz
0 y y y

Integrando respecto a y la expresion anterior:

2 n 2 2 2
I '[ [X cos xy dx] dy='[ dej‘ Coszﬂy dy—f dey )
1do Y Yy 1y

Calculemos la tltima integral:
2 172
J‘ —Zdy={——} =—-—+ 1= ?2)
1y Y1

2
Calculemos J. zsenzy dy . Lo hacemos ntegrando por partes.
1

N | =
N | =

Sea u= 1 y dv=rzsen rydy. Luego, du:—ﬂ, V=—cos Y.

2 2 2
7 sen 7y cos y cos Yy
Il y y 1 Ly

2
cos 2w cos CcoS 7
= + - j Y4
1

2 1 y2
1 % cos 7 3 *cos
:———I—J‘ ydy=———J‘ ydy
2 oy 2 oy
Esto es,
® 7 sen Ty ? cos Ty 3
I —dy=—j dy - > 3)
1 y 1y 2

Finalmente, reemplazando (2) y (3)en (1), obtenemos:

r 2coszz'y 3 ? cos Ty 1
X cos Xy dx dy——J‘ dy——+J. dy — — =-2
.[1-[0[ ] Ly 2 Ly 2

1 1
[PROBLEMA 3.| Evaluar I I — Y dydx
0J0 3xtiy? 41

Solucion
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Lol 1 1
Xy X 2, 2 4\ Y2
—dydx—j - j X“+y +1 (2ydy) |dx
Iojo /X2+y2+1 02{0( )

15 s s 1/2}1 :J‘ 1[ 2 W2 1/2}
IO 2{2(x +y +1) dx . x(x +2) x(x +1) dx

0

1

_ % I 01(X2 +2)" (2xd) - %J. (2 +1)" (2xdw

0

[(x2 +1)3/2}l

% [23/2 _13/2] _ % [33/2 _2(23/2)+1]

[PROBLEMA 4.] a. Si f escontinuaenR=[a, b] x[c,d] y f(X,y)=g0()h(y),
entonces

b d
Hf(x, y)dA=”g(X)h(y)dA=U g(X)dX} “ h(y)dy}
R R a C

In
b. Evaluar Ij n—ydA, Res el rectangulo 1 <x<e’ 1<y<e
Xy
R

Solucion

Aplicando el teorema de Fubini tenemos:

d b d b
J J f(x, y)dA=j J geoh(y) dxdy=j “ gh(y) dX}dy
3 C a C a

d b
= j [h(y)j g(x) dx] dy, h(y) no depende de x.

b d b
= I g(x) dx j h(y)dy, j g(x) dx es una constante
C

a a

b. Aplicando el resultado de la parte a:
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1o [ 1 |

:[ lnx]jz “‘1 (1/2))/1nydy}

387

|PROBLEMA 5.| a. Probar que I j dxdy =

1
(x+ y)3 2

b. Probar que I J y—X3 dydx __!
0o Jo (x+y) 2

c. (Por qué los resultados distintos obtenidos en a) y b) no
contradicen el teorema de Fubini?

Solucion

a. Sea U=X +Y, donde consideramos a y como constante. Luego,

du=dx, x=u-y.

i e e o foo

—ZyI u~du — I u?du= 2y——u—:— 2+L
-1 (x+y)” Xty

En consecuencia,

J.l y—X dX—l:— y N 1 ]I_I:_ y . 1 ]_|:_L+l:|
o(x+y)3 (x+y)2 X+y o (1+y)2 I+y yr oy

1
-t — M
(1+y)” 1+y
Pero, descomponiendo en fracciones parciales,
1 1
- @)

(1+y)”  (1+y)” 1+y
Reemplazando (2) en (1):
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y—X 1 1 1 1
J yox = 2 * - 2
o (x+y) (1+y)” I+y| 1+y  (1+y)
En consecuencia,

1 1 1 1
I I y—x3 dxdy—I ! ~ dy = {—L} L
0o Jdo (x+y) o (1+y) l+y 2 2

0

b. Procedemos en forma analoga al caso anterior:
Sea u=X+ Y, donde consideramos a X como constante. Luego,

du=dy, y=u-x y

I( y—x)3 dy = deu— J'u—32x du= J‘uzdu—ZXJ‘u3du
X+y u u

1 X
=_ +

X+Yy (x+y)2

Luego.
1
1y—x 1 X 1 X I X
sy =) - + 2| T|T * o B Ry
o (x+y) XY (x+y) |, | XL (x+1) X X

1 X 1 1 1 1
= _ + > == + | = > + = _ 5
X+1 - (x+1) X+1 (x+1)" X+l (x+1)
En consecuencia,

rloy—x b 171 |
I J‘ y 3dydx=I ——2dx=[_} =_ _1=—=
0 Jdo (x+y) o (x+1) x+1], 2 2

. —-X .
c. La funcion f(x, y) = ( y )3 no es continua en el punto (0, 0) y, por tanto, las
X+y

hipotesis del teorema de Fubini no se cumplen.

|[PROBLEMA 6.| Probar ¢l Teorema de Fubini para el siguiente caso particular:

Si f escontinuay f(x,y)>0en R=[a, b]x[c, d] entonces

J:[ f(x,y)dA = j:j Cd f(x,y)dy dx= Ld‘[: f(x, y)dx dy
R

Demostracion
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Como f(x, y) = 0, ‘U f(x,y)dA es igual a 'V, el
R

volumen del solido bajo la superficie z =f(X, y) y
sobre el rectangulo R. Esto es,

V= J] f(x,y)dA 4))
R

Por otro lado, cortamos al s6lido en forma
pendicular al eje Y.

Si A(y) es el area de la seccion de corte a la altura de punto Yy, entonces

b
Awr:j f(x, y)dx 2
a
Pero, de acuerdo al método de las rebanadas (seccion 4.1 de nuestro texto de
Calculo Integral), el volumen del sélido es
d

V—I A(y)dy 3

c

Reemplazando (2) en (3):

d b
V—J {I f(x, y)dx}dy “)

De (1) y (4) obtenemos:

d[ o b
Ij f(x,y)dA = J- J- f(x, y)dx} dy
R C L a

En forma analoga se obtiene la otra igualdad:

bed
II f(x,y)dA = I f(x, y)dy dx
R ae C

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

En los problemas del 1 al 10, evaluar la integral iterada dada.

3 1 V4 1
1. I I (x2 +xy+y? )dxdy Rpta.20 2. I X cosy dxdy Rpta 0
0 -1 0 0
2

In3 In2 3 1 16
3. I I e**Ydydx Rpta 2 4, I I ——— dydx Rpta In—
0 0 241 (X+ y) 15
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1 1
j I (—+—j dxdy Rpta In4 6. J‘ J‘ X - dydx Rpta 1-In2
x+1 y+1 0do (Xy+1)

In2 1
7. J [ﬁ+—j dydx Rpta 2o s, '[ '[ xye¥dydx  Rpta 1=In2
JiJdi\y X 2 0 0 2

e /2
9. I e* "5 cos y dxdy Rpta (e"—1)e—1)
J o 0

o1 1
10. J —__ dydx Rpta ~1n 2.
J o X +Yy +1 4 16

En los problemas del 11 al 18, evaluar la integral doble dada.

11. J‘J‘(x+ y)e*”VdA R =10, 1]x[0, 2] Rpta. (e — 1) (e’ +e+2)
1 J‘J‘ axye” Y dA R=1[0, 1]x[0,/2 ] Rpta. (e +1) (e — 1)’
13. || (xy)cos x*dA R=[0,+ z/2]x[0,1] Rpta %
R
14. (x2 +2XY + y\/_x)dA R =0, 1]x[0, 1] Rpta %
'r?
15. 2xy dA R=1[0, 1]x[1, 3] Rpta 41n2
JJ x> +1
R
16. || sen(x+y)dA R = [0, w/A4]x[0, 7/2] Rpta 1
R
3(7-6
17. ”x cos(x+y)dA R = [0, 7/6]x[0, 7/3] Rpta %+ %
R
xye®’ 1
18. ” X _dn  R=[0, VIn2]x[0, 1] Rpta —In2
l+y 4
R

19. Hallar el volumen del solido situado debajo del paraboloide eliptico z = 4x* + y*
y sobre el rectangulo R = [0, 2]x[0, 3] Rpta 50

20. Hallar el volumen del sélido situado debajo de superficie z = 4x* + 3%y y
sobre el rectangulo R =1, 2]x[0, 4] Rpta 116
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21. Hallar el volumen del solido situado debajo de superficie z= / Xy y sobre el

rectangulo R = [0, 1]x[0, 9] Rpta 12
22. Hallar el volumen del solido situado debajo de superficie z=XIn (xy) y sobre
el rectangulo R =11, 2]x[1, €] Rpta (e-1)2In2 — %(e—S)
23. Hallar el volumen del solido situado debajo de superficie z = In X y sobre el
rectangulo R =1, e]x[1, 2] Rpta In2

24. Hallar el volumen del soélido situado debajo de superficie z = yi/ X+ y? y

sobre el rectangulo R = [0, 1]x[0, 1] Rpta %(2\/3 - 1)

25. Hallar el volumen del soélido situado en el primer octante encerrado por el
cilindro z=16 — y* y el plano x = 3. Rpta 128

26. Sea el rectangulo R = [X, Yi]x[ X2, ¥2], donde X; <X, v y; <V,. Sea f una
funcion con dominio Ry que tiene sus segundas derivadas continuas. Probar:

o f
J j dA = 10x1, Y1) — F0, Y1) + 0%, ¥2) — £, ¥)
R

OyOox
Sugerencia: Usar el Segundo Teorema Fundamental del Calculo.

27. Sif(x,y) es continua en el rectangulo R = [a, b]x[c,d] y

X @y
g(X,Y)=I j f (s, t)dtds

Probar que Oy, = 0y =f(X, y)
Sugerencia: Usar el Primer Teorema Fundamental del Célculo.

SECCION 4.2

INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES
GENERALES

Buscamos extender el concepto de integral doble de una funcién z = f(x, y) a
regiones mas generales que los rectangulos, como son las regiones acotadas. Una
region D del plano XY es acotada si existe un rectangulo R que lo contiene. Esto

es, DCR
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A la funcion f: D - R la extendemos a

todo el rectangulo R, mediante la siguiente
funcion F:R—> R D

f(x,y), si(x,y)eD
0, si(x,y)eR-D X

Fx,y) = {

Diremos que la funciéon f es integrable sobre D si F es integrable sobre R y que
la integral de f sobre D esta dada por la integral de F sobre R. Esto es,

ij(x, y)dA = J‘J‘F(X’ y)dA
D R

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES

Las siguientes propiedades de las integrales dobles sobre regiones D acotadas
generalizan las propiedades de las integrales sobre rectangulos, dado en teorema 4.1.
Las demostraciones siguen inmediatamente de este teorema 4.1.

TEOREMA 4.3 | Propiedades de las integrales dobles.

Sean f(x,y)y g(X,y) dos funciones integrables sobre la region D
ysean a y b dos constantes.

1. Propiedad de linealidad

Ij[a f(x,y)+bg(x, y)]dA—aIIf(x, y)dA + b”.g(x, y)dA
D R R

2. Propiedad dominante

fx,y) > g9(x,y) = j j f(x,y)dA > Ijg(x, y)dA
D D

3. Propiedad de subdivision del dominio

Si D =D, U D,, donde las regiones D, y

D, no se intersecan excepto quizas en sus D,
fronteras, entonces

II f(x,y)dA = J.J. f(x,y)dA + J.J. f(x,y)dA
D Dy D2

Nuestro interés se concentrara en dos tipos de regiones. Si f es continua en una
region D, que es de estos dos tipos, se prueba en cursos mas avanzados que f es
integrable en D.
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REGION DE TIPO 1

Una region D es de tipo I o es verticalmente
simple si existen dos funciones continuas

01, 92:[a b] > R tales que
D={(xY)/ gi()<y<gXx), a<x<b }

REGION DE TIPO II

Una region D es de tipo II o es horizontalmente
simple si existen dos funciones continuas

hy, hy: [c,d] - R tales que

D={(x,y)/hl(y)SXShz(y),CSysd}

393
Y y:gz(X)
D
1
I 1
L1 YFak,
a x b X
Y
d |F--
X¥ hl(y) X = hz(y)
yr---
Clem ==
— X

El siguiente teorema nos permite calcular las integrales sobre esta clase de
regiones. La demostracion la omitimos, por estar fuera de nuestro alcance.

| TEOREMA 4.4 | Teorema de Fubini para regiones de tipo I y II

1. SiDesdetipol y f es continua en D, entonces

f(x, y)dA=

L

5 Ja -gl(X)

"] o b-gz(X)

f(x, y)dydx

2. SiDesdetipoll y f escontinua en D, entonces

f(x, y)dA=

6 Jc o hl(y)

e P 'd‘hz(y)

f(x, y)dxdy

EJEMPLO 1.| Evaluar .”.4di , donde D es la region encerrada por la pardbola

D
y=x" y larecta y=x+2
Solucion

Hallemos los puntos de interseccion de las curvas:

y:X2 2 ,
> X —-X-2=0=>x=-1 06 x=2
y=X+2

Las curvas se intersecan en los puntos (—1,1) y (2,4) h

Laregion D esta dada por

D={(xy)/ ¥*<y<x+2, -1<x<2},

la cual es una region de tipo 1.

YA

y=X+2

O} [ ——
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Luego, de acuerdo a la parte | del teorema anterior,

e 2 X+2 2 42
-”‘4di = I 4 xdydx =I [4xy ] , Ox
s J1d$? -1 X

e 2 2

- [4x(x+2)—4x(x2) ]dx—j [—4x3 + 4x* + SX] dx

J -1

-1
r 2
ety 4x2} =9

3 -1

Algunas regiones poseen la propiedad de ser tanto de tipo I como de tipo II.
Cualquier integral sobre estas regiones puede resolverse de las dos maneras que
indica el teorema anterior. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situacion.

EJEMPLO 2.| Sea D la region encerrada por la parabolay = x* y la recta y = 2x.

Evaluar la siguiente integral '[I3xy2dA de dos maneras:
D

1. Considerando a D como una region de tipo L.

2. Considerando a D como una region de tipo II.
Solucion

Hallemos los puntos de interseccion de las curvas:

2

V=X o x> - 2%=0 = x=0 6 x=2
y =2X

Las curvas se intersecan en los puntos (0,0) y (2, 4)

1. Laregion D esta dada por

D={(xy)/ ¥*<y<2x,0<x<2},
la cual es una region de tipo 1.

Luego, de acuerdo a la parte 1 del teorema
anterior,

2 2x 2 2%
Jj3xy2dA —J I 3xy*dydx = J. [xyﬂ , dx
0 x 0 X

D
:J 2[x(2x)3—x(x2)3]dx

0

2 8 1 2
= [8x4—x7]dx: |:—X5——X8:|
57780,

0
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256 4, %
5

2. Despejando X en la parabola y en la recta tenemos:

—Jy. x=

Laregion D esta dada por

D= {(x y)/ = <x<\/_ 0<y<4}

la cual es tipo II.

N <

Luego, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior

o 4 \/7 4 3 \/7
J'I3xy2dA— J- 3xy2dxdy—J' {Exzyz} dy
J 0
D

y/2 0 y2

: :B(ﬁ)z y? —%(%)2 yz}dy= j 4[%y3 —%y“}dy

0

EJEMPLO 3. | Sea D la region encerrada por las graficas de y = +/ 2X,

y= 2+ X—4, y=0. Evaluar J.J. Xy dA de dos maneras:

1. usando la parte 1 del teorema de Fubini.

2. usando la parte 2 del teorema de Fubini
Solucién

1. Laregion D no es del tipo I. Sin embargo, a D lo podemos expresar como la
unioén de dos regiones, D, y D,, de tipo I. En términos mas precisos, tenemos
que:

D:D1UD2
donde
Y 3,4
Di={(xy)/0< y<2x,0<x<4} y=2x ’
1 D,
D,={(x,y)/2Vx-4 < y<2x, 4<x<8} ;
y=2Vx-4
Luego, D, |

0 4 s X
‘”xy dA= J‘J.xy dA + J.J.xy dA
D Dy Dy
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4 @ 8 oV 2x
= I .[ Xy dydx + I I Xy dydx
00 4d 2x-4

o 4 2 m 8 2 m
{xy—} dx + I {xy—} dx
v o 2 0 4 2 2/x -4

e 4 8

- [XZ_o]derj [xz—x(z(x-4))]dx

J 0 4

o 4 8 X3 4 X3 8
= x2dx + [—x2+ 8x]dx = 2| +|-2—+4x*| =64
3 3

J 0 4

2. Laregion D es de tipo II.

En las ecuaciones que definen la region D despejamos X en funcion de y:

y=~v2x = X=y7, y=2x-4=x= L + 4
Luego,
y? y?
D={(X,y)/—SXST+4,0$yg4} y
4 0y2iat 4
[loo=] [, wow
0 y%2 ,
%
ire y2i4+ 4 &
:I Ty dy 5
0 V22 .
4
-1 4[—iy5+2y3+16y}dy ' 5oX
2J L 16

4
11 6 1 4 2
= —|——Y +—Vy +8 =64
2{ 32y Zy yL

EJEMPLO 4.] Evaluar ” ‘ y—x2 ‘ dA, D es el rectangulo D = [-1, 1]x[~1, 1]
D

Solucion
En primer lugar, busquemos dividir el rectangulo D como unién de regiones en las

cuales la funcion f(x, y) = ‘ y—x? ‘ se exprese sin el valor absoluto. Bien,
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‘y X2 ‘7 y—x*, si y=x*>0 7 y—x2, si y=x?
x*—y, si y—x*<0 X2 -y, siy<x®

Este resultado nos permite definir las dos siguientes subregiones de D de tipo 1.

Di={xyeD/y>x}, D,={(xy)eD/y<xX}. D=D,UD,
Abhora,

[[ ls=slon= fise)on [[oevpan ]

el ) e X ) Y
JLL g [T o

1¢ X

1

_ 2
17 2 1 27X D,
=J- y——xzy} dx+J‘ {xzy—y—} dx
a1l 2 2 1 2 4 -1
1 4 1 4
=I (l—xzj— Xy dx+J- xt - X —(—xz —lj dx
4\2 2 L 2 2

INVETIR EL ORDEN DE INTEGRACION

Algunas veces, para facilitar los calculos, es conveniente invertir el orden de
integracion. [lustramos este proceso en el siguiente ejemplo,

2 0l
2
EJEMPLO 5. | Evaluar J‘ j e¥" dydx
0 X/2

Solucion

En esta integral nos indican que, en primer lugar, integremos respecto a la variable

2
y. Tenemos dificultad. El integrando €’ no tiene una antiderivada elemental.
Salvamos esta dificultad cambiando el orden de integracion.
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201
2
La integral I J. e¥ dydx nos dice que estamos integrando la funcién
09 x2

2
f(x, y) = €¥ sobre la region Y @
1
D={(xy) /x2<y<l, 0<x<2 }, D o
la cual es considerada como region de tipo I. A esta }
misma region la consideramos como de tipo II: 0 2 X

X
Tenemos que: y = 5 = X =2y, entonces

D:{(X,y)/03x£2y,0§y§1} | @1

N
Luego, D o

2p1 12y °
J j eyzdydx: I J eyzdxdy P X
0 X/ 2 0 0
1 2y 1 1
= I [xeyz} dy = I 2yey2dy= [eyz} =e-1
0 0 0 0

N
vt [ [ an(e ooy
0 y

Solucion

En esta integral, en primer lugar, nos piden integrar respecto a la variable X, pero el
integrando tan (X’) no tiene una antiderivada elemental. Salvamos esta dificultad
cambiando el orden de integracion

Jalh o Jn/4 v
Lai 2 .
a integral J JA tan(x )dxdy nos dice que i E—
0 y x=y
estamos integrando sobre la region
D= {(x,y) JYSX<N 7w/4, 0<y<rx/4 },
0 Vald X
la cual es considerada como region de tipo I1.
A esta misma region la expresamos como de tipo v
L. En efecto: G |-
Tenemos que: X =Yy = Yy =X, entonces y=x
D:{(X,y)/OSySX,OSXS\/ﬂ/4 } To]

Vs X

Luego,
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Vald o ik N
J- j tan(x2 )dxdy = j I tan(x2 ) dydx
0
y 2\1" ¢ Vs 2\
[ Tywate)] xjo tanx? ) dx

= llnsec(xz) mzllnsec Zj—llnﬁ—llnfz
2 2 4) 2 4

PROBLEMAS RESUELTOS 4.2

| PROBLEMA 1. | Evaluar la integral

”( |x|+|y | )dA, donde D={(x,y)/|x|+|y|=<1}
D

Solucion

A laregion D la dividimos en cuatro regiones de tipo I: D; D, D; y D4, que no
se sobrepon y

D:D1UD2U D’;UD4

1. Si x>0, y=>0,tenemos
|x|+|y| <1 = x+y<l=y<1-x 1

DF{(X,y)/ 0< ygl—x,OSXsl}

2. Si x<0, y=0,tenemos
|x|+]y| <1 = —x+y<1=y<I+x

D,= {(X,y)/ 03ysl+x,—l£x<0}

3. Six<0, y<0,tenemos
|x[+]y]<1 = x-y<lI= y>-1-x

D3:{(x,y)/ yz—l—x,—1£x<0}
4. Si x> 0, y <0, tenemos |x|+|y| <1 = X-y<I=>y2>-1+x

Di={(y)/ y=-1+x0<x<1}
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X+y, si(X,y) €D,
—-X+Yy, si(x,y) €D

Por otro lado, f(x,y)=|x |+|y|= Yoy, si(Y) eD2
AT Y ) 3

X—=Y, si(X,y) €D,
Ahora,

[ty yen=[[ixgety yons [y an
[ty yons [ty pos

Jfersastion= ] oo [ o

_ J.Ix(l—x)Jr%(l—x)z—O}dx

Pero,

En forma analoga,

) 0@ 1+x

1
( | x|+ Y| )dA: ] (—x+y)dydx:§
Dy
. p @ 0 p0
1
(|x|+|y| )dA: (—x—y)dydx:g
.D; o -1 -1-x
. p s 1l p 0
1
(|x|+|y| )dA: (x—y)dydx:g
.D: o 0 —1+x

En consecuencia,

I

4 In x
[PROBLEMA 2.| Scala integral,j J f(x, y)dydx
1J0

_rprprr_4
x|+|y|)dA—3+3+3+ 3

1
3

Graficar la region de integracion y cambiar el orden de
integracion.
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Solucion Y
4 @ Inx
La region de integracion de I j f(x, y)dydx In4 [-- g -
1dJo N
es la region %/I}I
D={(xy)/0<y<Inx, 1<x<4}, 0] 1 4 x

la cual es vista como de tipo 1.

Ahora queremos ver a D como de tipo I1.

Como y=Inx< x=e y, tenemos que:

y Ing |====—=— -
D={(x,y)/e?<x<4, 0<y<In4} o
Luego, +//
4 Inx In4 4
_ o 1 4
I I f(x, y)dydx = I I f(x, y)dxdy
1d0 0 ey

[PROBLEMA 3. ] La integral doble sobre la regién D es igual a la suma de dos
integrales iteradas:

1 @3y 4 @ 4-y
'” f(x,y)dA= I j f(x, y)dxdy+I I f(x, y)dxdy
0 0 1 0
D

Bosquejar la region D. Expresar esta doble integral como una
integral iterada con orden de integracion invertido.

Solucion
La region de integracion de la primera integral iterada es Y
D;={ (xy)/ 0<x<3y, 0<y<l1}
La region de integracion de la segunda integral iterada es D, \

Do={(xy)/ 0<x<4-y, 1<y<4} —\
1 .r

Ambas regiones son vistas como del tipo II. Ademas

D= D] U Dz. 0 3 X
Ahora queremos ver a D como una region de tipo L. 4
Tenemos que:

X =3y <:>y:§, X=4-y&& y=4-x,

D={(xy)/ g <y<4-x 0<x<3}
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3 @ 4-X
J] f(x,y)dA = J' J f(x, y)dydx
5 0 x/3

| PROBLEMA 4. | Evaluar la siguiente integral invirtiendo el orden de integracion.

1 cosfly
J' J. sen Xy 1+sen’x dxdy
0d0

Solucién
La region de integracion para la integral Y
X = cos~ly
1 cos_ly 1
I j sen xy 1+sen’x dxdy es AN
040 D
X
D={ (xy)/0<x<cosly, 0<y<1}, 0 /;
T
la cual es vista como de tipo II.
Pero, x=cos'y <y =cosX Y
Ahora, esta misma region, para cambiar el orden y = cos X
integracion, la vemos como de tipo I: 1 ~
D={(xy)/0<y<cosx, 0<x<m2}. D \ X
0 \
Luego, 2

Ccos X

1 cos_ly /2
j j sen xy 1+sen’x dxdy = I J‘ sen xy 1+sen’x dydx
0do 0

0

/2

7/2 3 €os X 3
[y sen Xy 1+sen”x } dx = sen Xcos X v 1+sen“x dx

0 0 0

1 5 \3/2 72 . 2
3 (1 +sen X) (haciendo u = 1 + sen’x)
0

- %[(1“)3/2 —1} i l(2\/_2 - 1)

0 3
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2

En los problemas del 1 al 14 calcular la integral iterada dada.

[

Rpta. 18

9 @ Jx
. I '[ dydx
0 0
a pyaZ-x2 a3
. j j x dydx Rpta. 5

j j mdydx

X
6. J \/i dydx
2Ny

w

N

e X ”2
y sen x dydx Rpta. — -2
0 2
o y2

lsech2 (1] dxdy
y Y y

sen X
10. j j e“**dydx
In8
J. I e*Ydxdy

x|
12. e**Ydydx
2 x|

o -1 -2/x

11.

+ IJ dydx

e 7/2 sen X
13 j !
J 0 0 ﬂ 1- y2

3

o1 y
14. J‘ e*Ydxdy

J 0d 0

o 11
2. j j 2xydxdy  Rpta. ——
-1 y+l1 12

1oy 1-x2 )
4, I I (xy —x)dydx Rpta.—=
0o 1 3

3
a

Rpta. —~
P 6

2

Rpta.%(5—4ﬁ)

/2 1 +sen X 5
8. I I y2cos x dydx Rpta. =
0 0 4

—tanh (1)
Rpta. e — !
e

Rpta. 8In 8 — 14

2
Rptae__g-i-l-i-L
2 6 e 3¢
2
T
Rpta—+1
P 8
e
Rpta ——1
P 2

En los problemas del 15 al 24 evaluar la integral doble dada

15. IjzxzydA,D= {(x,y)/l—XSysﬁ,lsxsz} Rpta.%

D
16. ”3di, D={(xy)/0<x<y4-y>, 2<y<2}
D

Rpta.16
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17. JAJ'(X2 + 2y) dA, Des laregién limitada por y=x>, x=y’

D
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27
Rpta—
P 70

18. J](X+ y)dA, Des el tridngulo de vértices (0, 0), (0,1) y (1,1) Rpta%
D
19. || (x-y)dA, D= <{(X,y)/ Y <x<d-y, Osy} Rpta%ﬁ—z
b
ol X XZ
20. || —2—da, D= {(x,y)/o < ys—,lﬁxsz} Rpta 2In2
JJ 4+ x+y? 4
D
21. || x*y a® - y*dA, D:{(x,y)/x2+yzsa2} Rpta %as
D
2 y2 .y . . _ U3 l
22. x“e¥ dA, D es la region limitada pory =X, y =X Rpta g(e—Z)
D
23. JI |y—x|dA, D=0, 1]x[0, 1] Rpta é
D
24jjly+XMA,D—PL1kPLH RMag
D

En los problemas del 25 al 29, bosquejando la region de integracion, cambie el

orden de integracion.

9 @ VX
25. I J. f (X, y)dydx
040
1 X
26. I I f (X, y)dydx
0d %3

2 \ 4= y2
27. J I f (X, y)dxdy
0 - 4—y2

Rpta

Rpta

3 9

f(x, y)dxdy

y2

J

0

el 3y
Rpta J‘ f (X, y)dxdy
J 0 y

2

4-x
J. f (X, y)dydx
0

o2

-2

5. 16y NETEPSE 4 16-x2
28. J. I f(x, y)dxdy Rptaj J. f(x, y)dydx+f I f (X, y)dydx
040 0 0 Jiido

1 cosfly
29. J. J. f (X, y)dxdy
0d0

/2 Cos X
RptaJ. I f (X, y)dydx
0 0
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En los problemas del 30 al 32, cambiando el orden de integracion, expresar la

suma de las integrales dadas en una sola integral iterada.

1 o 2x 3 @ 3-x 2 @3-y
30. J‘ j f(x, y)dydx + j I f (X, y)dydx Rpta J. J. f (X, y)dxdy
040 1do 0 y/n2

J2 o x 2 oy 4% V2 o 4-y?
31.I j f (x, y)dydx +J J f (x, y)dydx RptaJ. J f(x, y)dxdy
0 0 J2do 0 y

lpy 201 1 e 24X
32. j J f(x, y)dxdy + I j f(x, y)dxdy RptaJ. .[ f (X, y)dydx
0o y4 1o y24 0 x

En los problemas del 33 al 44, evaluar la integral doble dada invirtiendo el

orden de integracién.

dydx

a a
33.I I S
0dx ) y+x?

Va2 pai2
34. I J sen(x*)dxdy
0 y

2 @4
35. j J‘ ysen(x* )dxdy
04 y2

1 1
36. J J x*sec? (y*)dydx
0 x2

o /2 X sen X
37. J- —2dde
J o o 4—sen”y

o1 /2
38. J cosxy 1+cos? x dxdy

J 0 sen_ly

e 1l pl
39. ¥ *dydx
o (0 \/—y

el el

40. yex3 dxdy

J 0y

o 1 @ cos x

4 1. esen y dde

42. sec X dxdy

2

a
1
Rpta —
P 2
1
Rpta Z[I_COS 16)]
Rpta Ltan(l)
12
Rpta l1n3
4
1
Rpta 5(2«/3—1)
1
Rpta —
P 2
Rpta l(e—l)
6

Rpta e —1

Rpta J2-1
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1y 2 @2-y 4
43. I I (< + y?)dxdy +I J' (<% + y?)dxdy Rpta —
0 0 1 0 3

2 X 4 2 4 2
44.'[ J sen(zljdyderJ. '[ sen[zijdydx Rpta (7[: )
1 Jx 2y 2 d Jx 2y Vi

SECCION 4.3

VOLUMEN Y AREA CON INTEGRALES
DOBLES

MAS SOBRE VOLUMEN

Si fescontinua y f(x, y) > 0 sobre una region D, entonces el volumen del
solido bajo la superficie z=1(X, y) y sobre la region D esta dado por

V=jjf(x,y)dA
D

EJEMPLO 1. | Hallar el volumen del sélido en forma de cufla encerrado por el
plano z =, el plano XY 'y el cilindro x* + y* = 4.

Solucién
La region D de la base es un semicirculo encerrado

por la semicircunferencia y = \'4— x* . La superficie
que forma el techo del sélido es el plano z =Y.

Luego,

2 oV a-x2
V:J.J.f(x,y)dA=J- I y dydx
5 24 0




Cap. 4 Integrales Multiples 407

VOLUMEN ENTRE DOS SUPERFICIES

Sean z=1(x,y) y z=9(X,y) dos superficies tales que

g(Xa y) < f(Xa y) z T f(X, y)

Supongamos que tenemos un soélido sobre una region
D del plano XY y es tal que esta limitado por arriba por
la superficie z = f(x, y) y por abajo por la superficie
Z=9(X, Y). El volumen de este solido esta dado por

=I [f(X,y)-9g(x,y)] dA

En efecto, Si V; es el volumen del sélido bajo la 906 y)

superficie z = f(X, y) y laregion D y V, es el volumen
del solido bajo la superficie z = g(x, y) y la region D,
entonces

V=V,-V,= ij(x,y) dA - IIQ(X,Y) dA = J][f(x, y)=-9(x,y)] dA
D D D

Con el animo de ayudar a la memoria, la formula del volumen la escribimos asi:

= J'J'[Techo—Piso] dA
D

EJEMPLO 2. | Hallar el volumen del sélido encerrado superiormente por el
paraboloide z =18 — x* — y* e inferiormente por el paraboloide
z=x+y

Solucion
z =18-x*—y?

Los paraboloides se intersecan en la curva:
X4y =18 X -y = X+y’ =9,

la cual, proyectada sobre el plano XY es la circunferencia

1=x"+y?

Xy =9 v
Z X+y'=9
X

El sélido indicado esta sobre la region (circulo)

D:x*+y* <9,

Y
y por arriba esta limitado por la superficie (Techo)
7=1f(x,y) =18 = x*—y?, 5
X 9

y por abajo (Piso), por la superficie
z=g(x,y)=xX"+y’

Luego, el volumen de este sélido es
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V=J][(18—x2 —y)-(x +y2)J dA= 2”(9—x2—y2) dA
D D

Por simetria, este volumen es 4 veces el volumen de la
parte del solido que estd el primer octante. Esta parte se

primer cuadrante del plano XY.

2

y=v9-x

Dy

Luego, -3

3002
V=8jj(9—x2—y2)dA=8J. I (9—x2—y2)dydx
D 0 0

3 1 9-x2
—8'[ {9y—x2y——y3} dx
0 3 0

Y
proyecta sobre Dy, la parte del circulo D que estd en el / y
0

NS

} 3
:8J‘ [9\/9_)(2_)(2\/9_)(2 _%(9_)(2)3/2}1)(:? (9—x2)3/2dx
0

0
Haciendo el cambio de variable: X =3 sen ¢ tenemos:
Vs

dx=3cos 8d0. x=0=>6=0 y x=3= 0= 5

3 72
3/2 3/2
V= 16 (9_x2) dx = 16 (9—9 senzﬁ) (3 cos0d )
3J0 3

0

/2
:?x SII cos” HdHZ?X 81(37[)—817[.

0

16

AREA DE REGIONES PLANAS

La integral doble nos permite calcular el drea de una region D situada en el
plano coordenado XY. Para esto, desplazamos verticalmente a la regién D hasta
situarla en el plano z = 1. De este modo, hemos obtenido un cilindro recto de altura
h = 1. Sabemos que el volumen de este cilindro es igual al area de la base por la

altura:
V=A(D) x h=A(D) x 1 =A(D) 6))

donde A(D) es el area de D. -

Por otro lado, sabemos que “

v_ﬂl.dA_gdA @

De (1) y (2) obtenemos que

A(D) = ”dA
D
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EJEMPLO 3. | Hallar el area de la region D encerrada por larectay =X+ 1y la
pardbola y=x"— 1.
Solucion

En primer lugar, hallemos los puntos de interseccion de las curvas:

X—l=x+1SxX-x-2=0& X+)(X-2)=0=>x=-1 6 x=2

. Y
Las curvas se intersecan en los puntos

-1L,0) y (2,3).

Mirando la figura observamos que D es
una region de tipo L.

Luego, // :
2 @ x+l -1 2 X
AD) = || dA= dydx \)/»
—1d X2-1 -
D

_ jz[y [ dx—jz[(x+l)—(x2 en

1

El siguiente teorema nos permite estimar el valor de una integral.

| TEOREMA 4.5 | Si m<Af(x, y) <M, para todo (X, y) en D, entonces

mA(D) < I I f(x,y) dA < MA(D)
D

Demostracion

Aplicando la propiedad dominante del teorema 4.2, tenemos:

m<f(xy)<M:>IImdA J]f(xy)dA<IIMdA
:deA “f<xy>dA<M”dA

= mAD) < j j f(x,y) dA < MA(D)
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EJEMPLO 4.| Mediante la desigualdad del teorema anterior, estimar la integral

”—1 dA
Sy THxt eyt

donde D es el circulo de radio 1 y centro en el origen.

B

Solucion
Como (X, Y) es un punto del circulo de radio 1 y centro en el origen, se tiene:

—1<x<1 y -1<y<1 =0<x'<1 y 0<y*<1
1 1 1
= < <
v 1+1+1 \/1+X4+y4 \/1+0+0
1 1
= =< —
3 JI+xt+y?
:%A(D)SJ‘J‘; dA < 1AD)
3 S THxt eyt

dA <7«

<1

:>3Lm'ﬁj]————L———
3 SN 1Hxt eyt

PROBLEMAS RESUELTOS 4.3

|PROBLEMA 1. | Probar que el volumen del tetraedro formado por los planos
coordenados y el plano
XYyl a>0,b>0,¢>0, es

a b ¢

v - abe
6

Solucion

La cara superior del tetraedro (techo) esta

formada por el plano L A 1, cuya
a b C

ecuacion la escribimos despejando z:

z:c(_é_XJ
a b
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La proyeccion del tetraedro sobre el plano XY es el

triangulo formado por los ejes X e Y y la recta de Y
Ly A 1, la cual la escribimos asi: y = b(l—ﬁj b
a b a

y =b(1 —x/a)
v/

Luego, el volumen del tetraedro es

a @ b(l-x/a) X T X
=jjz dA =.[ '[ c(l———l) dydx a
0o Jo a b
D
8 X P é X x(. x) b? XV
] s ] s j of1-X)uX(1-2)-2 -] |
0 a’ 2b 0 a al a/ 2b\ a

be [ ° bc 2
=—] (a- xdx—— x(a-x)dx— —| (a—x) dx
alJoy

[PROBLEMA 2.]| Hallar el volumen del s6lido encerrado por el cilindro x> + y* = 4,
el plano x+z=4 yel plano XY.

Solucion

El solido esta limitado por arriba por el plano z =4 — X
y por abajo por el circulo D: x* + y2 < 4. Luego,

II(4—x)dA jj 4 xdydx

= 4— dx=2| (4-x)v4-x*d
jz[( X)y lm X .[2( X) X~ dx y
y=v 4-x*
2 2
=8J‘ \/4—x2dx—2J‘ xv 4—x*dx .
-2 -2 -2 D 2
2

= 8{%\/ 4—x? +%sen_1 (gﬂ

_J 2(4—x2)1/2(—2xdx) e
2

-2
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=167 —-0=167

o] fe-e)]

|PROBLEMA 3. | Hallar el volumen del sé6lido encerrado por el plano XY, plano

X =3, plano x=1 y el paraboloide hiperbélico z=x*—y*.

Solucion

El paraboloide hiperbolico z = x* — y* corta al
plano XY en

X -y =0=X-y)x+y)=0
=>y=Xx06y=-X
Luego,

D={(x,y)/1<x<3, x<y<x} vy

V—J.J.(xz—yz)dA _I13IXX (xz—yz)dydx .

D o+
-

[PROBLEMA 4.| Hallar el volumen del sélido encerrado por los cilindros

X¥+y'=a’, X*+7=a (a>0) z

Solucién

Tomemos la parte del solido que estd en el //% /‘
primer octante, como se indica en la figura. Este ¥ X2 + y2 = g2

T . o h y
solido tiene por techo el grafico de la funcion ¥
z=1(x,y) =+ a> —x* y por piso la region D que a Y
es la parte del circulo de radio a y centro en el /a
origen que esta en el primer cuadrante del plano X y =T JZ e

XY.

Si V; es el volumen de esta parte y V es el volumen del sélido total, tenemos que

V=38V,
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Luego,
Y
apyat-x® y=va-x
V:8Ij\/ a’-x* dA =8.[ I Jaz-x? dydx
0 0
D D
a 3@
=SJ (az—xz)dx:8 ax-X| =10y 0 a
. 3, 3 X

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3

1. Hallar el volumen del sélido bajo el plano 2x + 7y — z = 0 y sobre la region del

plano XY encerrada por las curvas y =X, y = x> Rpta. %

2. Hallar el volumen del sélido encerrado por el plano x +Yy + z = 2, el cilindro
parabolico y = X y el plano XY. Rpta. %

3. Hallar el volumen del solido encerrado por el plano X +y + z = 3, el cilindro
circular x> +y*=1 y el plano XY. Rpta. 37

4. Hallar el volumen del sélido encerrado por el paraboloide z = x> + 6y?, los planos

coordenados y el plano x +y = 1. Rpta. %

5. Hallar el volumen del solido encerrado por el paraboloide z = x* + y?, el cilindro
X’ +y* =4 yelplano XY. Rpta. 87

6. Hallar el volumen del solido en el primer octante encerrado por el paraboloide
z=4-x*—y* y elcilindro y=1-x. Rpta. z—(l)

7. Hallar el volumen del solido en el primer octante encerrado por el cilindro
2=16-x"y elplano 3x+4y=12. Rpta. 80

8. Hallar el volumen de la cufia formada por el cilindro eliptico 9x* + 4y* = 36, el
plano z=-y+3 y elplanoz=0 Rpta. 187

9. Hallar el volumen del solido encerrado por la superficie z=Xxy y los planos

X+y=22=0. Rpta.%
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar el volumen del sélido encerrado por la superficie z = Xy, el cilindro
circular recto (x—1)*+(y—1)’=1yelplano z=0 . Rpta. 7

Hallar el volumen del s6lido encerrado por el cilindro (techo) z =4 — y?, el plano
y+z=2 (piso) y los planos x=0 y X =2 (caras laterales). Rpta. 9

Hallar el volumen del solido encerrado por el plano (techo) X +y + z = 12, el
plano x+y+z=3 (piso) y los cilindros (caras laterales) y = 2x, y = 2Wx.

Rpta. 42/5

Hallar el volumen del sélido encerrado por el paraboloide z = 3x* + y* y el
cilindro z=4-x%. Rpta. 47

Hallar el volumen del so6lido encerrado por arriba (techo) por el paraboloide
7=8-x>—y? y por abajo (piso) por la superficie z= x> + y°. Rpta. 167

2
Hallar el volumen del sé6lido encerrado por el paraboloide (techo) z = l—X? -y

y por el paraboloide (piso) z=2x*+4y* — 4. Rpta. 5n/ V2

En los problemas del 16 al 19, usando integrales dobles, hallar el area de la
region del plano XY encerrada por las curvas dadas.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

y>=4ax, x+y=3a y>0. Rpta 10a%/3

X2 +y"?=3a" x+y=a Rpta a’/3

y=alx|, 4y=4’+a’, a>0 Rpta a¥/12

xy=a’, x+y=5a/2, a>0 Rpta (15/8 — 2 In 2)a’
Mediante la desigualdad del valor medio, probar que:

1 Sjjecos(xy)dA <e, donde D=[-x, z] x [-7, 7]
e
D

Mediante la desigualdad del teorema 4.5, probar que:

IS_”‘%dA <9, donde D=[-1,2] x [-1, 2]
I+x"+y
D
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SECCION 4.4

INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS
POLARES

Algunas integrales dobles son mas faciles de calcular cuando estan expresadas en
coordenadas polares. Este es el caso cuando la region D de integracion tiene por
frontera a circunferencias, cardioides, rosas con pétalos, etc.

Recordemos que si las coordenadas rectangulares de vy w (r, 6)=(Y)
un punto P son (X, ¥), vy las coordenadas polares del Q
punto son (r, 6), entonces se cumple que: by
7 y=rsen @
X=rcos 6, y=rsen 6, \9
- o| x=
rr=x*+y*, 6=tan Y X=resd o x
Llamaremos rectangulo polar a una region R del Y R
plano que es de la forma: R
°
R={(r,0)/a<r<b, a<d<p},
A R 9= o
donde a>0y f-a <2rx. K
0 X

.= . . =1
Si r es el radio medio. Esto es, si r :E(a+b)’

el areadeR es

A(R)=r(b-a)(f-a)
En efecto, si S; y Sy son los sectores circulares de radios a y b, respectivamente,
entonces

A(R) =A(S,) - A(S,) = —b2 )—%az(ﬂ—a): (b*-a*)(B-a)
=%(b+a)(b—a)(ﬂ—a)=F(b—a)(ﬂ—a).

Supongamos que tenemos una funcion z = f(x, y) definida sobre el rectangulo polar
R. A esta funcion también la podemos escribir asi:
z=1(x,y) =f(rcos @, rsen 6)

Buscamos calcular la siguiente integral doble en términos de coordenadas polares.

J:[ f(x,y)dA
R
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Construimos una particion del rectangulo R:
P:{ Rl, R23R3, .o '7RN }

mediante una malla polar, como indica la figura. Tomemos un subrectangulo tipico
R:.. Elcentrode R; es elpunto (I, 5,), donde

1 —
=S (hatn) y 6=

-

2(6.,+0).

El area de este rectangulo polar es v
A(R) =1, A AG,

donde, Ari=ri-r_; y AG=6-0_

Tenemos que

J‘J‘f(x y)dA= Lhm Zf(r cos H,, I sen&) LARAG, X
Por lo tanto
B b
jj f(x,y)dA —J J f(rcos®, rsend ) rdrdd
R a a
En resumen:

| TEOREMA 4.6 | Cambio de una integral doble a coordenadas polares
Si f es continua sobre un rectangulo polar R determinado por
0<a<r<b, a< 6 <p, donde p— a <2, entonces

B b
II f(x,y)dA =j j f(rcos®, rsend ) rdrdd
o a
R

2
EJEMPLO 1. | Evaluar ij—sz, donde R es la region en el plano

o)

encerrada por las circunferencias

Y
X+y'=1, X*+y*=09.
Solucion
Laregion R encerrada por las circunferencias dadas r \

0 1 3 X
es el rectangulo polar definido del modo siguiente: \/

R={(r,0/1<r<3,0<0<2x}

Luego, aplicando el teorema anterior,
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”—y2 dA —I 2”“‘3 S0 rdo
ey e ey

R
2r 3 1 2r 3
= J J —sen’d drd@ J' senzﬁ{ln(r)} do
0 T 0 1

e 2z
) h“”! sen”¢ d6 = In(3) j (#Jd&
0 0

0 1 2z
= 1n(3)[———sen2€} =7xln3
2 4 0

Las regiones de tipo I y de tipo II vistas en la seccion

anterior, tienen sus equivalentes en el plano polar. ® r=0,6)
r =0

Una region polar D es r—simple si D es de la forma

D={(r,0)/ a<0<p, g(O)<r <gy(0)}

Una region polar D es @-simple si D es de la forma

D={(r,0)/ a<r<h, h(r)<o<hyr)}

El teorema de Fubini, para este tipo de regiones polares, dice: °

| TEOREMA 4.7 | Forma polar del teorema de Fubini

Sea f continua en la region polar plana D.
1. SiD eslaregion r—simple
D={(r,0)/ a<@<p g()<r <g:(0)},

donde g; y g, son continuas en [a, ], entonces

B 920
'['[ f(x,y)dA :'[ JA f(rcosd, rsend) rdrd@
3 « 990

2. SiDeslaregion G-simple

D={(r.0/a<r<b, h(n<d<h(n},

donde h; y h, son continuas en [a, b], entonces

b
J‘JA f(x,y)dA :I J f(rcos®, r senf ) rdodr
5 a ¢
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la region en el primer cuadrante exterior a la

| EJEMPLO 2. | Sea D
circunferencia r = 2 e interior a la circunferencia r = 4 sen 6.

Calcular 4

/2

X dA
.f J 4 I'=4sen g
D D

Solucion )

/6
S

Hallemos la interseccion de las circunferencias:

4sen @ =2 Ssené?:lz 6’:£

D es laregion r—simple

D={(r.6)/ n/6< 6 <m2, 2<r<dsenf}

Abhora,

/2 @ 4sen @ /2 @ 4sen @
J‘Ix dA=I J‘ rcosd rdrdt9=I J‘ r? cosd drd@
5 /6 2 /6 2

72 3 4 sen 0 1 z/2
J { } do = EJA [(64 sen39—8)cost9J do

= —cos 6
613 /6
/2 /2
= ﬁJ‘ sen*@cos0dO — §I cosddo
3 /6 3 /6
) 72
= ﬁ{lsen“é?} _8 sen @ = E{l—i} —§[l—l}— n
314 6 3 o6 3 16 3 2 3

EJEMPLO 3. | Hallar el area de la region D del plano que esta dentro de la
circunferencia r = 3 cos @ y fuera de la cardiode r =1+ cos 6.

Solucion
Y /3
Hallemos los puntos de interseccion de las curvas: ~
1 r-1+cose r-3cose
3cos«9=1+cost9:>20039=1:>cos¢9=5 ~
0 2 3 x

=0=+2
3

Ahora,
3 cos 0

/3 3 cos @ z/3 1
A(D)—JIdA—I rdrda—j {—rz} dg -
5 -/ -z/3 2 I+cos @

3¢ 1+cos 6
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1 /3 1 /3

——J' [9 cos29—(1+cos G)ZJdH——J. |:—1—2cos g+ SCoszeJdH
/3 —/3
/3
+

=1J' [—1—2005 o0+ SM}dQ

2 -/3 2

/3
—%J. [3—20059+400520]d9:3ﬂ'
/3

EJEMPLO 4. | Hallar el volumen del sélido bajo el paraboloide z = x* + y* dentro

del cilindro x* + y*— 2y = 0 y sobre el plano XY.
Solucién Z

La base (piso) del sélido es la region D
encerrada por la circunferencia

Xy -2y=0=>x+(y- 1) =1.

Sabemos que la ecuacion polar de esta

circunferencia es r = 2 sen €. Luego, D es la Pad
siguiente region r—simple: z=x'+y’
D={(r,0)/ 0<0 <z 0<r<2sen 6} .
Abhora,
7 @ 2send Y
V=Ij(x2+y2)dA=I I (rz) rdrd
0 Jo
D
V4 2sen @ V3 1 2 sen @ 1__D
—I I ridrdo —J {—r“}
0 Jo o L4 Jo
V4 0 X
= 4J‘ sen*0dg = 4[371}: i;z XE+yE-2y=0
0 8 2

PROBLEMAS RESUELTOS 4.4

| PROBLEMA 1. | Usando coordenadas polares evaluar la integral

2 @y 4-y2
J. J‘ V x* + y?dxdy
-2 0
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Solucion

En primer lugar identificamos la region D de
integracion.
Observando el orden de integracion vemos que

primero debemos integrar respecto a X, conservando a
la variable y fija. La integracion de X va desde X = 0

hasta el semicirculo X = +/ 4—y* . Esto nos dice que la
frontera de la izquierda es el eje Y y la frontera de la
derecha es el semicirculo de radio 2 y centro en el
origen. La integracion respecto a y se hace desde y = -2
hasta y = 2. Luego,

D={(x, y)/ 0<x<4-y*, 2<y<2}

En segundo lugar, expresamos la region D en
coordenadas polares.

Vemos que r varia entre 0 y 2 y que & varia entre

T

V4
—— — . Esto es,
2 Y 2

D={(r,0)/ 0<r<2, -n/2<0<n2}

Ahora evaluamos la integral:

0 e [[m |

-r/2
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j Jrrdrdo

/2 2 /2 1 2
—j I r2drd€—'[ [—rﬂ do
-7/2¢ 0 -z/2 3 0

Il
W | o
L
3
IS
o
N
Il
w | o0
B

|[PROBLEMA 2.| Evaluar j j J xX* +y*dA, donde D =
D

Solucion

{oxy)/ ¥<y<t}

La regiéon D es la region del plano encerrada por la pardbola y = x* y la recta

horizontal y=1.
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Las ecuaciones de estas curvas en coordenadas
polares son: Y [\ =1 sen
sen ¢
y=x =>rsen §=r’cos’ @ = r= > \ Y /
cos” @
1 e
y=1= rsenf=1 = r= e
sen @ '\ (3
D3 1 0
. .y r= 2
Hallemos la interseccion de estas curvas: 4 senés cosd
7
2 X
sen 0 1 sen“@
= = =1 > tan’d=1=

cos’@ sen @ cos’ 6

V4 kY4
== 06 0=—
4 4
Oservando la figura vemos que D es unidn de tres regiones r-simples:

D :D1U D2 U D3
Luego,

”\/ x> +y2dA = ”.\/ x> +y2dA + ‘”\/ x> +y2dA + ‘”.\/ x> + y2dA
D Dy Dy D3

Calculemos estas integrales separadamente:

/4 @ sen H/cos26’ /4 sen 6’/00529
1. J‘J‘\/ x> +y?dA :J. J. rrdrdezj Brﬂ do
0 0 0
Dy

0

o 74 1 (1=cos® @ /4
= lwsen 6|de = J- [l(cos(’ 0—cos® 0) sen 9} do
Jo |3 cos®@ o L3

—1 1 /4 2
=| —sec® ——sec’ 9} = —(\/ 2+1)
|15 9 0 15

. 37/4 @ 1/sen 0 3xl4 1/sen 6
2. I ¢ X +y2dA =I I rrdrdH:I Brﬂ do
C /4 0

/4 0

37/4 11 1 z/4
:I {__} deo :_J [cosec%ﬂ do
w4 L3 sen’d 3Jo

Dy
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3rz/4

l[—lcosec 6 cot ¢9+%ln| cosec & —cot 8 @
/4

1 (\/—2+1) J2 o1 (2\/3+3)

e W) V2,
36 (V2-) 6

sen 6’/c0525
d

T sen 0/cos29 T
3. J‘J.\/ x> +y2dA =I I rrdrd@ = I [lrﬂ
5 37/44 0 37/4 3 0
3

{isec5 t9—lsec3 9} = i(\/3+1)
15 9 24 15

2

Finalmente, sumando las tres integrales calculadas tenemos:

[[{evian= f(ovzea)s fn(vae)

|[PROBLEMA 3.| Volumen de un cono de helado.
el volumen del solido que estd debajo de la esfera

-

Hallar
x> +y*+7°=a’ y encima del cono z =+ X2+ y2
Solucién

Hallemos la curva donde las dos superficies se intersecan.
Para esto, se resuelve de manera simultanea las ecuaciones
de las superficies. Reemplazado el valor de z de la segunda

ecuacion en la primera, obtenemos
a2

2
Xy + (\/ x> +y? ) =a = 2x2+2y2:a2:>x2+y2:7

Esta curva, proyectada al plano XY es la

. . . . a
circunferencia con centro en el origen y radio T .
2
a
2

La ecuacion polar de esta circunferencia es r

El techo del sélido es la semiesfera

= \/az—xz—y2 =\/612—r2 y el piso es el cono z =1/ X2+y2 =T.




Cap. 4 Integrales Multiples 423

Luego, '[ I a’-r —r)rdrd&

Tomando en cuenta la simetria, tenemos:

V= 4'[ I a’-r —r)rdrd@

72 @ al\2 712 @ al\2
= 4J‘ J‘ v a’-r’rdrde —4I I rdrd@
0 0 0 0

712 3 z/2 3 3
= _§J & do + iJ. aldg = _§_a (Zj+ 4&(2}
NG 3), 324202 32

3
27a’ 2za’  rza’
L B D)
3 W2 3 ( )

© o2
|PROBLEMA 4.| Verificar que I e dx—g
0

Esta integral juega un papel importante en la teoria de

probabilidades.
Solucién
© 2
Sea I=I e " dx.
0 YN
Cambiando la variable de integracion,
° 2
1= I e¥ dy
0

SRR
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—I I e’dex eyzdy—J- J- e’xze’yzdx dy
0 0 0 0
= J. OCI Ooe*(xzﬂlz)dxdy: J'J'e(xz+ yz)dA,

0 0

R
donde R=[0, ) x [0, )

Ahora cambiamos a coordenadas polares:

o /2 o 2 /2 o )
= I e’ rdrd¢9=J. J. e rdr |d@
Jo 0 0 0
o 72 b 2 b
_ . ) _ N
Lim e rdr |d@ Lim|——e de
Jo b—o 0 0 b—ow 2 0
o /2 /2 /2
- [Lim{—le‘b2+ lDdHZJ‘ (0+ljd9 —lj do==
Jo bswo| 2 2 0 2 2J), 4
2

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4

En los problemas del 1 al 7 evaluar las integrales dobles indicadas,
transformandolas a coordenadas polares.

_P+y?) . : .
1. e dA , donde D es el disco con centro en el origen y radio 1.
D
Rpta. (1-1/e)z
2. ”J 1-x*—y?dA, D={(x, y)/ 0<y<~ 1-x*, 0<x<1}
D

Rpta. /6
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3. J J % dA, donde D es la region en el primer cuadrante del circulo
9+x"+y
D

X +y'<9entrey=0 e y=X Rpta%lnz

4. ”1n(2+x2+y2)dA, D={(x, y)/ 0<y<V4-x*, 0<x<2}

D

Rpta. (%1n3+1n2— \ 1)71'

5. I I > ! 3 dA, donde D es la region en el primer cuadrante comprendida entre
X“+y

D

las circunferencias X* + y*=1, x*+y*=9. Rpta. %m 3

6. .U.\/ 9—x* —y*dA. D es la region encerrada por la circunferencia X* +y*— 3x = 0
D

Rpta.9x

X <y< 3x}

-

7. J.J.tan‘l(ljdA, D={(x, y)/ 1<x*+y* <9,
X
D

Rpta. 7% /6

En los problemas del 8 al 13 evaluar las integrales iteradas indicadas,
transformandolas a coordenadas polares.

a V aZ*X2
2.2 (.2
8. j j e* " dydx Rpta. —(ea —1)
0 0 4
apaly? 5/2 e
9. I I (x2 + y2) dxdy Rpta. —a’
“ad 0 7
2a v 2ax—x? 3
10. I I (x2 + yz)dydx Rpta. Z;ra“
0 0

1 X
1
11. I I —— dydx Rpta.+/2 -1
0 Jdx2 X +y?
a o a2y
12. J. J‘ sen(x2 + yz)dxdy Rpta. E(l—cosaz)
-a 0 2
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13.

E

Cap. 4 Integrales Multiples

2_,2
j:jjﬁln(uxz +y2)dxdy Rpta. %[(Haz)ln(naz)_aﬂ

n los problemas del 14 al 21, usar coordenadas polares para hallar el volumen

del sélido indicado.

14.

16.

El s6lido delimitado por el cilindro x* + y* = 16, el plano XY y el plano z = 4 — x

Rpta. 64~
15. El sélido bajo el paraboloide z = x* + y* dentro del cilindro X* + y* = 4 y sobre el
plano XY. Rpta. 87
El sélido que esta dentro de la esfera x* + y* + z* = 25 y dentro del cilindro
X +y* =16. Rpta. %ﬂ

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

El sélido que esta dentro de la esfera x* + y* + 7> = 25 y fuera del cilindro
x* +y* = 16. Sugerencia: Usar el resultado del problema 16.

Rpta. 367
El solido que esta dentro del elipsoide 9x* + 9y*+ 72 = 36 y dentro del cilindro
Xy =1. Rpta.4(8—3x/_3)7z
El s6lido que esta dentro del elipsoide 9x* + 9y* + z* = 36 y fuera del cilindro
Xty =1. Rpta.3 37
El solido que estd dentro de la esfera x> + y* + z> = 16 y dentro del cilindro
64 4
2 2
X*+y° =4x. Rpta. —| 7 ——
y pa. & 7-2]
X2 VI
El solido que esta dentro del elipsoide — + —+— =1y dentro del cilindro
a a c
2
x> +y* =ay. Rpta. %(35—4)
Hallar el area de la region encerrada por las circunferencias r =4 cos € 'y

4 2

r=——sen 6. Rpta. =(57 -6+ 3
V3 9( )

Hallar el area de la region del primer cuadrante encerrada por la circunferencia

r=4sen 6 y lalemniscata r*=8 cos 6.
Rpta. 2+ 21/3 — 2~/ 3

Hallar el area de la region del primer cuadrante que estd dentro de la
circunferencia r =4 sen 6 fuera de la lemniscata r*=8 cos 6. Sugerencia:

Usar el resultado del problema anterior Rpta. 4n/3 +2/3-2
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25. Probar que I J. d—A2:
0 0(1+x2+y2)

Sugerencia:j I d—A2=l Lim de—Az donde
o Jo (1+x2+y2) 4aow 5 (l+x2+y2)

NG

D={(x, y)/ x2+y2£a2}

SECCION 4.5
APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES

MASA DE UNA LAMINA

En la seccion 4.6 del capitulo 4 de nuestro texto de Calculo Integral se estudid
algunas aplicaciones de la integral simple para calcular los momentos y el centro de
masa de una lamina homogénea. Recordemos que una lamina es homogénea si la
densidad del material, que mide la masa por unidad de area, es constante. Ahora,
las integrales dobles nos permitira trabajar con laminas no homogéneas.

Supongamos que tenemos una lamina no homogénea que ocupa una region D en el
plano XY. La densidad la expresamos mediante una funciéon, 6 : D — R, a la que
llamaremos funcién densidad y la definimos del modo siguiente:

Sea (X, y) un punto de la region D. Tomamos un pequefio
rectangulo con centro el punto (X,Y)y de drea AA. Si AM y *,Y)
es la masa de esta porcion de la lamina, entonces

[ o]
. AM
X,y)= Lim —
A, Y) AA = 0 AA
De esta igualdad obtenemos la siguiente aproximacion: ol X

AM ~ &X, y)AA.

Buscamos una féormula que nos permita calcular la masa total de una lamina que
ocupa una region D del plano XY, y que tiene una funcién de densidad continua
A&X, ). En primer lugar establecemos que &X, y) =0si (X, y) esta fuera de D. Ahora
encerramos la region mediante un rectangulo y lo subdividimos en rectingulos mas
pequetios del mismo tamafio, obteniendo una particion

2={R.PRyuRsy ... ,Ry}
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En cada rectagunlo R; tomamos un punto (X|* Y ) La siguiente suma es

aproximacion a la masa total

M= 3o (i Jua
i=1

Yo , ‘yi* ) R

Tomando limite cuando la norma de la particion va a \

N
cero, || 7 || — 0, obtenemos:
ol
M= Lim 5( yI AA ”. X, Y) X
|71 04z

DEFINICION. | Masa de una lamina de densidad variable

Si una lamina con funcion densidad continua J (X, ¥), ocupa una
region D del plano XY, entonces su masa total M esta dada por

M =J‘J o(x, y) dA
D

EJEMPLO 1. | Los vértices de una lamina triangular estan en los puntos (0, 0),
(@, 0)y (0, a), donde a > 0. La funciéon densidad de la lamina es
O (X, Y) = xy. Hallar la masa total de la lamina.

Solucién v
La ecuacion de la recta que pasa por los vértices (0, a) y a
(a,0)esy=a-x.
Ahora,

e [T

_ 1 1Y 2 3\ &
= xy dx—— x( - ) dx= — (a X —2ax” + X )dx——
0 0 2 0 2 0 24

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA

Consideremos una particion de la region D ocupada por la ldmina. Tomamos el
rectangulo R; de area AA; . Suponemos que la masa AM; de este rectangulo esta

concentrada en un punto (X, Y;) interior de R;. Se tiene que:

Xi
Momento de R; respecto al eje X = Y —_—
() AM; = (Y[ (x. ¥i ) AA |
Momento de R; respecto al eje Y = Y,
(%) AM; = ()5 (% yi ) AA | :
0 X
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Tomando las sumas de Riemann y llevando la norma de la particion a 0
obtenemos los momentos de la lamina respecto a los ejes X y Y que definimos a
continuacion.

DEFINICION. Momentos y centro de masa de una lamina de densidad variable

Si una lamina, con una funcién densidad continua o (X, Y), ocupa
una region D del plano XY, entonces

1. El momento de la ldmina respecto al eje X es

My = ” yo (x, y)dA

2. El momento de la lamina respecto al eje Y es

My = J.J' X5 (x, y)dA

3. El centro de masa de la lamina es el punto (;, 9) tal que
=My oy M
M M
|OBSERVACION. | Si la ldmina es homogénea, o sea si la funcion de densidad es

constante, X, y) = Kk, entonces los valores de X y 9 son

X

independientes de &X, y) =k y so6lo dependen de la geometria
de la region. En este caso, al punto (i, }) se le llama

centroide de la region.

EJEMPLQO 2. | Hallar los momentos respecto a los ejes y el centro de masa de la
lamina triangular del ejemplo 1.

Solucion

a a—X
1. My = ”. yo(x, y) dA = ” y(xy) dA= J. I xy2dydx
5 5 0 0
a s

U frosax 1 3. a
_EJ. [xy]o dX_EJ‘O x(a-x) dx—5

0
a a—X
2. My = II x5(x, y) dA = J.J.x(xy) dA= I J. x2 ydydx
5 5 0 0
a 5

_1 22a_x _1 az 2 _a
_EJ‘O [xy]o dx—EJ.0 x* (a—x) dx—a
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3. x=My_2/60 _2a o _M,_a/60 _2a
M a*/24 57 M a*/24 5

2a 2a

El centro de masa esta en el punto (X y)= (?, ?j

EJEMPLO 3.| Una lamina ocupa la region del primer cuadrante encerrada por la

circunferencia(x—a/2)2+ y*> = a’. La densidad en un punto es

proporcional a la distancia del punto al origen. Esto es,

AX, Y) = Ky x> +y? , K es una constante.

Hallar:
1. M, la masa de la lamina.
2. M, el momento de masa respecto al eje X.

3. My, el momento de masa respecto al eje Y.

4. (;, §), el centro de masa
Y
Solucién r=acos ¢
Cambiamos a coordenadas polares.

La ecuacion en coordenadas polares de la circunferencia

(x-a/2)’ +y’=a’ es r=acos 0 % 2 x
1. Masa.
/2 acos@
= II&(X, y)dA= J‘J‘k\/ x* +y?dA= kjjrrdrde— kj I rdrde
0 0
D D D

72 3 /2 3 /2
= kI r dQ—EI (acos¢9)3d0=ki cos’ 0d@
0 3 3J, 3

2. Momento de masa respecto al eje X.

My = JJ y5 X, y dA = J.J.y k\/X2+y2) dA= kJ.J.rsenﬁ(l’) rdrd@

D

acosd ka /2 ka
=k risend drdg= — (cos )sen& dg= —
20
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3. Momento de masa respecto al eje Y.

My = Ijxd(x, y) dA= Ijx(km) dA= k.”rcosé?(r) rdrd @

D D D
/2 acosd 4 /2 4
= kJ- J- r? cos@drdg = kiJ- cos°0dO = 2ka
0 o 4), 15

4. Centro de masa.
- = (My M 2ka* /15 ka'/20 3a 9a
(x y)=| L = |- N B
M M 2ka’ /9  2ka’/9 57 40

MOMENTO DE INERCIA
Si una lamina, con funcion densidad continua &X, y), ocupa una

region D del plano XY, entonces

1. El momento de inercia respecto al eje X es

Iy= II y>S(x, y)dA

2. El momento de inercia respecto al eje Y es

ly = ijzé(x, y)dA

3. El momento de inercia respecto al origen o momento polar
de inercia es

lp= -.:.‘(x2 +y2)5(x, YA = Iy + 1y

EJEMPLO 4.| Una lamina ocupa el cuadrado D de vértices (0, 0), (0, a), (a, 0),

(a, @). La densidad en un punto P = (X, y) es proporcional a la
distancia de P al eje X. Esto es, &X, ¥) = ky, donde k es una
constante positiva. Hallar los momentos de inercia respecto a los
ejes y al origen.

Solucion Y
a a
1. Iy =J.J. y>S(x, y)A= J.J.yz(ky) dA = kI J. yldydx @ —— (@ a)
s s 0o Jo 7’
af 472 4 pa 5 2
-« H ax= K8 [ g e |
o4, 1), 4 —
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a a
2. Iy=II xS (x, y)dA= ”.xz(ky) dA = kI I x2 ydydx
5 5 0 0
Loy Kk [® ka*[x ] ka’[a’] ka’
=kI @ L dx=—J- RVl LSl L ) L
12 2 J, 2 |3 23| 6
0 0

ka® ka® 5ka’
R T

DEFINICION. | Radio de giro

Si una lamina tiene masa M y si sus momentos de inercia

respecto a los ejes son Iy y ly, entonces

1. El radio de giro de la 1amina respecto al eje X es ;

M
= |
2. El radio de giro de la ldmina respecto al eje Y es X = Vy
EJEMPLO 5.| Hallar los radios de giro respecto al eje X y al eje Y de la lamina

del ejemplo 4.
Solucion

En primer lugar hallemos la masa de la lamina.

are Al a? ka®
M= | 5(x, y)dA= || kydA =k ydydx = k — |dx= —
0 0 0 2 2
D D
Ahora,
ka/4 2 = [1,_ [ska®/12_ 30
=—"a X=4 ==, ———=-—a
ka’/2 2 | M ka’ /2 6

APLICACION A LAS PROBABILIDADES

La presion arterial de una persona escogida al azar, el ingreso mensual de un
individuo tomado al azar, la talla de un estudiante de cierta universidad, tomado al
azar, son tres ejemplos de cantidades llamadas variables aleatorias continuas. El
término “continua” es usado para indicar que los valores de las variables estan
situados en un intervalo de niimeros reales.

Trabajaremos con dos variables aleatorias X y Y, consideradas simultineamente.
Asi, si X es la edad de un paciente de cierta clinica, tomado aleatoriamente, y si Y
es el indice de colesterol del paciente, la probabilidad de que la edad del paciente
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esté en el intervalo [25, 50] y que su colesterol esté en el intervalo [120, 200] se
denota de dos maneras:

P(25 <X <50,120<Y <200) o P(( X, Y)eD), donde D = [25, 50]x [120, 200]

DEFINICION. | Sea X e Y dos variables aleatorias continuas. Se llama funcién

de densidad conjunta de X y Y a una funcion z = f(x, y) de dos
variables tal que:
1. La probabilidad de que (X, Y ) esté en una region D es

P((X.Y) eD)-”f(x, y) dA

2. fx,y)=0

3. ‘Uf(x, y) dA:J J. f(x, y)dydx =1
2 -0 e —©0

R

EJEMPLO 6. | La siguiente funcion es la funcion de densidad conjunta de las

variables aleatorias X ¢ Y

Cxy, si0< x<5, 0<y<10

0, en otros casos

f(x,y) = {

1. Hallar el valor de la constante C.
2. Hallar P(X <3,Y >6)

3. Hallar P(X >3)
Solucion

1. Debemos tener que I J. f(x, y)dydx=1.

Ahora,
10

0 o 5 10 5 2
1 =I I f(x, y)dydx = I J Cxy dydx = CI x{y—} dx
—oe —o 00 0 2
0
5

5 2
=socj xdx = 50c| X | =625¢ = c= L.
. 2, 625

Luego,

| .
—Xy, si0<x<5, 0<y<10
0, y)= 1625 y

0, en otros casos
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3 o0 1 3 10 1
2. P(X <3Y 26) —I J. —Xy dydx—j J. ——Xxy dydx
—wd g 625 0d g 025

3. P(X>3)= J‘:).

3

10 3
1 y2 1
=— | x|Z=| dx=—=| x[50-18]dx
6253, | 2], 625)

3 2 3
:2 xadx :2 X_ :£|:2:|:ﬂz023
625), 625 2 |, 625[2] 625
@ © 5 10
——Xy dydx = ——Xy dydx
—o0 3 0

e 5 2 10 5 2 5
= L X y_ dx = ﬂ xdx = ﬂ X_
625) ;5 2 625) 5 625 2 3

_ 00125 91 16_4ea
6252 2] 25

| DEFINICION.

| Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad de

EJEMPLO 7.

probabilidad fi(X) y sea Y otra variable aleatoria con funcion de
densidad de probabilidad f,(X). Se dice que X y Y son variables
aleatorias independientes si su funcion de probabilidad conjunta
f(x, y) es el producto de las funciones de densidad individuales.
Esto es,

f(x, y) = fi(x) f2(X).

Se toma, aleatoriamente, un cliente de un supermercado particular.
Sea X nimero de minutos que demora el cliente para meter en su
carrito los productos que va a comprar y sea Y el nimero de
minutos que el cliente debe esperar en la cola para pagar en la caja.
Las funciones de densidad de X y Y son, respectivamente:

L _x30 . I _yno .
—e ,81X>0 —e ,81y=>0
30 , fy)=110 y=r

0, six<0 0, siy<0

fi(x) =

Si X y Y son variables aleatorias independientes, hallar
a. La funcion de densidad conjuntade X y Y

b. La probabilidad de que el tiempo total para que el cliente
realice las dos tareas no exceda los 40 minutos.

c. La probabilidad de que el tiempo total para que el cliente realice
las dos tareas exceda los 40 minutos.
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Solucion
(ie‘””j[ie‘y/mj, six>0yy>0
a. f(x, y) =fi(x) f,(x) =4\ 30 10
0, el cualquier otro caso
I w30 —y/i0 .
—e e ,s1Xx>0 >0
= 1300 vy
0, el cualquier otro caso

b. Buscamos la probabilidad de que X +Y < 40.
Esto significa que buscamos la probabilidad de que
el punto (X, y) esté en la region D del primer
cuadrante encerrada por los ejes coordenados y la
recta X +y =40

P((X.Y) eo)—ﬂf(x, y) dA

40 — x 1 40 - x
- —x/30 e y/lodydx _ e—x/30 [e—y/lo/_:| dx
300 300 10 ],

1
- e’ X/30 [e (40 —x)/ 10 _ de, __J. 4ex/15 e’mo}dx

4 40 40
_ e gy + | e 304y = s I:ex/15:|40+ ﬁ[e*moro
30 30, 30 0 30 0

— _ﬂ[ewls _IJ_ [e* 40/30 _IJ _ e’e
2

SR SIS SIS SR SN SR I

294/3 2e4 e4/3 264 2e4/3

ec. 1-P((X,Y) eD)=~1-08773=0.123

DEFINICION. | Sean X y Y dos variables aleatorias y sea z =f (X, y) su funcion

de densidad conjunta. Se llama media, esperanza o valor
esperado respecto al eje X y al eje Y, respectivamente a:

1.p1='['[xf(x, y) dA 2. y2=JIW(x,y)dA
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EJEMPLO 8. | Una fabrica produce lavadoras y neveras. Sea X el numero de

meses después de los cuales una nevera, escogida al azar, necesita
ser reparada. Sea Y el nimero de meses después de los cuales una
lavadora, escogida al azar, necesita ser reparada. X e Y son
variables aleatorias independientes y sus funciones de densidad
probabilisticas son, respectivamente,

0.02¢ %% six>0 0.03e %, siy 20
fi(x) = . , by)= .
0, siXx<0 0, siy<O0

—-0.03x

La fabrica otorga 15 meses de garantia para la nevera y 12 meses
para la lavadora.

1. Hallar la funcion de densidad conjunta de X e Y.

2. Hallar la probabilidad de que un cliente que compré ambos
aparatos, tomado al azar, necesite usar ambas garantias.
Solucién
0.02e7%9%%0,03e "% six>0 e y>0 _

en otro caso

L f(x, y)=fi(x) K(x).= {

)

. 0.0006e "7, six=0 e y>0
X =
& 0, en otro caso

15 12
2.P(0 <X <15,0<Y <12) :J. I f(x, y)dydx
0 0

15 12
= I I 0.0006e™"02x~0-93Y gy dx
0 0

15 12
~0.02 J J. [e‘°'°3y(—0.03)dy]e‘°'°2de
0 0

15
12
_0.02‘[ [efo.o3y] @~ 0-02x gy
0 0

15

= (e —1)J. 792X (-0.02dx)

0

S CR R N )

~ 0.07837

Una variable aleatoria es normalmente distribuida si su funcion de densidad de
probabilidad es de la forma
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1 v 2/ 2
f(x) = ———p X7/ 20
®) oN 27

donde £ es la media o esperanzay o es la desviacion estandar.

Una fabrica de vidrio produce 1dminas de cristal de 3 m de largo y 2
m ancho. El largo X es normalmente distribuido con media
#1=3m y o =0.004m de desviacion estandar. El ancho Y es
normalmente distribuido con media 1, =2 m y o, =0.004 m de
desviacion estandar. Si X y Y son independientes, hallar

1. La funcion de densidad conjunta

2. La probabilidad de que una lamina escogida aleatoriamente, su
largo y su ancho difieran de la media por menos de 0.004 m.
Solucién

1. Como X y Y son normalmente distribuidas con medias ;=3 y u,=2y
desviaciones estandar o; = 6, = 0.004, las funciones de densidad de X y Y, son
respectivamente,

1 ~(x=3)2/2(0.004)2 1 ~(y=2)2/2(0.004)2

fi(X) =—————¢ =37/ f(y) =—————e y

0,004 27 20,0044 27
Luego,

1 ~(x=3)2/2(0.004)2 1 ~(y=2)2/2(0.004)>
f(x, y) = fi(x) LX) =————e — eV =
B 0,004y 27 0.004y/ 27
31250 - 31250 (x-3)2+ (y-2)
f(x,y) = [ }

2. Usando Maple para calcular la integral, tenemos:

3.004 2.004
P(2.996 <X <3.004, 1.996 <Y < 2.004) = I I f(x, y)dydx
2.996 1.996

31250 (x 32+ (y- 2>2}dydx~31250

3.004 @ 2.004

_ 31250

(0,0000117)=0.1164

2.996 1.996

PROBLEMAS RESUELTOS 4.5

[PROBLEMA 1.]| Una lamina ocupa la region semicircular superior encerrada por la
circunferencia x* + y* = a’ y el eje X. La densidad en un punto es
proporcional al cuadrado de la distancia del punto al origen. Esto

es, A, Y) =k (x2 + yz) , Kk es una constante.
Hallar:
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1. M, la masa de la lamina.

N

. M, el momento de masa respecto al eje X.

w

. My, el momento de masa respecto al eje Y.

=

. (i, 9) , €l centro de masa

Solucion

1. Masa: II (x, y dA II x +y

a

o

:ki do= kra*

1), 4
V4 a
2. My = J-I y3(x, y) dA =J-J‘ yk(x2 +y2 dA = kJ‘ J- rsend r? rdrd@

D
V4 a 5
= k-.‘ I r*send drd@ = —-.‘ send d@ = [ cosa]g: 2k5a
0o Jo

Luego,

M, 2ka’ /krza® 8a

M 5/ 4 5z

3. x= 0, ya que tanto la region como la densidad de la lamina son simétricas respecto
aleje Y.

4. El centro de masa de la lamina es (;, 9) = (0, i—a]
V1

y =

|PROBLEMA 2. | Una ldmina homogénea con densidad &X, y) = 1 ocupa el anillo
encerrado por las circunferencias de centro en origen y de radios a
y b, siendo a <b. Hallar

Y
1. Iy, el momento de inercia respecto al origen.

2. ly, el momento de inercia respecto al eje X. / \
3. ly, el momento de inercia respecto al eje Y. / \
Solucién \3 _J/ b x
1. ly= J.J.(x2 +y2)§(X, y) dA =J.J.(x2 +y2) dA
D D
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I I r’rdrd6 = I”(b )de——(b -a')
”y 5(xy) ”y dA = J. J. r’sen’d rdrd@

= _aj senzﬁdﬁ—b — I - c0526’d49——(b —a4)
0 0 4

4 2

3 ly=lo-Ix = %(b“—a“)— %(b“—a“): %(b“—a“)

| PROBLEMA 3. | Una lamina ocupa la region encerrada por la cardiode

r=a(l+cosd).
La densidad de la lamina es &X, y) =
Hallar:
1. M, la masa de la 1dmina.

2. My, el momento de masa respecto al eje Y.

3. (i, 9) , €l centro de masa.

Solucion v
r=a(l + cosh)
T a(l+cosé)
M= II&(X, y)dA= ZI I rrdrd @
0do
D {o
a(l+cos®) 2a 9 PS
= I { } do=— (1+cos9)3dt9 X
3 )
3
=2%J. 1+3cos9+3cos 0+ cos’ 6’)d9
2a T T
= —I dg + 2a I cos@do + 2a I cos Hd49+ —_— cos’ 0do
3 Jy 0 0
_ 27a’ 3 _ 5za’

V4 a(l+cosf)
2. My = .”x&(x, y) dA= 2‘[ I rcos® rrdrd@
040

D
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7 @ a(l+cosf) T r4 a(l+cos 6)
=2 J r’ cos@ drdd= 2J {—} cosf do
0do o L4,
a4 " 4
= — (1+cosﬁ) cos@ d@
2 ),
4 i 4 a4
= %J. (0059+400526’+600s36?+4cos46’+cos5 6’) dé= 77;
0

92 0, ya que tanto la region como la densidad de la ldmina son simétricas
respecto al eje X.

Luego, (;, 9) = (22—1(;31, Oj

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5

En los problemas del 1 al 10 hallar la masa y el centro de masa de la lamina
que ocupa la region D y que tiene la funcion densidad & indicada.

1. D={(x, y)/ 0<x<a, 0<y<a}, S(Xy)=x+y

Rpta. M=a’, (x, y)=(7a/12, 7a/12)
2. D el triangulo con vértices (0, 0), (0,3)y (2,3), o(X,y)=Xx+Yy

Rpta. M =8, (i, §)= (13/16, 9/4)

w

.D={(x, y)/ 0<y<senx, 0<x<z}, 5(X,Yy)=x+y
Rpta. M = %, (% y)= (12, 16/97)
.D={(x, y)/ 0<y<~a’-x*, 0<x<a}, 5(Xxy)=xy

4 ga— p—
Rpta. M = % (x. y)= (8a/15, 8a/15)

N

9]

.D={(x y)/ 0<y<4-x, 2<x<2}, S(xy) =y

256 = —\
Rpta. M = =2, (x, y)f (0, 16/7)

IA
x| &

6. D={(x, y)/ 0<y I<xs<d4}, sxy)=x
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Rpta. M =30, (x, y)= (14/5, 4/5)

7. D es la region semicircular X> +y> < a, y>0, 5(X,y)= ky x> +y?

3 p— p—
Rpta. M = % (% ¥)= (0. 3227)

8. D es laregion encerrada por /X +4/y <va,x=0,y=0, &x,y)=xy

4
a p— —
Rpta. M= ., (x, y)= (2a/9, 2a /9)

2
9. D eslaregion encerradapor =€ |, x=-1,x=1,y=0. &X, y):|Xy|.
2
€ —1 - - 2
Rpta. M= ——— (X, y)= (0, 4(e“ +e+1)/9e(e+1)
e G )

10. D es la region dentro de la circunferencia r = 2acosf y fuera de la

circunferencia r=a. &X,Yy)=X
33+87 [~ — [33V3+36x
EE G Frvr servaly

Rpta. M= ,
P 1243 +327

En los problemas del 11 al 15, hallar Iy, Iy 'y Iy, los momentos de inercia
respecto al eje X, al eje Y y al origen, respectivamente, de la lamina que ocupa la
region Dy que tiene la funcién densidad & indicada.

11. D es el semicirculo superior determinado por x> +y*=a% y=0; &X,y)=Y.

4 s 2 s 25
Rpta: Iy=—a’, Iy=—a’, ly==a
T A T
12. D es la region encerrada por y =X, y=4; &X,Yy)= | X |
32 224
Rpta: Iy =64, ly=—, lj=—.
p X Y= 3 0 3
13. D es laregion encerrada por la circunferencia r=a; &x,y)=r".
T 2
Rpta: Iy= I,= ——a™*, l,= ——a""
P “ 7Y nt4 " hia
14. D es laregion encerrada por y = Ix, x=4; XX, Y)=X+YV.
368 544 4,912
Rpta: Iy=—, ly="—, lp=——.
e N A TR
15. D es la region encerrada por |x| +| y| =1; Ax,y)=1.
1 1
Rpta: Ix=—=, ly==, ly==
p x= 30 y=3s =3

En los problemas del 16 al 19 hallar ; el radio de giro respecto al eje X; ;, el

radio de giro respecto al eje Y, de la lamina que ocupa la regién D y que tiene la
funcién densidad & indicada.
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16. D es el semicirculo superior determinado por x> +y*=a% y=0; &X,y) =Y.

Rpta: x= > |y =22
P 3 y 3
18. D es la region encerrada por y=x2, y = \/_X, X=4; X, y)=X
= 30 = 70
Rpta: x= ——, = —
P 9 y 14
19. D es laregion encerradapor y=senX, y=0, Xx=0,Xx=7 &X,Y) =Y.
= 272°-3 = 3
Rpta: x= s ==
P 6 y 8

20. La funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias X e Y es

Cx(1+2y),si0< x<1, 0<y<2
WM—{
0, en otros casos
a. Hallar el valor de la constante C.
b. Hallar P(X >1/2,Y <1)

¢. Hallar P(X +Y< 1)
Rpta: a. C=1/3, b. 1/4, ¢. 1/12

21. Se toma, aleatoriamente, un paciente de un médico particular. Sea X niimero de
minutos que espera el paciente su turno en el consultorio y sea Y el numero de
de minutos que el médico examina al paciente. Las funciones de densidad de X
y Y son, respectivamente:

L _x60 . L _yi3o0 .

—e ,six>0 —e % siy>0
fi(x) = < 60 , h(y)=1430 y ,

0, six<O0 0, siy<0

Si X y Y son variables aleatorias independientes, hallar
a. La funcion de densidad conjuntade X y Y.
b. La probabilidad de que el tiempo total para que el paciente lleve a cabo las
dos tareas no exceda una hora (60 minutos).
c. La probabilidad de que el tiempo total para que el paciente lleve a cabo las
dos tareas exceda una hora.

L g0 v/ Giy>0y y>0
Rpta: a. {1,800 b. 0.60353 c. 0.39647

0, el cualquier otro caso
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22. Una féabrica de productos eléctricos produce un tipo de bombillos. Sea X la
variable aleatoria que representa, en horas, la vida promedio de un bombillo. La

L xis00 .
—e x>0
funcion de densidad de X es f(X) = { 5000 - St .

0, six<0

a. A una lampara, que usa dos bombillos, se le coloca dos bombillos de la fabrica
mencionada. Hallar la probabilidad de que ambos bombillos no duren mas de
500 horas.

b. Otra lampara, que usa s6lo un bombillo, se le coloca un bombillo de la
fabrica mencionada. A este bombillo, después que se quema, se lo cambiara
por otro de mismo tipo. Hallar la probabilidad de que ambos bombillos no
duren mas de 500 horas.

Rpta: a. 0.3996 c. 0.2642

SECCION 4.6
AREA DE UNA SUPERFICIE

En primer lugar, obtendremos una formula para calcular el area de una superficie
paramétrica. A partir de esta formula deduciremos facilmente otra férmula para
calcular el area de una superficie de la forma z=f(x, y).

Sea S una superficie parametrizada por la funcion V1

rD— R3,
r(u, v) = x(u, Vi +y(u, v)j +z(u, v)k, D Ry
donde D es una region del plano UV.

Tomamos una particion de la region D en

rectangulos R;, Ry, R;, . . . Ry, ... R, cada uno 0 >
con dimensiones Au y Av. Consideremos un U
rectangulo cualquiera, digamos el rectangulo Ry.
Y
V., +AV ---
Vi F--
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Sea (Uy, Vi) la esquina inferior izquierda del rectangulo R, . Sea Sy = r(Ry) la
imagen de Ry mediante la funcion r . Sy es parte de la superficie S, donde el punto
Po =1 (Uy, Vi) es uno de sus vértices.

Hallemos una aproximacion de la longitud de los lados ﬁ(ﬁ y EO—FE de S El

lado IEO—P\1 es descrito por la curva
A:Jug, U, + AUl = S M) =1 (U +t, V)
cuya derivadaes A'(t) = ? (U +t,v) =1, (U +t, v ). Luego
u
Uy +Au
Longitud de PR, = | 2ty | ot (1)
Uk
El teorema del valor medio para integrales nos dice que
Uy +Au
| 2@ dt="| 2@©) [ Au= | r, (ug +c, v )| Au, donde O<c<Au (2)
u
k

Si Au es pequefio, podemos tomar € = 0 y asi, tomando en cuenta las igualdades
(1) y (2), obtenemos la siguiente aproximacion

Longitud de PP = | 1, (u, v ) | AU @3)
Similarmente,
Longitud de PP, ~ |1, (ue. v) || &v @)
Tomemos los vectores
a=r, (U, vy )Au y b=r, (U, v )Av

Sea Ty el paralelogramo con vértice Py y de lados los vectores a y b. Este
paralelogramo esta en el plano tangente a la superficie S en el punto P

Tenemos que
Area (Ty) = || axb ||: " r, (uk, Vk)Au x rv(uk’ Vk)AV "
- || r, (U, Vi) * 1, (U, Vk)”Au AV

Si el rectangulo Ry es suficientemente pequefio, el area de la porcidon de superficie
S¢ es aproximada por el area del paralelogramo Ty esto es

Area(Sy) ~ Area(Ty) ~ ” ry (U, Vi) * 1 (U, vy )" Au Av
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Ahora, sumando sobre todos los rectangulos de la particion:
n n n
Area(S) =" Area(Sy) ~ Y Area(Ty) ~ D[ x, (U, Vi) X x, (g v )| Auav
k=l k=l k=l
Notese que la tltima sumatoria es la suma de Riemann de la funcién || I, X I, ||

sobre la region D. Si tomamos el limite de esta suma de Riemann cuando la norma
de la particion tiende a 0, obtenemos una integral doble que expresa el area de la
superficie. De este modo resulta justificada la siguiente definicion

DEFINICION. | Sea S una superficie paramétrica suave dada por la funcion
r(u, v) = x(u, Vi +y(u, v)j +z(u, vk

definida sobre una region D del plano UV. Si cada punto de S
corresponde exactamente a un punto del dominio D, entonces el

area de Ses
A(S)=” | r,x x| dA
D
donde ru=%i+ﬂj+gk, rv:%HﬂjJer
ou au ou ov ov

EJEMPLO 1.| Probar que el 4rea de la esfera de radio a es 4na’

Solucion

Sabemos que una representacion paramétrica de la esfera
con centro en el origen y de radio a es

r={asen gcos &,asen ¢ sen §, Zz=acos @)

con dominio D={(¢ ,0)| 0< ¢ <m0<0 <2z}

Tenemos que

r¢=<a cos ¢ cos 6, acos ¢ sen 6, —a sen¢>
r6,=<—a sen ¢ sen @, asen ¢ cos 0, 0)
i j k

;X I,=| acos ¢ cos 0 acosgsenf —aseng
—asen¢gsen & asen @ cosd 0

=a’sen’gcos O+ a’sen’gsen O + a’sen ¢cos ¢ k
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" ;X Iy " = \/ a4sen4¢ cos’0 + a4sen4¢ sen’d +a’sen’¢ cos’¢

= \/a4sen4¢ + a4sen2¢ coszgé = \/a4sen2¢ = a’sen ¢

Ahora,

A= IJ.” I, X r9|| dA= I ZEI ”azsen¢ dgdo = azj 2”[—cos ¢]gd¢9
0o Jo 0
D

= 2a’ [ ] J(Z)ﬁ = 4na’

AREA DE SUPERFICIES DE LA FORMA z=1(x, Y)

ITEOREMA 4.8 Sea z=f(x,y), (X, y)e D, una funcién que tiene sus derivadas
parciales continuas. Si S es la superficie descrita por el grafico de

la funcion, entonces

o[ G5 [ (T 5T o o

Demostracion
En términos de ecuaciones paramétricas, la superficie S es descrita por

x=X, y=y, z=f(x,y).0bien r=(xy, f(xy))

Tenemos: rx—<1, 0, % >, l‘y—<0, Y % >

i j k
of of . of .
xr, =11 0 x :—&1——]+ k,
o1 &
oy

><"1
X
<‘1
Il
_
N\
T
N—
[\
+
VR
Q|
Ne—
)
+
—_
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o [ [T

EJEMPLO 2. | Hallar el area de la porcion S del paraboloide z = x* +y* debajo del

plano z = 4.

Solucion

La proyeccion de esta superficie sobre el plano XY
es el circulo D: X* +y* <4

2 2
AS) = 1+ (@j 2] A
X oy
D
J 1+4x% +4y*dA
D
Pasando a coordenadas polares:

2 @2 2z 2,3/272 32 4 p2
A(S)—I I J1+4r? rdrde —J- {—(“‘” ) } do =17 II 40
0o Jo .

0

173/2—1 T 3/2
= 2n)=—(17""" -1
n @M 6( )

AREA DE SUPERFICIES DE LA FORMA vy = f(X, 2) 6 X = f(y, 2)

Si la funcién f estd expresada en la forma y=f(x,z) 6 x=f(y, z), siguiendo los
mismos pasos que en teorema anterior se llega a los siguiente resultados.

1. Sea y =1f(x, 2), (X, z)e D, una funcién que tiene sus derivadas parciales
continuas. Si S es la superficie descrita por el grafico de la funcion, entonces

2 2
" - j j 22 e o
D

2. Sea x =f(y, z), (Y, z)e D, una funcién que tiene sus derivadas parciales continuas.
Si S es la superficie descrita por el grafico de la funcion, entonces
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2 2
_ ox) L[
A(S) _”‘\/H(ayj J{azj dA 3)
D

EJEMPLO 3.| Sea S la parte del cilindro X* + y* = 9 que est4 en el primer octante

y debajo del plano z=Yy. Hallar el area de S.
Solucion z

La superficie S es parte del cilindro x* +y*=9.

De esta ecuacion despejamos Y:

y=~9-x.
La superficie S puede ser descrita como grafico

de y=+/9-x*.

Luego, podemos recurrir a la formula (2).

Las derivadas parciales de y= v 9—x> son
&y _ X o

OX 9_x? oz
Hallemos la interseccion del cilindro x* +y* =9 con el plano z =Y.
X+y'=9y y=z=> x*+7*=9

Luego, la proyeccion de esta interseccion sobre el plano XZ es la circunferencia
x*+2*=9 y laproyeccion de la superficie S sobre este plano es

D={(x,2)| 0<z<v9-x*, 0<x<3}

Ahora,
o M ay ) ay ) x 2 ,
A(S) = \/1+ [&j +(E) dA :jj 1+ (Wj +(0)" dA
S D
* 3 3 \/9—x2 1
= ——dA =3 ———— dzdx
Jd v 9-x? jojo V9o-—x?
D

5 ==t}
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EJEMPLO 4. | Hallar el area de la superficie S del ejemplo anterior usando la
férmula (3).
Solucion

En la ecuacion x* + y* =9 del cilindro despejamos x:

=y9-y*.

Consideramos a S como grafico de la funcion

Tenemos:
ox _ -y X _
o  Jo_yr 3
La proyeccion de la superficie S sobre el plano
YZ es la siguiente region triangular:
D={(y,2)| 0<z<y, 0<y<3}

Ahora, de acuerdo a la formula (3):

A(S) :::J 1+ (Zj (%T dA = jj 1+ [ﬁ}zqo)z dA

SENR Toy - ], ﬁ”‘jy
_ I;%yzdy ——%I03(9—y2)1/2(—2ydy) ——3[(9—y2)“2}2—9

PROBLEMAS RESUELTOS 4.6

|PROBLEMA 1. Hallar el 4rea de la parte del helicoide

S:r(r,0)=(rcos 6, rsen 6, 8), 0<r<l1, 0<0<4r
Solucion

Sea D={(r, )| 0<r <1,0<0 <4r}
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Tenemos que

r, :< cos O, sen 0, 0), r9:<—r sen @, r cos 0, 1 )
i j k
r,xry=| cosd send 0
—-rsend rcosfd 1

:<sen 0, —cos 6, r)

B 2 2 2 _ [
: = -
| r x x| \/(sen 0) +(—cos )" +r r’+1

Luego,

4 1
A(S)—” [ v, x r9||dA—J‘ j Vr?+1drdg
5 0 0
4z
=I B\/ r2+l + %ln

0

r+m‘ }1d9= 27(V2+1n(1442) )

| PROBLEMA 2. | Sea S la porcion de la superficie esférica a

x> +y*+7°=a’ entre los planos “

Probar que el area de S es Y

A(S) =2ra(c - b)

o7 X
Solucion.
El plano z = c corta a la superficie esférica v
formando una circunferencia de radio N
2
=+ a-c? D

El plano z = b corta a la superficie esférica formando
una circunferencia de radio

= a2 —b2

Sea D la proyeccion de S sobre el plano XY. D es el
anillo encerrado por las circunferencias

2

x2+y2: 2y x2+y2: r22

Esto es,
D= {(x,y)/r12 <x? +y? £r22}= {(r.0)/n<r<n, 0<0<2r}
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Por otro lado, la ecuacién de la semiesfera superior es z= 4/ a*> —x* —y?

d
AGS) = \/1+ ay @j dA
oy
[ N
D
3 2 2
-y
= dA
JJ \/a—x -y? Jai-x2 -y
D
*r a e "
= —dA= aJ. rdrd @
/az_xz_yz Jy Va2
[ N

= aj 2”[c—b]dﬁ: a(c—b)j

2

[(az _r22 )1/2 _(a2 _rlz )1/2}1‘9

do= 2za(c—b)

| PROBLEMA 3. | Construimos la superficie S uniendo la parte del cilindro x* + z°

= a’ situada dentro del cilindro x* + y* = &’ con la parte de este

ultimo cilindro que esta dentro del primero. Hallar el area de S.

Solucion

La superficie indicada se compone de ocho partes
de igual area, una en cada octante. La primera figura
muestra la parte situada en el primer octante. Esta
parte, a su vez, se compone de dos subpartes de igual
area, la parte sombreada que corresponde al cilindro
horizontal y la parte rayada, que corresponde al
S; es la parte sombreada,

cilindro vertical. Si
entonces

AS) = 16A(S,)
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Ahora calculamos el area de S;. Observemos la
segunda figura. S, se proyecta, en el plano XY, sobre
un cuadrante del circulo x* +y* < a’.

Despejamos z en el cilindro x* + 2% = a*:

z=+a’- X2 derivando
oz ’ g -0
OX a2 _ X2
e M P
o= ([ +(2) (2 j j
[
D
* a2 a a —x2 a
= — dA = J. ————dydx
a —x 0Jo a? —x?
*5

a a Va? a a
—I {—y} dx—aj dx = a{x} =a’
o lvat-x* |, 0 0

En consecuencia,
A(S) = 16A(S,) = 16a’

[PROBLEMA 4.| Hallar el 4rea de la porcion del cono 72 =x>+Yy* que estd arriba
del plano XY y en el interior del cilindro x* + y* = 2ay.

Solucion
Z/

Tenemos que
X +y'=2ay <> X+ (y—a) =a’

Sea S la porcion del cono indicado. La
proyeccion de S sobre el plano XY es el circulo
encerrado por la circunferencia

X +y =2ay<> X+ (y-a)y=a

Sea D={(x,y)| X+ (y—a)’<a’}

={(xy)| -y 2ay—-y> <x<y2ay-y*, 0<y<2a} 22| x=f2ay-y

Tomemos la ecuacion del cono z* = x> + y2 a
oz 0z X
Derivando respecto a X: 226_ =2X= 6_ =—
X

X z 0 X
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. 16} 0
Derivando respecto a y: 225Z =2y = x_¥

oy z

(@G-

Ahora,

A(S) = [ 1+(@j2+@2d/x= J2 dA
ox) \oy )

D

=2

o 2a @ | 2ay-y? ° 22 [ 2
I J2 dxdy= 242 [x ] ey dy
0 J

J 0

2a 2
= 2\/3". \ 2ay—y*dy= 2&{%{/ 2ay - y? +a?sen‘1 (_y—aﬂ
a
0
= 27a’

[PROBLEMA 5.| Area de la béveda de Viviani

Se llama béveda de Viviani a
la superficie S que es la porcion
de la semiesfera

X4y +2=a%, z>0

que esta dentro del cilindro

X+y*=ax,a>0

Hallar el area de S.
Solucion

2 2
X+ yP = ax S(X—%j +y? =(%j . Luego, la interseccion del plano

coordenado z=0 con el cilindro es la circunferencia

(x—a/2)’ +y* =(a/2)’.
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S es el grafico de z =4/ a’ —x* —y* con dominio el Y
circulo:
D:(x-a/2)" +y* <(a/2)°
D a2
En coordenadas polares: P -
9
(x—a/2)" +y? <(a/2)’ =>¥+y’<ax=> 0
= r’<arcosd =>r<acosf
Esto es,
D—{(r, 0)/0<r<acosé, —ESHSE}
2 2
Tenemos que:
aV (Y (—x)* (-y)’ a
l+___:1+222+222_/7
OX oy a - —-x" -y a-—x" -y az_xz_yz

Luego, pasando a coordenadas polares:

. n/2 m acos@
Area(S) = % dA= aj 21 > rdrdé
J VA XY —z/2¢ 0 a—r
D
o /2 p o /2
acos
=-a [\/ az—rz} do =a [a— az—a%osze}de
0
o —7/2 o —7/2
o 7/2 o /2
=a’ (1—|sent9|)d6’:a27r— a’ |sen«9|dt9
o /2 o —7/2
/2 _ /2
=a’r- 2a’ sen 0 d0 = a’r— 2a° —cos&} = a? (r-2)
L 0

|[PROBLEMA 6.| Area del cilindro de la béveda de Viviani

Solucion

Sea S la parte del cilindro

X’ +y*=ax,a>0,

que esta dentro de la semiesfera

X+y +7=a’, z>0.
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S es union de dos superficies de igual area: S, la parte de S que esta delante del
plano XZy S,, la parte que esta detras.

La interseccion de la semiesfera X*+y*+z*= a%,z>0 yelcilindro x*+y* = ax
es la curva:

C:ax+ 7z =a’. O, despejando, z =+ a*> —ax
S, es la grafica de x>+ y* = ax, y > 0. O, despejando, S,

es la grafica de la funcién y=+/ ax—x> , con dominio

D:{ (x, z)/o < zs\/az—ax}

Tenemos que:

\/1+ (%)2 +(%)2 = |1+ [—2\/%J2 +(0) = —2\/h

Luego,

Area(S) = 2Area($,) = 2”\/ 1+ (%}2 v (%jz dA - a j j ﬁ dA

a _ a a2 —ax
—aj I dz dx = J. {;} dx
\/ ax—x> |,

‘aj m -° ??d”ff i

= aJ—a[zJ—X]O =

JSABIAS QUE .

En el afio 1692, el matematico Vincenzo Viviani (1622—1703), discipulo de
Torricelli y Galieo, plante6 el siguiente problema, que se llama el problema de la
boveda de Viviani.:

¢Cémo cortar, de una boéveda semiesférica cuatro
ventanas de tal manera que el area de la superficie
que quede sea cuadrable (pueda calcularse el valor
exacto)?

El mismo Viviani presentd la solucién de su problema. La solucion consiste el
cortar una ventana de la semiesfera con un cilindro, como se vio en el problema
resuelto 5 anterior.
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[PROBLEMA 7.| En ejemplo 6 de la seccion 4.5 de nuestro texto de Calculo
Integral se determiné que el area del toro

(x-byY+y*=a’>, 0<a<b

es A =4sab. Comprobar este
resultado calculando el area
del toro usando la
parametrizacion:

r(0, w)=(b+acos y)cos @i+ (b+acos y)sen @ j

z
2
+aseny k, 0<60<2zm 0<y<27 v
b 7
Solucion I- : J X

ro(6, w)=—(b+acos w)sen @i+ (b+acos y)cos @ j

r,(6, w)=—asen y cos @i —asen ysen @ j+acosy k

i j k
roXr,=| —(b+a cos y)sen & (b+a cos w)cos 6 0
—asen y cos 0 —asen i sen 0 acos

=a(b+acos y)[cos Hcos i + sen Gcos wj + sen wk|

" ry % r,/,”: a(b+acos y)

Sea D={(6y)/0<0<2z 0<y<2r}
Ahora,

A =Ij " r, x rV/" dA = J‘J‘a(b+a cos i) dA
D D

27 @27
_aj I (b+a cos w)d@dy = 27a[by +a sen 1/1]5”:47z2ab
0 0

[PROBLEMA 8.| Area de una superficie de revolucién

Sea S la superficie de revolucion que se obtiene al girar la curva
x=1(z), f(z) > 0.a<z<Db, alrededor del eje Z. Probar que

2 b
A(S)=I J f@y 1+[f @] dzdo
0 a
Solucion

Una parametrizacion para S es
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r(6,z) = f(z) cos Oi +f(z)sen Oj +zk, a<z<h, 0<6<2rx
ry(6,2) = () sen Oi +1(z) cos 9j+0 k
r(6,2)= f ') cos Oi + f '(z) sen Oj+ k
i i K
roXr,= [-f(2)sen@® f(z) cos & 0
f'(z)cos® f'(z)senfd 1

= f(2)cos Oi + f(z)sen 8 —f(z) f'(2)k
| tpx 1| =f@y 1+ [ @
SiD={(6,2)/0<6 <2z, a<z <b, entonces

2z b
A(S)—j I f@n 1+ [f @] dzd6
0 a

|OBSERVACION. | La formula anterior es del mismo tipo y complementa las
formulas de superficies de revolucion obtenidas en la seccion
4.5 de nuestro texto de Calculo Integral.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6

1. Hallar el area de la parte del plano 3x + 4y + 6z = 12 que esta en el primer octante.

Rpta. v/ 61

2. Hallar el 4rea de la parte del plano X +y +z =6 que esta en el interior del cilindro

X +y =16 Rpta. 324/ 37
3. Hallar el area de la parte del plano 2x + 2y +z = 8 que estd en el interior del
2 3
cilindro eliptico XT + y? = Rpta. 127

4. Hallar el 4rea de la parte del paraboloide z =4 — x> — y* que esta sobre el plano
7T (19312
XY. Rpta.g(n —1)
5. Sea S la superficie que se obtiene cortando el cilindro x* + y* = 16 con el plano

Z=X y que esta en el primer octante. Hallar el area de S. Rpta. 16

6. Hallar el area de la parte del plano 2x + 2y + z =6 que esta dentro del cilindro
x’+y*=1. Rpta. 37
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7. Hallar el area de la parte del cono x* + y* = 7* que esta sobre el triangulo del
plano XY formado porx=0,y=1,y=x. Rpta. J2/2

8. Hallar el 4rea de la parte de la esfera x*+ y* + 2> = @’ que esta dentro del cilindro

X4y =ax. Rpta. 4a7z(a—\/ a’-b? )

9. Hallar el 4rea de la parte de la esfera x*+ y* + 2> = @’ que esta dentro del cilindro
XC+y?=ax. Rpta.2a* (7 —2)

10. Hallar el area de la parte de la esfera x* + y* + 722 = 4z que estd dentro del
paraboloide z=x*+y*. Rpta. 47

11. Hallar el area de la parte del paraboloide z = X* + y* que estd dentro de

la esfera x*+y* + 2> = 4z. Rpta. %(13\/ 13 —1)

12. Hallar el 4rea de la parte de la esfera x*+y* + 2> = 4y que esta dentro de una hoja
del cono X*+7° =y* Rpta. 87

13. Probar que el area de la parte de la superficie X* + y* + > = a* que esta entre los
planosz=b y z=ces A=2nah,donde 0<b<c<a y h=c-b
Sugerencia: Ver el problema resuelto 1.

14. Hallar el area de la parte del plano X Yy
a

5 L 1 comprendida entre los planos
c

coordenados. Rpta %\/ a’b® +a’c® +b’c?

15. Hallar el 4rea de la parte de la silla de montar z=x*—y* que esta dentro del

cilindro X2 +y* =4 Rpta %(17\/ 17-1)

16. Hallar el area de la parte de la silla de montar z=Xy que esta dentro del

cilindro X* +y*=1 Rpta %(Zﬁ - 1)

17. Hallar el 4rea de la porcion del cono 3x* =y* +7* que esta al frente del plano YZ

T

83

18. Hallar el 4rea de la porcion del cono 4z° = x> +y* que esta sobre el plano XY y
en el interior del cilindro (x —1)*+y* =1. Rpta NEY

y en el interior del cilindro y* + z* = 4y. Rpta

19. Hallar el 4rea de la porcion del paraboloide z =8 —x*— y? comprendida entre los
2
z
conos X +y? =72, W4y = -5 20 Rpta %(29\/ 2917417 )
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20. Hallar el area de la porcion de la superficie esférica X* + y* + 27 = a’ que esta
2
X

2

o . (b

dentro cilindro eliptico —-+ k))/_z =1 Rpta 8a” sen™' (;)
a

21. Hallar el area de la porcién del paraboloide
r(u,V)=ucosvi+usenvj+u’k, 1<u<3, 0<v<2r

Rpta %(37\/7—&/? )

22. Hallar el area de la porcion del cono
r(u,v)=aucosvi+tausenvj+uk, 0<u<3, 0<v<2rx

Rpta 9arzy 1+a’

23. Probar que el area lateral del cilindro x> +z*=r* 0<y<hesA=2zrh.
Sugerencia: Aplicar la formula del problema resuelto 6.

SECCION 4.7
INTEGRALES TRIPLES

INTEGRALES TRIPLES EN CAJAS RECTANGULARES

Seguimos el mismo esquema que en la integral doble. En primer lugar
consideramos  funciones de tres variables, f (X, y, z), definidas en un
paralelepipedo (caja rectangular):

Q=[ab]x[c,d]x[r,s]={(xy z)/a<x<h, c<y<d, r<z<s}

Buscamos definir la integral J:‘] f(x,y, 2)dVv .
Q

Tomamos una particion de [a, b] formada por m subintervalos [X;;, X;], una
particién de [c, d] formada por n subintervalos [y;_;, Y;] y una particion de [r, s]
formada por  subintervalos [zy_;, zc]. Con estas tres particiones construimos la
siguiente particién 2 del paralelepipedo Q, formada por los siguientes N = mnq

paralelepipedos de la forma [Xi_, Xi | % [Yj—1, Vil X [Zka1, Z]. 2

a los que numeramos en algiin orden y tenemos
la particion 0

((O:{QlaQZaQL'-wQN} / Y

Definimos la norma de esta particion 2 X

como el niumero
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|| © || = La maxima longitud de las diagonales

de los subparalelepipedos. ”
En cada uno de estos subparalelepipedos Qy

tomamos un punto cualquiera (XZ s Vo Zx ) : “ @,‘ —
El volumen de este subparalelepipedo es /

AV = AX x Ayy.x Az X

N
Con estos elementos formamos la suma de Riemann E f (X Vs Ze) AV,
k=1

DEFINICION. | La integral triple de la funcion f: Q — R sobre Q es el numero
N
][ rousmav = Lim > gz o
Q

I ol-045

en el supuesto de que el limite exista, en cuyo caso se dice que la
funciéon f es integrable sobre Q.

Se prueba que si f: Q — R. es continua, entonces f es integrable sobre Q.

Aunque hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoria de
ejemplos que aqui veremos caen dentro del caso continuo.

Como es de esperar, para el computo de integrales triples se cuenta con las
integrales iteradas, como indica en siguiente teorema del cual omitimos su
demostracion.

| TEOREMA 4.9 | Teorema de Fubini para cajas rectangulares

Si f es continua en el paralelepipedo Q=[a, b ] x [c, d] x [r, ],
entonces

S d b
Ijjf(x,y, 7)dV = j j j f(x, y, z)dxdydz
0 r C a

Ademas, la integral iterada de la derecha puede sustituirse por
cualquiera de las otras cinco integrales iteradas que resultan de
modificar el orden de integracion.

Los posibles seis ordenes de integracion que se insinua en el teorema anterior son:

dxdydz, dxdzdy, dydxdz, dydzdx, dzdxdy, dzdydx
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EJEMPLO 1.| Evaluar j I I6xyzeZdV , donde Q es es la caja rectangular
Q

Q={(xy,2/0<x<2, 1<y<3,0<z<In2}
Solucion

e In2 3 2
Ijj6xy2ezdv I J- 6xy2ezdxdydz—j I 3x2 22 dydz
J 0 1 0
Q

e In2

3 In2 3
= j 12y?e*dydz —'[ [4y3ez]l dz
1 0

J 0

e In2 In2
= [mgeZ —4ez]dz = I 104e’dz
0

J 0

104[e2]:2= 104[e" —e” | = 104[2-1]= 104

INTEGRALES TRIPLES EN REGIONES GENERALES

Extendemos el concepto de integral triple al caso de una funcion w = f (X, y, 2)
definida en regiones tridimensionales (solidos) acotadas. Una region

tridimensional E C R™ es acotada si existe una caja rectangular Q que lo contiene.

Estoes, ECQ

A la funcion f: E ->R la extendemos a todo el rectangulo Q, mediante la

f(x,y,2),si(x, y,2)eE
siguiente funcion  F: Q > R, F(X, y,2) = { (o 4 .)’( e ’)y’ (); £
, si(X,y,2)eQ-

Diremos que la funcion f es integrable sobre E si F es integrable sobre Q y que
la integral de f sobre E esta dada por la integral de F sobre Q. Esto es,

Ijjf(x, y,2)dv = IIIF(X, y,z)dV
E Q

En cursos mas avanzados se prueba que si una funcién f (X, y, z) es continua en una
region E y se comporta “razonablemente bien” en la frontera de E, entonces f es
integrable en E.
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES TRIPLES

Como es de esperar, las propiedades de la integral triples son las mismas que las
de las integrales simples y las integrales dobles. La demostracion de la siguiente
proposicion sigue facilmente de las propiedades de las sumas de Riemann y de los
limites.

| TEOREMA 4.10] Propiedades de las integrales triples.

Sean f(X, ¥, 2) vy 9(x, Y, Z) dos funciones integrales sobre la region
tridimensional E ysean a y b dos constantes.

1. Propiedad de linealidad

III [af(x, y,2)+bg(X, y,z)]dV =a'['[jf(x, y,z2)dV + b'Ug(x, y,z)dV
E E E

2. Propiedad dominante

fx, v,2)>20(x, y,2) = J‘J‘J.f(x, y,z2)dv > J]g(x, y,z2)dV
E E

3. Propiedad de subdivision del dominio

Si E es union de dos subregiones E; y E;que no se sobreponen, entonces

Ijjf(x, y,2)dv = Ijjf(x, y,z)dVv + Ijjf(x, y,z)dV
E E| B

Nuestro interés se concentrard en ciertas regiones tridimensionales a las que las
clasificaremos en tres tipos: z—simples, X—simples y Yy—simples.

REGIONES TRIDIMENSIONALES z-SIMPLES z 2= Uy(%,Y)

Se dice que una region tridimensional E es z—simple
si E estd limitada por abajo por el grifico de una
funcidén continua z = Uy(X, y) y por arriba por el grafico
de otra funcidon continua z = Uy(X, y). Ademas, la
proyeccion de E sobre el plano XY es una region plana
D de tipo I o tipo II. En términos mas precisos,

E= {(x, V,2)/ (X, ¥) € D, ui(x,y) <z < uy(X, y)} / @ !

En este caso tenemos que:

Ur(x,y)
J:[J f(x,y,2)dVv = II I f(x,y,2)dz [dA
E D

Ur(x, y)
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SiD esde tipo I, esto es,
D={(xy)/a<x<b, gi(x)<y<g(X)},

entonces

E={(Xy,2)/a<x<b, gi(x) <y< @), () <z < LY}y

b 900 £ Ya0xy)
Ijjf(x, y,2)dV = '[ I '[ f (X, y,z)dzdydx 1)
e a¥gx vu

1(%.y)
SiD esde tipo II, esto es, D = {(x, y)/c<y<d, h(y)<x< hz(y)}> , entonces,

E={(xy,2)/c<y<d, hi(y) <x<hyy), ui(y)<z < W%, Y)} y

d e Ny Yy
J‘J‘J‘ f(x,y,2)dV = I I J f(x,y,z)dzdxdy ?2)
£ ¢ iy Ju

1(%,y)

EJEMPLO 2. |Evaluar la integral J- J- jZXdV , donde E es la region tridimensional

(tetraedro) encerrada por los planos coordenados y el plano
2x+y+z=6.

Solucién z

La region tridimensional E es tipo z—simple. En

efecto, la region E esta limitada por abajo por el

plano z= 0y por arriba por el plano z=6 —2x — . 226-2x -y

La proyeccion de E sobre el plano XY es el
triangulo D formado por los ejes X e Y y larecta y=
6 — 2X, que es una region plana de tipo I. En términos D —>
mAs precisos: Y

D={(x,y)/0<x<3, 0<y<6-2x}y

E={(X,y,Z)/OSXS3, 0<y<6-2x,0<z s6—2x—y}
Luego,

6-2x-y
I”zmv - 2HdeV - 2I j J xdzdydx N\
6-2%-y
_2I I { } dydx =T 5
3 6-2X 3 1 6-2X
—2.[ I x[6—2x—y]dydx—2j x{(6—2x)y——y2} dx
0 0 0 2 0
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—zj 3x[(6—2x)2—%(6—2x)2}dx— 2] 3x[%(6—2x)2}dx

0 0

:I 3X[(6—2x)2de=I 3><[22(3—x)2]dx

0 0

3 3
—4J~ (9x—6x2+x3)dx: 4[2x2—2x3+lx4} =27
0 2 4

REGIONES TRIDIMENSIONALES x-SIMPLES

Una region tridimensional E es Xx—simple si E

esta limitada por la derecha, siguiendo la z
direccion del eje X, por el grafico de una funcion
continua X = Uy(y, z) y por la izquierda por el 0

grafico de otra funcioén continua X = Uy(Y, 2).
Ademas, la proyeccion de E sobre el plano YZ

es una region plana D de tipo I o II. En términos  x 0

mas precisos, ’

E={(XY.2)/(y,2) € D, U(y,2) SX< Un(Y, 2) } f
X=U,(Y,2)

En este caso tenemos que:
4 %= 0D

Us(y, 2)
Ijjf(x, y,2)dV = II [J‘ 2y f(x,y,z)dx}dA
£ > Ui(y, 2)

SiD esdetipo I, estoes, D= {(y, 2)/c<y<d, gi(y)<z< gz(y)}, entonces,

E={(xy,2)/c<y<d, guy) <2< 0(y), Ui(Y,2) <X < Un(Y, D)} y

d o 9y £ Y2012
J-J‘J‘ f(x,y,2)dVvV = j I j f(x,y,z)dxdzdy 3)
£ Yoy Cu

1y, 2)

SiD esde tipo II, entonces,

E={(xV,2)/r<z<s, k(@) <y<k(2), Uiy, 2) <X < sy, 2)} y

s ko
III f(x,y,2)dVvV = J J j f(x,y,z)dxdydz @
e r kl(Z) u

1(y,2)
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EJEMPLO 3.| Evaluar la integral III ydV, donde E es el solido en el

semiespacio Y > 0 encerrada por los planos y = 0, X = 4 y el
paraboloide x =y’ + z*

Solucion

La region tridimensional E  es tipo
x—simple. En efecto, E estd limitado, a lo
largo del eje X, por la derecha, por el
paraboloide x =Yy* + 7%, por la izquierda,
por el plano X =4. O sea,

u,2)=y +2 y uly,z)=4

La proyeccion D del sdlido sobre el
plano YZ es el semicirculo

Y +72<4, y20,

el cual es una region plana de tipo I, que podemos describirla asi:

D= {(Vaz)/OSySL —4-y® <7< 4-y }

En términos mas precisos, el solido E lo describimos asi:

E= {(x,y,z)/OSyﬁz, —\/4—y2 Szﬁ\/4—y2 Y+ st4}

Ahora, aplicando la integral (3):

[[frov[ [ e [

2 oo 4-y?
= y| 4—y? - 2% |dzdy
Io JA_\/ 4-y? [ ]
2

= J‘:y{(4—y2)z—%z3}% dy

S}
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REGIONES TRIDIMENSIONALES y-SIMPLES.

Una region tridimensional E es y—simple si E Z
esta limitada por la izquierda, en la direccion del y(62)
eje Y, por el grafico de una funcion continua Yy
= Uy(X, 2), y por la derecha por el grafico de otra AN/
funcién continua Yy = Uy(X, Z). Ademas, la —
proyeccion de E sobre el plano XZ es una region
plana D de tipo I o II. En términos mds precisos, “

E={(xY,2)/(x,2) €D, ui(x,2) <y < Uy(x,2)} y= U6

En este caso tenemos que: X

U (x,2)
Ijjf(x, y,z)dV = jj I f(x,y,z)dy |dA
E 5 Ui(x, 2)

SiD esdetipo I, estoes, D= {(X, 2)/r<z<s, gi(z) <x< gz(z)}, entonces,
E={(XY.2)/r<z<s, () <X<02), (X, 2)<y < (X2} y
S 922 f Y2(x2)
J-J‘J‘ f(x,y,2)dVvV = J j I f(x,y,z)dydxdz Q)
g rY9@ Y N

SiD esde tipo II, entonces,
E= {(x, y,2)/a<x<b, kKi(X) <z<ky(X), Ui(x,2) <y < ux(X, z)} y

b k) p Uyx2)
III f(x,y,2)dVvV = I I j f(x,y,z)dydzdx 6)
e a ¥ ky(x) u

1(x,2)

|OBSERVACION. | Los tres tipos de regiones tridimensionales descritas no son
excluyentes. Esto es, puede suceder que una misma region
puede cualificar para ser de dos o hasta de tres tipos a la vez.
El siguiente ejemplo nos ilustra esta situacion. Aqui, la
integral dada es la del ejemplo 3 anterior, donde la regién E
que fue vista como tipo X—simple. Ahora la resolvemos
considerando a E como una region y—simple.




Cap. 4 Integrales Multiples 467

EJEMPLO 4. Evaluar la integral II J ydV, donde E es el sdlido en el
E

semiespacio Y > 0 encerrada por los planos y = 0, X = 4 y el

paraboloide x = y* + 7°. Resolver la integral considerando a la

region E como y-simple.
Solucion

La region tridimensional E es tipo y—simple. En
efecto, La region E esta limitada, en direccion del
eje Y, por la izquieda por el plano y = 0, y la

derecha por la superficie y= v X— 7% . O sea,

WX, 2)=0 vy Uxx,2)=+x—2°

La proyeccion D del solido sobre el plano XZ
es la region plana encerrada por la parabola X =

7* ylarecta x =4, la cual es de tipo I: X
D={(x,z)/—2szs2, z23xs4} 4
En términos mas precisos, el solido E lo describimos asi:
D
E:{(x,y,z)/—z <7152, 22SXS4,OSyS\/X—ZZ} ,
x=1
Ahora, aplicando la integral (5): . y »

2 a4 px-22 2 adr o Nx2?
I I J ydV = I I J ydydxdz = j J {y—} dxdz

. Ld2do0 2d220 2],

2 4 22 4

= lJ' J. [x—zz]dxdz —lj X2 a4z

2) ) 2) |2 2

2 4 5 2
= lJ- L 42 +8|a= L E 25

2] 2 2110 3 .

= |:E_2+16:|: @
5 3 15

APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES.
VOLUMEN

Si E es una region tridimensional, escribiremos V(E) para denotar el volumen de
la region E.
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Recordemos la definicion de la integral triple de una funciéon f : Q — R definida

sobre el paralelepipedo Q:

Iﬂf(x,y, 2)dV = Lim Zf(xk,yk,zk)AVk

ol

Si f es la funcion constante f(X, y, z) = 1, entonces tenemos

”jdv - Lim i AVy = Lim_ V(QK)=V(Q)
k=1
Q

Io >0 IOE

Este resultado también se cumple para regiones E més generales de R’. Esto es,

V(E)_mdv

EJEMPLO 5. | Hallar el volumen del sélido encerrado por el cilindro x* +y* =16 y
losplanosz=5y y+z=10.
Solucién

El sélido E descrito es del tipo 1, limitado por abajo por el
plano z =5y por arriba por el planoz=10 —.

Xt +y2=16

La proyeccion de E sobre el plano XY es el circulo

D={(y/-4<y<a —J16-y <x< 16—y },

al cual lo hemos expresado como una region plana de tipo I1.

Luego,
E= <{(x,y,z)/—4sy£4, —\/ 16—y23xs\/16—y2 ,SSZSlO—y} y

16— y 10-y
V(E) = I.Udv '[ J- '[ dzdxdy
— 16— y 5
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4 m oy 16-y2 10-y 4 oy 16-y?
= I J- [z} dxdy = I J- [5-y]dxdy
49 A 16-y? 5 4 ¥ 16-y?
2

—j 4[ (s—y)X]_j%dyﬂj 4(5—3/)\/ 16— y*dy

-4 —4

4 4
= 1oj \ 16— y2dy - 2J‘ y+ 16— y*dy
-4 -4
4 4
=10/ L 16—y + 8sen—1(1j +F(16—y2)m}
2 4)], L3

= 10[0+87]+0 =807

MASA, CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERRCIA

Los conceptos de masa, centro de masa y momentos de inercia, tratados
anteriormente para dimension 2, se extienden facilmente para dimension 3.

Si un s6lido ocupa la region E de R’ ysi 0 E >R es la funcion de densidad de

solido, entonces

1. Lamasa del s6lidoes M= J-.”‘(S(X’ y, z)dV
E

2. Los momentos respecto a los planos coordenados YZ, XZ y XY son,
respectivamente,

My, —H]x&(x, y, z)dVv My —jjj yo(x, y, z)dVv
Mxy—jII z5(x, y, z)dv .

3. El centro de masa es el punto (i, §, E) donde

My y-Ma 7. My

M M M
Si el cuerpo es homogéneo; es decir si la funcion densidad es constante,

X =

5(x, Y, )=k, las coordenadas del punto (i, v, E) s6lo dependen de la

geometria de la region E del sélido y, en este caso (X, Y, Z) toma el nombre de

centroide de E
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4. Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados X, Y y Z.

Ix = HT(yz +22)5(x, y, z)dV ly= H](xz +22)5(x, y, z)dV

Iz= .“(xz +y2)5(x, y, z)dV

E
5. Momentos de inercia respecto al origen

lo= (x2+y2+22)5(x, y, z)dV

E
Un solido tiene la forma de un cilindro circular recto de radioa 'y
altura h. La densidad del s6lido en cada punto es proporcional al
cuadrado de la distancia del punto a la base.
1. Hallar la masa del sélido.
2. Hallar el centro de masa del solido.

Solucion

Colocamos un sistema de coordenadas como indica
la figura. En este caso, el s6lido ocupa la region E
encerrada por abajo por el plano z = 0, por arriba por
el plano z = h y lateralmente por la superficie
cilindrica x*+y*=a’. La funcién densidad es

ax, Y, 2) = k2,

k es una constante de proporcionalidad

La region E es z—simple y se proyecta sobre el v

circulo y=+aZ—x?
D={(x,y)/—asxsa, —\/az—x2£y$\/az—x2} f“ -
-a /a7x
1. M—H]é(x, y, z)dV
E

y=— a’—x?
a ey aZ-x2 h 1 apey a? %2
=I J j kz?dzdydx = —kh? j J dydx
—a - a2—x2 0 3 _a — 32_)(2
a

a 2
=%kh3jl Ja?—x2dx = %kh3 {3\/ a’ —x +a7sen_lﬁ} =
a
-a

—a

1 ka’h’z
3
2. Por simetria del solido y por la forma de la funcion &X, Y, z), el centro de masa

esta sobre el eje Z y, por lo tanto, es de la forma (0, 0, z ). Luego, solo falta
hallar z .
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o= [[[otecs o= [ [ e

a v 32—X2 a
=lkh4j I dydx—lkh“j Ja?—x2dx = Lka’n?
4 Y- [42_2 2 . 2

7 My lkazh“/%kazh3 _3h
M2 3 4

El centro de masa es el punto (O, 0, ?j

PROBLEMAS RESUELTOS 4.7

4.0 T-X @ 2-X)2
[PROBLEMA 1.] La integral V —J- I J dzdydx representa el volumen
0 ¥3 0

de un solido.
1. Graficar el Sélido.

2. Evaluar la integral cambiando el orden de integracion a dydxdz.
Solucion

1. La integral nos dice que:

a. La region E que ocupa el solido es
z—simple limitada por arriba por el

plano z =2 — g, y por abajo por el
plano z=0

b. Laregion E se proyecta en el plano XY
sobre el triangulo

D, = {(x,y)/0£xs4,33y£7—x}
El grafico del sélido es la pirdmide (acostada) adjunta.
2. El orden de integracion dydxdz nos sugiere que veamos grafico del solido como

una region y—simple. En este caso, E estd limitada por la izquierda por el plano
y =3, y por la derecha por el planoy =7 — X.
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E se proyecta sobre el plano XZ sobre el tridngulo

. . X
formado por el eje X,eleje Z y larecta z=2 — 5 o,

lo que es lo mismo, por la recta X =4 — 2z. Esto es,

D, = {(X,Y)/OSZSZ,OSXS4—22}

L e e
|

0

Luego,

{4X-X7L dz—J‘ (8-22)dz= 32

0

|PROBLEMA 2. | Consideremos el tetraedro E formado por los planos
coordenados y el plano

XYy Z1, a>0,b>0,c>0.
c

1. Expresar el volumen de E mediante
una integral triple considerando a E
como una region z-simple.

2. Expresar el volumen de E mediante
una integral triple considerando a E
como una region X-simple.

3. Expresar el volumen de E mediante
una integral triple considerando a E
como una region y-simple.

4. Probar que el volumende E es V =éabc
Solucion

1. Despejando z de 5+%+£=1; 7= c(l—x/a—y/b) Y
a C

E estéd limitado por abajo por z = 0 y por arriba por

z=c(l-x/a-y/b)
b(1-x/a) c(1-x/a-y/b)
I I J‘ dzdydx

2. Despejando X de 5+%+£=1: x=a(l-y/b—z/c)
a C




Cap. 4 Integrales Multiples 473

E esta limitado por la izquierda por x = a(1-y/b—z/c) z
y por la derecha por x=0 c N\ z=c(i-y/b)
b @ c(l-y/b) @ a(l-y/b-z/c)
\Y —J J. J dxdzdy
0 0 .
0 b'Y
. X y z
3. Despejandoy de —+E+—:1: y=b(1-x/a-2z/c)
a c
X
E esta limitado por la izquierda por y =0 a | x=a(-zr¢)

y por la derecha por y = b(1-x/a—z/c)

¢ p a(l-z/c) @ b(l1-x/a-z/c)
Y, —J J- J dydxdz 7 c Z
0 0 0

4. Calculamos la integral obtenida en la parte 1.

a @ b(l-x/a) c(1-x/a-y/b) a b(1-x/a) X
V—I I I dzdydx = J. J. c(l———ljdydx
090 0 0 ¥ 0 a b

b(1-x/a)

a 2 a 2 a
= c(l—ljy—cy— dx=E (1—5] dx=£ (a—x)zdx
a 2b 2 a 2a’

0 0 0 0

a 378 3
_ b (a2—2ax+x2)dx=£ alx-axs X | = be & abc
2a’ 3

0

| PROBLEMA 3. | Un so6lido de densidad constante &X, Y, Z) = ¢, tiene la forma del
tetraedro E formado por los planos coordenados y el plano

XiYiZ o1, a>0,b>0, c>0.
c

a b
1. Hallar sus momentos.
2. Hallar su centroide.

3. Hallar sus momentos de inercia.

Solucion
X

1. My, —J]I X5 (x, y, z)dVv =III X5, dV = 5OIJI xdV
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A esta ultima integral la desarrollamos como en la parte 1 del problema anterior:

b(1-x/a) c(1-x/a-y/b) b(1-x/a)
M,, = I J‘ I xdzdydx = 50J. J. cx[l———gj dydx

=§0—C ( ) dx = 50% x(a—x)2 dx

a 2,2 3 478
=0, bczj' (a X —2ax* +Xx )dx S — be {_a X, 2 +X }

202 2 3 4

o[ ten o [[[aor=a[ff e

A esta ultlma integral la desarrollamos como en la parte 2 del problema anterior. y
haciendo los célculos obtenemos

b c(1-y/b) a(l-y/b-z/c) 2
M,, = 50-[ j j ydxdzdy = o, ab’c
0 0 24
0
Similarmente,
c @ a(l-z/c) b(1-x/a-z/c) 2
Myy = §0j J- J‘ zdydxdz = ¢, abe
0 J0 0 24
2. M= Ij'[é(x, y, 2)dv = J”&Odv - 50”Idv - soaTbC
E E E

_ 2
_50abc/50abc_3’ y: MXZ:é‘Oab C/ Lm—b
24 6 4 M 24

6 4

El centroide es (%, E < j

3. Calculemos, previamente, las siguientes integrales:

b(1-x/a) c(1-x/a-y/b)
J‘J‘J‘x5xy, dV 50.[ I I xdzdydx
b(1-x/a)
= 50,[ J- ox? (l—i—zjdydx
0 J0 a b



Cap. 4 Integrales Multiples 475

bc 2 2
=0, —— x? (a—x)" dx
¢ 232 (a-x)
be [ ° a’bc
=6 —5 (a2x2—2ax3+x4)dx:50

2a
b c(1-y/b) @ a(l-y/b-z/c) ab3c
b. J:” y*8(x, y, z)dv =50I j I y2dxdzdy =&,
0¥ 0 0 60
E

¢ @ a(l-z/c) @ b(l-x/a-z/c) abc?
c. Jl”z%(x, y, z)dV = 50'[ I j 2’ dydxdz = &,
) o ) 60

Ahora,

Ix= ”‘J-(y2 +22)5(x, y, z)dVv

3 abc®
- J:” y25(x, y, 2)dV +jjjzz5(x, y, 2)dV =6, azoc+5o 0
E E

- 6, 2002 +.?)

’ 60
l,= ”.j(xz +22)5(x, y, z)dV

3 abc’
‘IIIX25(X, y, 2)dV +Ijj225(x, y, 2)dV =5, a6zc +% 760
E E

= 5,22 (a? +c?)
Iz=J“”(x2 +y2)p(x, y, 2)dV = &, a;—t:;:(az +b2)
E

ly= jjj(xz +y? +22)5(x, y, z)dV = &, a6—tg:(a2 +b? +cz)
E

| PROBLEMA 4. | Hallar el volumen de la region E encerrada por los paraboloides:

y=—1+x*+12% y=15-3x*-37
Solucién
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Hallemos la curva donde se cortan los paraboloides:
X+ =15-3% -3 S X +H4Ar=16 &X'+ =4
Los paraboloides se cortan el la circunferencia x* + z* =4 del plano y = 3.

La region E es una region y—simple que estd limitada por la izquierda por el
paraboloide y = —1+ x> + 2%, y por la derecha, por el paraboloide y = 15 — 3x* — 372°.
Se proyecta sobre el plano XZ sobre el circulo D: x* + 2 < 4

y=—1+x2+22 y=15-3x?— 322

Tenemos que:

ol e

Expresamos D en coordenadas polares:

p={(r.6/0<r<2,0<0<27}

j j 16 4r )rdrd& 4J J. 4r—r)drd¢9
[+,

2z
4J‘ 2r’ - —r“} d9=4J- [4]do =327

0

Luego,

\

[PROBLEMA 5.| Hallar el volumen del sélido encerrado por el elipsoide

2 2 2
X z
X Yz
2 b CZ Z

QD

z=cy 1-x%/a? - y2/b?

Solucion

Sea E la parte del elipsoide que esta en el
primer octante.

El volumenV del elipsoide, por razones
simétricas, es igual a 8 veces el volumen de E.

E es wuna regiéon z-simple limitada
inferiormente por el plano z = 0 y superiormente
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por la superficie z = C\/ 1_X2/a2_y2/b2 . 7

Ademas, la proyeccion de E sobre el plano XY

es la region D del primer cuadrante encerrada
22

y

. . X
por los ejes coordenados y la elipse —2+b—2 =1.
a

477

z=cy 1-x3/a* - y*/b?

Esto es,
Dz{(x,y)/Osta,OSySb\/l—xz/az} Y
Luego, b | y=by1-x*/a?

E
a b\/ l—xz/a2 c\/ l—xz/az—yz/b2
= 8'[ I I dzdydx
0 0 0

a b l—xz/a2
—SCJ‘ J- \/l—xz/az—yz/bzdy dx
0 0
Hacemos el cambio de variable:
y= by 1—X2/a2 sen 6, dy=by 1- /a cos #d@

Como y variade y=0 hasta y= b/ 1 , 0 variadeOa %
Luego,

V—SIJJdV t ,

v —zzcjoa [ m(\/l x[a? (1~ /a® )sen ej(bmcosede)] dx

—8bc'[0a J- 1-x*/a? cos&)(\/i/acosﬁdﬁ)}

= 8bcj ) J cos’0do }(1 x*/a? ) X = 8ch‘0a [%}(1_)(2/&2) dx

27rbc (2 27rbc{2a3} 4
a =7

Esto es, V= —rabc .

W[ B~
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.7

En los problemas del 1 al 10, evalGe la integral indicada

@ 0 p 2 1

1. I zy*e*dxdydz Rpta. 6(1—e)

v, -1 0
e 2@ X X+y
2. j 2xyzdzdydx Rpta. 19
v 0 0 8
o 00 /20y
3. j icosldxdydz Rpta. L
J y Yy 2
V3 V3 Xz/2
4. J. I J. cos Y- dydxdz Rpta. 4(r - 2)
0 z 0 z
/2 z y 1
5. j I j cos(X+ Yy + z)dxdydz Rpta. ——
0 0 0 3
/4 0 2yz
6. J. I J- senﬁdxdydz Rpta. 1z
0 sen2z¢ 0 y 12 16
In2 NEY ><+y2 3
7. J‘ J‘ J‘ ye’dzdydx Rpta. —
0 0 16
—In2
2pyp V32 )

8. dxdzd Rpta. =«
.[ Io .[0 x> +17° g P 3
j J. I : ——— 5 dzdydx Rpta. In —81\/> _2

[152_y2 X2 +y?+2? 2 4

4

Ja2-x2 a —x2_y?
10. I J- I J a’-x*—y? dzdydx Rpta. %ﬂ'

En Ios problemas del 11 al 25, evalGe la integral dada en la region E indicada
11. J‘J-J-xyzdv , E=1[0, 11x[0, 1]x[0, 1] Rpta. é
E

12. J‘J-J-ln(xyz)dv, E =1, 2]x[1, 2]x[1, 2] Rpta. 6In2 -3
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13. L dv, E=[1,e]x[1,e]x[1,e] Rpta. 1
JJJ Xyz
.E. J
14. Inx Iny Inz dV , E=[1, e]x[1, e ]x[1,e] Rpta. 1
'..E...
15. (x+y+z)dV, E=[0, 1]x[0, 1]x[0, 1] Rpta. =
B
16. e Y2 dv |, E =10, 1]x[0, 1]x[0, 1] Rpta. (e—l)3
17. sen(x+y+z)dV , E=[0, z]x[0, 7]x[0, ] Rpta. -8
B
18. ydV , E es el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano
Jo
o 3x+ 6y+dz =12 Rpta. 2
19. 622dV , E es el tetraedro de vértices 0,0,0), (1,1,0),(1,0,0)y (1,0, 1)
Jo
Rpta. 1/10

20. J:‘:[ yzdV , E es el tetraedro de vértices (0, 0, 0), (1, 1,0), (0,1,0)y (0,1, 1)

E
Rpta. 1/30

21. J-J‘J‘ ydV , E eslaregion delimitada por z=Yy,z=0 yelcilindro y=1-— X2

E
Rpta. 32/105

22. J‘ de—v3, E es el tetraedro formado por los planos coordenados y por
) (x+y+z+a

elplano x+y+z=a,a>0 Rpta. thZ_%

23. I”(x+y+z)dv, E={(xy.2)/X<z<2-x, 0<y<3} Rpta. 20
E

= .[”6XyZdV’ E={(y.n/0<222-¢ 0<y<x] Rpta. 1
E
5
ZS.III3X2de’ E:{(ny, 2)/0<x<ycosz, 0<y<Dh, OSZS%} Rota. %
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26. Hallar el volumen del sélido encerrado por el cilindro parabdlico y = X* y los

planos z=0, z=3, y=16. Rpta. 256
27. Hallar el volumen del sélido encerrado por el cilindro parabolico y = x* y los
planos z=0y y+z=4. Rpta. %

28. Hallar el volumen del sélido encerrado por los paraboloides

7=4x+y?, 7=4-x"-4y* Rpta. 2—75[

29. Hallar el volumen del solido encerrado por los cilindros parabélicos y = 7%, y=

2 -7 ylos planos x=0,x+z=4. Rpta. %

SECCION 4.8
INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS

CILINDRICAS Y ESFERICAS

Si una region E de R® tiene un eje de simetria, como sucede con un cilindro

circular o con un cono circular, el calculo de una integral triple sobre E puede
simplificarse usando coordenadas cilindricas. Si E es simétrico respecto a un punto,
como es el caso de una esfera, las coordenadas esféricas son las convenientes.

COORDENADAS CILINDRICAS

Recordemos las coordenadas cilindricas desarrolladas en la seccion 1.7 del
capitulo 1.

rr=x+y P(r, 6,2)
X=rcos 8
y=rsen

tanﬁzl
X

x Y. 0)
Supongamos que tenemos una region E de R® que es z—simple:

E= {(x, V,2)/ (X, ¥) € D, ui(x,y) <z < uy(X, y)},

donde D es una region del plano XY.
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Si f: E — R es continua, sabemos que:

U (x,y)
J:[I f(x,y,2)dV = Ij [I f(x, y,z)dz}dA
E D

Ui(x, y)

Si D puede expresarse en coordenadas polares del modo siguiente,
D={(r,0)/ a<0<ph(0) <r <hy(0) },

entonces

B ho(0) up (recosé, rsend)
J:“A f(x,y, z)dVv = j '[ I f(rcosé. rsen®) rdzdrd &
: o h1(6) up(reosd, rsend)
EJEMPLO 1| Sea E el solido limitado por arriba por la semiesfera

z=4 25— N y2 , por abajo por el plano z= 0 y a los lados por el
cilindro x*+y* =16. Ladensidad es &X, Y, 7) =z Hallar:

1. El volumen de E. 2.Lamasa de E. 3. El centro de masa.
Solucion

En términos de coordenadas cilindricas tenemos.

Semiesfera: 2=+ 25—r?

Cilindro: P =16= r=4

D={(r,0)/0<r <4, 0<6 <27}

E={(r.6,2)/0<z <J25-r> ,0<r <4, 0<0<2r}
X
Abhora,

2 o 4 @ V2512 g
1. V=”'J'dV—J- I I rdzdrd @ ~U
T 0 0 0 D

:j MJ' 4[ zr}‘257r2 drdo
0 0

0

4

e 10 3/2
= J. j J 25212 rdrdo=- EI {(ZS—rz) } do
0 0 0

0

1 196

2w
—— 1| r-o81de=120
3_[0 [-98] 3"
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2 e 4 2512
2. M= IJ:[&(X, y,z)dV = .U.[Z dv = J I J zrdzdrd @
0 0 0

I j {—r} drdg= |j I 25 r? rdrd&
1 *T25 , 1
:_I {—rz——r“} do= 68J. dé =136x

2) L2 4 ],

0

3. Por razones de simetria el centro de masa es de la forma (0, 0, E)

- [ [faor [

27 @ 4 0 V2512 27 0 4f 3 \ 25-r2
=J. J. J‘ Z’rdzdrd @ =j J- {—r} drdé
040 o3 ],

\ 3/2 | 27 2]t
25—r rdrd@ = —— {(254 ) } do

0

2
W[ 5764
15 15

M
w _ 5.764 /136”: 1.441
510

El centro de masa es (0, 0, 1441/510) =~ (0, 0, 2.83)

COORDENADAS ESFERICAS

En el capitulo 1, seccion 1.7 vimos que las siguientes ecuaciones relacionan las
coordenadas rectangulares con las esféricas:

F=xt+y 4t
r=psen g,
X = psen ¢cos b,
y = psen @gsen 6,
Z=pcos ¢
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Sea f: E — R una funcion continua, donde E es una region de R* Buscamos

una formula que nos permita calcular la integral triple jjjf(x, y,z)dV
E

cambiando las coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas.

En primer lugar, hallemos una formula que exprese el elemento de volumen dV en
términos de las variables de las coordenadas esféricas. Tomamos un punto
cualquiera (p, ¢, 6). A cada coordenada de este punto le damos un pequefio
incremento, dp, d@ y dg, respectivamente. De este modo hemos obtenido una
pequeiia “caja esférica”, que se muestra en la figura de la derecha, cuyas aristas
miden dp, pd¢ y psen ¢dé. El volumen de esta caja es

dV=(dp) (pdg) (psen $db) = p* sen gdpdpdé.
Por otro lado, si el siguiente conjunto
{(p.0.6) a<0<p g <9<, p(0.6) <p<p:i0.0) }

es el que da lugar al conjunto E, al aplicar las coordenadas esféricas, entonces

'Uj f(x,y,2)dv =
E

B 2Py
j J- j f(p sengcos @, p sengsend, p cosg) p°sengd pdgd o
a ¥ MY P09

EJEMPLO 1.| Sea E el sélido limitado por arriba por la semiesfera x* + y* + 2> = a°,
z > 0 y por abajo por el cono z =4/ 3x2 +3y2 . Si el soélido es

homogéneo, Hallar:

1. El volumen de E. 2. El centroide de E.
Solucion

Cambiamos a coordenadas esféricas. X2+ y2+ 22 = a2

Laesfera: X*+y*+7°=a’ = p'=a’= p=a

El cono: z= 4 3x2 +3y2 .=

pcos g= \/ 3p?sen’s cos’d + 3p’sen’s sen’d

= \/3p25en2¢ (c0520+sen20) = «/_3psen 9 x
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:\/73psen¢ = cosqﬁz«/?senqﬁ = tan ¢= g: ¢:%

- - V4
Esto es, la ecuacion esférica del cono es ¢ =g

Los dos resultados anteriores nos permiten describir al sélido E asi:

{(p0,4)/0<p<a, 0s¢s%, 0<o<2r}

Ahora,

2z /6 a
1. V= '”'J-dv = J‘ J‘ J‘ prseng d pdgde
A 0 0 0
2z /6 1 a a3 2 /6
:j j {_pﬂ Sen¢d¢d9:_'[ j sen ¢ dgd @
0 o L3 0 3 0 0

e |3 B B

= %(2—\/>3)n

2. Tomando &X,Y, z) =1, Tenemos:

M,y = ]] z6(x,y,2)dv —J]] zdv
* E E

e 21 /6 a
= I I (p cosg) p’seng d pdgd &
L) 0 0

e 27 @ 7/6 a a.4 2z /6
= J. j p°d p sengcos ¢ dgd & _TJ j sen¢g cos ¢ dgdé
o Y0 Jo 0 0

4 2z /6 4 2z 4 4
_a [lsenzﬂ do=2 (lxljd‘9= a—(lxlj(Zﬂ) -2,
4 o 2 0 4 o 2 4 412 4 16

Como &X,Y,2)=1, tenemos que M =V. Luego,

2-Mo Mo & Ja, ). B3, )

—7
M V 16 3
Considerando la simetria, el centroide de E es

(o, 0, i—2(2+\/_3)j ~ (0, 0, 0,7a)
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.8

En los problemas del 1 al 6 cambiar a coordenadas cilindricas o esféricas para
evaluar la integral dada.

e 3pm VO J-

3 — 9— B!

e 2 p 2X—X2 a

2. I 2y X* + y* dzdydx Rpta. gaz
0

J o

NS +y dzdydx Rpta. 27772

L dzdydx Rpta. % a’’r

Jz

o o — az—xz

cape \/az—x2 \/az—xz—y2
I

2 22

e 1 e VI1-X y 32 b
4. j (x2 +y2 + 22) dzdydx Rpta. =7
v Y- l—x2 1- xz—y2 3
o a ey atox? a?x2-y? Xyz |
5. J‘ ——2 dzdydx Rpta. —a’
J, Jo 0 X+ 40
e apeVa \,
6. I (X ) dzdydx Rpta. i(eé13 —l)ﬂ'
J_ ¥ Aadd ety 3

7. Hallar el volumen de la porcion de la esfera x* + y* + 2% < 16 que esta dentro del

cilindro X2 + (y — 1)’ = 1 Rpta. §(3 -4)

8. Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por el cono z* = x> + y*,
inferiormente por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro x* + y* = 2ax

Rpta. 32a°/9

9. Hallar el volumen del s6lido limitado por arriba por la esfera x* + y* + 2> = 4, por
abajo por el cono 322 =x>+Yy%, y en el semiespacio superior z>0. Rpta. 47

10. Hallar la masa del so6lido limitado por una esfera de radio a cuya funcion de
densidad es p(X, y, z) = X* + y* + 7* Rpta. %aS pa

11. Hallar el centroide del solido homogéneo que estad dentro del paraboloide
z=x*+y’ y fueradel cono z° = x> +y~. Rpta. (O, 0, 1/2)
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SECCION 4.9

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES
MULTIPLES

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

DEFINICION. | Se llama jacobiano de una transformacion
T(u, v) = (x(u, v), y(u, v))

al determinante de su matriz jacobiana. Esto es,

X
o(xy) |ou oul|_ox oy ox oy

Ju,v)=—= =
V) d(u,v) x oy ou ov oV du

ov oV

[ TEOREMA 4.11| Cambio de variable en una integral doble

Sea T una transformacion que lleva la region S del plano
UV sobre laregion D del plano XY. Si se cumple que:

1. T es de clase C' y es uno a uno, excepto quizas en la
frontera de S.

a(x,y)
2. ——=# 0, para todo punto de S.
o(u,v)
3. Lafuncion f: D — R es integrable
Entonces,
fouy) da= || fow. ywv| 259 | qugy
o(u,v)
D s

EJEMPLO 1. | Demostrar que el cambio de una integral doble de coordenadas

cartesianas a coordenadas polares, dado en el teorema 4.6,

B peb
J-J- f(x,y) dA —J- J- f(rcosé, rsenf) rdrd@
a a
R

es un caso particular del teorema anterior.
Solucién

En este caso tenemos que la transformacion
T(r, )= (rcos 6, rsen #),o0sea X=rcos ¥, y=rsené,
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lleva el rectangulo S = {(r, O/asr<bh, a< < ﬂ} del plano 10 a la regién R del
plano XY. 0

Y
R
R
B T o
B EEEE— (/
S
al__ R ’eﬂa
1 : 7
L r <
Tenemosque 0| , b o X
OX
o(x,y ar  or cosd send
( ) o o =rcos’0 + rsen’d =r
o(r.0) ox —rsend r cosé

20 00
Luego,

”f(x y)dA = J.J.f(rcosﬁ rsené’)‘ A%Y) y) drdo

B pb
= JAJ‘ f(rcos®,rsend)rdrdd = J- J- f(rcos®, rsend) rdrdd
a a
S

EJEMPLO 2.| Evaluar la integral J‘J‘ e’ **dA , donde D es el triangulo formado

por larecta x + y=4 y los ejes coordenados.
Solucion
u=y-x

Consideramos la transformacion .
V=Yy+X

. . v—-u V+u
Despejando U y V obtenemos las igualdades X = - yy= 5 con las cuales

definimos la transformacion T(u, v) = (X, y) = [%,%}

Hallemos la region S en el plano UV que es llevado por T a la region D del plano
XY. Para esto, hallamos los segmentos que constituyen las fronteras:

EjeX: y= 0:y—%=0: V+u=0 = v=-u
. v-u
EjeY: x=0= X:T =0= v-u=0 = v=u
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Rectax+y=4 :x+y=%+ %:4 =v=4

Luego, S= {(u,v)/—vsugv, OSVS4}

jes
x x| |11
oxy) lau av|_| 2 2 |__1
owv) |y ¥ | L 1| 2
ou ov 2 2
En consecuencia,
y-X u 1 1 4 0v U 1 4
J] eV”dA—.U e‘/‘ —— |dudv= — eVdudv= —I v[e“/"] dv
2 0 v 2J) -V
D S

En el ejemplo anterior, con el cambio de variables se consiguié simplificar el
integrando. Algunas veces también se busca simplificar la region de integracion,
consiguiendo  reemplazar regiones complicadas por rectangulos, tridngulos o
circulos. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situacion.

2
EJEMPLO 3.| Evaluar la integral J.j y—zsen (xy)dA , donde D es la region del
X
D

primer cuadrante encerrada por las hipérbolas xy=1,xy=4 1y las
rectas Yy =X, Yy =>5X
Solucién

Al integrando y a las hipérbolas que limitan a D los escribimos asi:
2

2
z—zsen(ﬁxy) = (%j sen(7zxy), %: 1, %: 5,

lo cual nos sugiere que el cambio de variables que nos conviene es el siguiente:
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u=xy, v=§ 1)

Hallemos la region S del plano UV que corresponde a la region D del plano XY

Xy=1= u=1, xy=4 = u=4,
y:x:>1:1:>v:1, y:5x:1:5 =>vVv=5
X X

Luego S es el rectangulo S= {(u,v)/lSuS4, ISVSS}

Despejando X e Y de las ecuaciones (1):
1/2
x=x(u, V) = (Ej , Y=Yy, v)=(uv)
Vv

La transformacion T: S — D esta dada por T(u, V) = (X, Y) :((u/v)l/2 . (u )1/2)

1/2

Y
v,
5k
s T |
1 |-
—4 >y
0 1 4 —
0

1 1 u

o(x,y) Wuw  2v\v

o(u,v) l\ﬁ 1fu |
2V u 2V v

Ahora,
2
J‘J.z—zsen(ﬂ'xy)dA —I vsen (7u) % dudv
s

D

405 1
= J‘ j vZsen(rzu) (—j dvdu
L J 2v

1 405 1 4 v2 3
= —J‘ j vV sen(zu) dvdu = —j Sen(ﬁu){—} du
2 1 1 2 1 2 1

2

4
= 6-[ sen(zu) du= 6|:—lCOS(7ZU):|
1 4 1 4
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En los dos ultimos ejemplos anteriores, para hallar la transformacién T(u, v) =

o(x.y)
o(u,v)
definiendo las variables Uy Vv en términos de X e y. Esto es u=u(X,y) y v=V(X,Y).
Luego, hemos despejado X e Yy en términos de U y V: X = X(U, V), y = y(u, v).
Algunas veces estos despejes son engorrosos o dificiles. Cuando se tropiece con esta
dificultad, para salvarla se puede usar el siguiente resultado, que se prueba en cursos
mas avanzados,

0 0
o(xy) o(u.v) =1, de donde obtenemos, o(xY) =1 (uv)
o(u,v) o(x,y) d(u,v) o(x,y)

3
EJEMPLO 4. | Evaluar la integral J‘ J‘ (x2 + y2> dA , donde D es la region del
D

(x(u,v), y(u,v)) y su correspondiente jacobiano , hemos empezado

primer cuadrante encerrada por las hipérbolas:

xy=2, xy=3, X¥-y'=1, ¥-y' =4
Solucién

Hacemos el siguiente cambio de variables:
u=xy, v=x -y 1)
Hallemos la region S del plano UV que corresponde a la region D del plano XY
Xy=2= u=2, xy=3 = u=3,
X¥-y=1=>v=1, X-y=4=v=4
Luego, S esel rectangulo S= {(u, V)/2<u<3, 1<v< 4}

No trataremos de encontrar la transformacion T, por ser el despeje no muy simple.

Vv

De acuerdo a las ecuaciones (1) tenemos:
2
A+ = 4x2y2 + (X2 _ yz)z _ 4x2y2 x4 2x2y2 + y4 _ (Xz n yz) —

X4y = 4u? +v? 2

Por otro lado, teniendo en cuenta las igualdades (1) y (2),
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:—2(x2 + yz): 2 4u? +v?

a(x,y)_l/a(u,v)_ 1

o(uv) [ a(xy)  oJau? +

J-J- x +y dA II 4u? +v2 )‘_@(x,y)
o(u,v)

H (42 + 3/2 ! dud
U V —auav
24 4u? +Vv?

= lJ‘J‘(4u2 +v? )dudv: l.[ 3-[ 4(4u2 +v? )dvdu
2 2J, 0

S

3 4 3
_1 {4u2v + lvﬂ du= L (12u2 +21)du _8
2J), 3 2), 2

1

dudv

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

La formula para el cambio de variables para una integral triple es muy similar la
formula correspondiente a la de una integral doble.

Sea T: S —> E, T(U, v, W) = (X, ¥, Z) , una transformacion que lleva una region S
del espacio UVW sobre una region E del espacio XYZ determinada por las funciones

X =X(U, v, w), y=y(u, Vv, w), z=12(u, Vv, w)
El jacobiano de T es el determinante

ou ov ow

o(x,y,z
J(u, v, w) = —( y ): ¥y ¥y
o(u,v,w) ou v ow
2 a a
ou ov ow

Si Tes uno auno, de clase C"", su jacobiano no se anulaen Sy f: E - R es
integrable, entonces

”:[ f(x,y,2)dVv = J-J-J- f(x(u, v, w), y(u,v,w), z(u, Vv, w))

o(xy.2)
o(u.v.w)

dudvdw
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EJEMPLO 5. | Sabiendo que el volumen del sélido encerrado por una esfera de
radio r es V =§7zr3, verificar que el volumen del sélido E

2 yz ) 4
encerrado por el elipsoide —+-—+—=1es V= —rabc
22 2 3

Solucion

Sea T(u, v, W) = (X, Y, 2z) la transformacién que lleva al espacio UVW sobre el
espacio XYZ determinada por las funciones componentes:

X=au, y=hv, Z=CW
2

+w? =1

En el espacio UVW, consideremos la esfera u? +v

X
Tenemos que U= —, V=
a

Esto es, si S es el solido
encerrado por la esfera
anterior, entonces la
transformacion T lleva al
solido S sobre el solido E.

Ademas,
a 0 o0
o(x,y,z
aeye) gy g
o(u,v,w)
0 0 c
Luego,
Volumen(E) = dv = dudvdw = I.[ .[ abc dudvdw

= abc'['['[dudvdw = abc (Volumen(S)) =abc (?ﬂ(lf} = %ﬂabc
S

EJEMPLO 6.| Deducir, mediante la formula de cambios variables, la formula para
integrales triples en coordenadas esféricas.
Solucién

Tenemos que: X=psen ¢gcos 6, Y= psen @sen b, Z=pcos ¢
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seng cosd —p seng send p cos¢g cosd

o(x.y.z)
W: seng send  p seng cosf  p cosg send
(0.0.9) cosd 0 —p seng
—p seng send p cosg cosé seng cosd —p seng send
= cos¢ —p seng
p seng cosd  p cosg send seng send  p seng cosf

= cos ¢(—p2 seng cos¢ sen’6— pseng cose 00529)
-p sen¢(p sen2¢ c0529+p sen2¢ senzﬁ)

= p’seng cos’p— p’seng sen’¢ =— pseng

o(x,y,2)

o(p.6:9)
IJ] f(x,y, 2)dVv —III f(p seng cosd, p seng send, p cosd) p’seng d pdgd o
E s

Luego, = p’seng y

COORDENADAS ESFERICAS GENERALIZADAS

Se llaman coordenadas esféricas generalizadas o coordenadas elipsoidales a
las coordenadas (p, 6, ¢) definidas por las formulas:

X=apsen ¢gcos 6, y=bpsen gsen 6, z=cpcos ¢,dondea>0,b>0,c>0

Se cumple que

2 2 2
X z
ol Zop M
a b= ¢

Ademas, siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo anterior, se obtiene:

asen¢gcos @ —apsen@send ap cos ¢ cos

o(x,y,2) _ 2
8—6’¢5)_ bsengsend bpsen@gcosd bpcosgsend | =-abcpsen ¢
(.0, ¢ cosd 0 —Cp sen ¢
o(X, Y,z
Luego, w = abc p’sen ¢.
o(p,0,9)
2oy 22
EJEMPLO 7. | Evaluar JJI 1——2—b—2——2 dV , donde E es la regiéon
a C
E
2 22
encerrada por el elipsoide. a—2 + b_z + 0_2 =1

Solucion
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Cambiamos a coordenadas esféricas generalizadas
Xx=apsen ¢gcos 6, y=bpsen gsen 6, z=cpcos ¢
La transformacion T correspondiente nos lleva la region
S ={(p, 0,9)/0<p<1, 0<0<2n, 0< g<m, }

oy 22
sobre la region E encerrada por el elipsoide —+-—+—=1
a’ b* ¢?

Ahora,

oy
J‘J.J‘ 1——2—b—2——2 dV:Jff(l—pz)(abszsen ¢)dpd0d¢
E a ¢ s
1 T @27
abcj j j (l—pz)pzsen¢d0d¢dp
0o Y 0d0

1 T
ZabCﬂJ‘ J- (l—pz)pzsen¢d¢dp
0
0

1
—2abC7rj (l—pz)pz[—cosqﬁ]gdp
0
1 1
=4abC7rJ- (l—pz)pzdp=4abC7zJ‘ (pz—p4)dp
0 0
15 1 5] 8
—saber| L3 L5 = 8 can
ac;{}p P L 5 abe

(SABIAS QUE. ..

CARL GUSTAV JACOBI  (1804-1851) naci6 en potsdam, [
Alemania. De ascendencia judia. Desde pequefio se distingui6 por |
su facilidad para la matemética. A los 12 afios ya tenia la |
preparaciéon para entrar a la universidad, sin embargo el |
reglamento de la Universidad de Berlin exigia a sus postulantes la | @S
edad minima de 16 afios. Jacobi tuvo que esperar 4 afios. Recibi0
su Doctorado en esta universidad el afio 1825. Hizo
contribuciones notables en el campo de las funciones elipticas y en
la teoria de los determinantes. El determinante que ahora lleva su
nombre fue presentado por él en 1841. Este mismo afio, Jacobi
generaliz6 el simbolo & para las derivadas parciales, el cual fue
introducido por primera vez por el matematico francés A. M.
Legendre (1752-1833).
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.9

[PROBLEMA 1.]| Evaluar JI sen(y +x)cos(y — x)dA, donde E es la region
E

trapezoidal cuyos vértices son (7, 0), (27, 0), (0,27) v (0, 7).
Solucion

. ., Uu=y-—xX Y \
Consideramos la transformacion .
V=Yy+X .22

Despejando X y Y obtenemos las igualdades

X = % _ Yy con las cuales definimos ook E
V-U V+u \
la transformacion T(u, V) = (X, y) = (T,%j o o @z 0)

Hallemos la region S en el plano UV que es llevada por T a la region E del plano.
Haciendo uso de la las ecuaciones U=y —X, v =Y + X hallamos que:

El punto (X, y) = (7, 0) viene del punto (U,V)=0-7,0+ 7)= (-7, 7)

El punto (X, y) = (27, 0) viene del punto (u,v)=(0-27,0+27)=(-27,27)
El punto (x, y) = (0, 27, viene del punto (U,Vv)=Q27z—-0,27+0) =27z, 27)
El punto (X, y) = (0, 7) viene del punto (U,V)=(7z—0,7+0)= (7, 7)

EjeX:yzO:y:%ZO: v,
VHu=0 = v=-u (27,27 2y 2z 2m)
EeY: x=0=> x=+—" —0= S
2 v=-—u v=u

v-u=0 = v=u

Recta X +y=r :X+y_v—u+v+u_ﬂ
2 2 U

=>V=r

- V+u
Recta x+y=27 :>x+y:%+ TZZ/I =>vVv=2r

Luego, S es laregion trapezoidal del plano UV cuyos vértices son

(-7, 7)), (2x,2r7), 2x,2x), (7, 7).
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El jacobiano de T(u, v) = (u,uj es
2 2
oX OX 1 1
oxy) lou av|_| 2 2|_ 1
o(u,v) oy oy 11 2
ou ov 2 2
En consecuencia,
Ij sen(y +x)cos(y — x)dA= IfsenVcos u —% dudv
E s

v

2z \ 1 2z
.[ I sen vcos U dudv = —I sen V[sen u } dv
V.4 -V 2 T —v

27 2z
J‘ sen Vv {sen v—sen (-V) } dv = J- sen?v dv
V4 V3

27 1 1 2z p
(l—cos 2v)dV:— V——sen2v| = —
. 2 2 2

Va

N | —

N | —

N | —

|PROBLEMA 2. | Hallar el area de la region E del primer cuadrante encerrada por
las curvas y=X>, y=4x, x=y°, x=9y’.

Solucién
N X N
Sea u:%: yx3,v:—3: xy YN v=xX' | yEad
X y
X = 3
=y
Tenemos que: -
_ 3 y _ _
y=X :—371:> u=1 x=9y?
X
y=4x = %z4:>u:4 X
X

x=y = %:1 = v=1
y

x=9y = X 9= v=9
3
y
Luego, la region correspondiente a E en el plano
UV es el rectangulo S=[1, 4]x [1, 9]
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o(X,
Hallemos el jacobiano 6§ y)) . En vista de que despejar X e Yy en términos de U
u,v
_ ] o(x.y) o(u,v)
y Ves complicado, procederemos aplicando =1
o(u,v) o(x,y)
Bien,
a(u,v —3yx X3
(u,v) 3’_3 = oyxtxy 3y~ 383
o(x.y) y —3xy X’y
Luego
o(X, o(u,v
( y): ( ):1 8 :lxayz )
o(u,v) a(x,y) xy> 8
Pero,
Yy x_ 2,2_ 1 _ 3.3_ 1
uv—x—3 y_3_ x2y? =Xy szy_ul/zvl/z = Xy 432372 2)
Reemplazando (2) en (1):
o(x.y) _ 1 _ 132802
a(U,V) 8u3/2v3/2 8
Ahora,
Areade E= || dA = dudv =”-%u‘3/2v‘3/2dudv
s

En los problemas del 1 al 7 hallar el jacobiano olx, ) o(x..2)
u,v) (u,v,w)
a(x,
1. x=u-3v, y=2u+v Rpta, (xy) _ _7
o(u,v)
_ _ a(xy)
2. x=au+bv, y=cu+adv Rpta. —ad—bc



498 Cap. 4 Integrales Multiples

o(Xx,
3.x=U"-vV, y=u+v Rpta. ( y):2u+1
o(u,v)
o(X,
4. x=e"cos v, y=e'senv Rpta. (xy) _ e
o(u,v)
2u 2v a(x.y)
5. x= , Y= - Rpta. =4
u? +v2 u? +v2 o(u,v)
o0(X,y,z
6. X=UW, Y=UV,Z=VW Rpta. (xy )=uv2w
o(u,v,w)
7. x= eu y= UV 5 — gUtviwW Rpta M: e3u+2v+w
’ ’ " o(u,v,w)
En los problemas del 8 al 11 despejar x e y en términos de uy v,y hallar el
a 9
jacobiano (X y).
o(u,v)
8. u=x'—y’, v=x*+Vy> donde x>0,y>0.
1 1 a(x,y) 1
Rpta. x=——+/ v+U, y=—+/V-uU, =
\/E \/3 a(u:v) 4\' V2_u2
o(Xx,
9. u=1, v =Xy, donde x>0,y >0. Rpta.x= X, y=+ Uv, ( y): _ L
X \ u d(u,v) 2u
a(xy) 1
10. u=xy,v=x—-Xx Rpta.x=u+v, y= , = —
y y P y u+v’ a(u,v) u-+v

3 d(x
11. u=xy, v=xy’, donde x>0, y> 0. Rpta. x = w y=.] v ( ,y):i
v u’ o(uv) 2v

12. Sabiendo que el area de circulo de radio r es A =z r’, mediante el cambio de
2 2

coordenadas X = au, Yy = bv, verificar que el area de la elipse —2+y—2 =les
a“~ b

A= abr

y—2X .,
13. Calcular 5 dxdy , donde D es la region encerrada por las rectas y = 2x,
y+2x
D
y=2x+2, y=2-2X, y=6—2X. Rpta. %lnB

Sugerencia: Sea u= y—2x,v=y+2x. De donde u= % , U= %
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14. Calcular JI(X+ y)2 e*Ydxdy, donde D es la region encerrada por las rectas

15.

16.

17.

X+ty=1, x+ty=3,2-y=2, y—x=0 Rpta. 123(e —1)

Sugerencia: Sea u=x+y, v=x—Yy. Dedonde x:%, y:%

sen (X —
Calcular J‘j y dxdy , donde D es la region triangular encerrada por

cos(x+y)
V4 1 V4
lasrectas y=0, y=X, X+y=—. Rpta. —In 2+\/_3 - =
y=0,y y=3 pta. —In(2+43) - =
Hallar el area de la region D del primer cuadrante encerrado por las rectas
y=2Xx, y= %X y las hipérbolas xy = 1, xy = 3. vA
y=2X
Rpta. 3
A y=x/2
Sugerencia: Sea u=xy, Vv :X. De donde 0 xv=3
X =1,
x=ul/2y12 gl x

Hallar el area de la region D del primer cuadrante encerrado por las parabolas:

1
y=x, y= XLy =syT=x v4
Rpta. 4
y: X
Sugerencia: Sea u=-—,v=-—_ De donde
y
x=u/3v23 y=u2/3vl/3

18. Hallar el area de la region D del primer cuadrante encerrado por las curvas
xy=2, xy’=1, xy’=7. _
Y ‘}xy 2
Rpta. In7

Sugerencia: Sea u=xy, v=xy’. De donde

x=ud/2 2yt 2
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2 2
19. Evaluar I j l—X—z—;—z dA, donde D es la region del plano encerrada por la

a
D

x> y? 2
elipse —+5=1 Rpta. —abx

a- b 3
Sugerencia: Sea X =ar cos 6, y=br sen 6.

20. Hallar el volumen del so6lido E acotado por arriba por el plano x +y +z = 6,

2 2

por abajo por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro eliptico ry + yT =1

Rpta. 67
Sugerencia: Sea X =3rcos 6, y=2r sen 6.

21. Evaluar j JAJ. X’y (Z - y)3 dV donde E es el solido encerrado por las superficies
E

x=1, x=5, z=y, z=y+1, xy=1, xy=3 Rpta. 16
Sugerencia: Sea U=Xx, v=2-Y, W=Xy

22. Hallar el volumen del sélido E acotado por arriba por el paraboloide z = x> + y?,
2
por abajo por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro eliptico XT +y? =1

Rpta. 57/3
Sugerencia: Sea X=2rcos 6, y=rsen 6.

22. Hallar el volumen del so6lido E en el primer octante acotado por los cilindros
hiperbolicos xy=1, xy=2, yz=1, yz=4, xz=1, xz=9,

Rpta. S(x/_2—1)

Sugerencia: Sea u=xy, v=yz, w=xz. Observar que x*y*z*=uvw
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GEORGE GABRIEL
STOKES
(1819-1903)

Sir GEORGE GABRIEL STOKES, primer Baronet, fue un fisico y matematico
valioso, que hizo importantes contribuciones en dinamica de fluidos, 6ptica y la
matematica. En este ultimo campo es mas recordado por el muy conocido teorema
que lleva su nombre, el cual lo estudiaremos mas adelante.

G. Stokes naci6 en Skreen, Irlalanda. Después de estudiar en Skreen, Dublin y
Bristol, en 1837 ingresd en Pembroke Collage de la Universidad de Cambridge (
una de las universidades mas antiguas y mas prestigio en el mundo) de donde se
graduo cuatro afios mas tarde con los mas altos honores.

En 1849 le concedieron la muy prestigiosa Catedra Lucasiana de matematicas
de la Universidad de cambridge. En 1851 fue incorporado como miembro de la
Royal Society. En 1854 lo eligieron su secretario y en 1885, su presidente, cargo que
conservo hasta 1890. Por sus valiosas contribuciones a la tecnologia y la ciencia, en
1889 le fue otorgado el titulo noble de Baronet.

El teorema de stokes fue conjeturado, sin demostracion, por Lord Kelvin el afio
1850. Este comunicé su conjetura a G. Stokes, quien lo propuso a los estudiantes que
concursaban en el examen del Smith’s price en Cambridge el afio 1.854. En ese
examen estuvo, como estudiante, J. K. Maxwell. Mas adelante, cuando Maxwell
comentaba este problema lo llamaba Teorema de Stokes.

LA CATEDRA LUCASIANA DE MATEMATICAS, U. DE CAMBRIDGE

La Catedra Lucasiana es, sin duda, la mas famosa y prestigiosa catedra
académica del mundo. Fue fundada en diciembre del 1663, gracias a un donativo de
Henry Lucas (1610-1663) a la Universidad de Cambridge. H. Lucas fue un mimbro
del parlamento inglés representando a la universidad. En su testamento dejé
establecido que su donativo a la universidad se invirtiera en la compra de terrenos
suficientes para obtener una renta anual de 100 libras, con las cuales se pagaria el
sueldo de un sobresaliente profesor de matematicas.

El rey Carlos Il oficializé la creacion de la catedra el 18 de enero de 1664. Al
siguiente mes, Isaac Barrow, el profesor de Isaac Newton, se hizo cargo de la
posicion. El siguiente ocupante fue el propio Isaac Newton.

La catedra ya tiene 349 afios de existencia y ha sido ocupada
por 18 cientificos ilustres, entre los que estd George Stokes. El
ocupante actual es el matemético Michael Green y el anterior, fue
el famoso fisico tedrico Stephen Hawking (1941-) muy conocido
por su obra Una Breve Historia del Tiempo. Hawking padece de
una enfermedad motoneuronal, que lo ha incapacitado
fisicamente.

S. Hawking
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SECCION 5.1

CAMPOS VECTORIALES

Un campo vectorial en R" es una funcion
F-DCR"> R"
que asigna a cada punto (X4, X, . .. X,) del dominio D un vector
F(Xu X2, ., Xn) -

Nosotros nos concentraremos s6lo en los dos casos particularesn=2 6 n=3.

Si n=2, Fesun campo vectorial en el plano y lo expresaremos asi:
Fixy)= P(xy)i+ Q(xy)j, F=Pi+Qj 6 F=(P, Q)

Las funciones P y Q son las componentes de F y son funciones escalares:

P,Q:DC R’ R
A este tipo de funciones las llamaremos campos escalares.

Si n =3, F esun campo vectorial en el espacio y lo expresaremos asi:
F(xy,2)=P(xy,2)i+Q(x,v,2)j +R(x,y,z)k, F=Pi+Qj+Rk o
F=(P,Q R)
Un campo vectorial F: DC R"— R", es de clase Csi cada

una de sus n componentes es de clase ck

[ CONVENCION/ Convenimos que de aqui en adelante, a menos que se diga lo
contrario, los campos que aparezcan seran de, al menos, de clase

c®.

REPRESENTACION DE UN CAMPO VECTORIAL

Para obtener una representacién de un campo F, en cada punto (x, y) 6 (X, y, z) de
su dominio se dibuja una flecha que represente al vector F(x,y) o F(x, Y, 2).

z F(x,y,2)

Y F(x.Y)
X /‘ -
x v
0 —> A/ 0
X \
v |\ X
Campo vectorial en el plano Campo vectorial en el espacio
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EJEMPLO 1. | Describir el campo vectorial

F(xy) = (-y,X)=-yi +xj
Solucién

Evaluamos el campo en algunos puntos:

F(1, 0)= (0, 1), FO, 1)= (-1, 0),
F(-1, 00= (0, -1), FO, -1)= (1 0),
F2, 2)= (-2, 2), F(-2,2)= (-2, -2),
F(-2,-2)= (2, -2), F2, -2)= (2, 2).

Los dos graficos siguientes representan al campo F.  En el grafico de la izquierda
hemos dibujado los ocho vectores antes calculados.

El grafico de la derecha fue
logrado con un sistemas algebraicos de computacion.

Y

e A NN
iy
??/‘.,,—---—‘—\‘\\\
\ NOAS Rt s o
H - LY
/ A A M
[
i Lone, A LR
0 X 1i‘.—1..-...1-rf.
> Vv SR
N ER I N A &
AN NN 2 AL
NANNNSs e
\\\_\\__‘,__,;////
\\\\ah-"'"""///
NN T L. - err S

EJEMPLO 2.| Campos Gravitatorios

Una masa M situada en el origen de coordenadas ejerce una
fuerza de atraccion gravitatoria sobre una masa m situada en el

punto (X, y, z) distinto al origen. La ley de gravitaciéon de Newton
establece que esta fuerza esta dada por

— GMm
F(Xv y! Z) = ﬁu! (1)
X"+y +12Z

donde G es una constante gravitatoriay u es el vector unitario en
la direccion del origen en el punto (x, y, 2).

Z
Si r=(xy,z)=xi+yj+zk es el vector de posicion

Y |¥
del punto (x,y,z) y r=| r| = x* +y? +z%, entonces v /¥

u :"_r" y alaigualdad (1) se puede escribir asi:
r

_—~GMm _—-GMm r _—GMm X
F(x,y,2) = us=

r2 r2 ﬂ: s T (2)
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EJEMPLO 3.| Campos de fuerzas eléctricas

Los campos de fuerzas eléctricas estdn dadas por la ley de
Coulomb, la cual establece que la fuerza ejercida por una
particula con carga eléctrica q; situada en el origen (0, 0, 0) sobre
otra particula eléctrica de carga q, localizada en el punto (X, Y, 2)
esta dada por

g1 q c r cq;q
F(oy,2)= iy = S T2 Bl )
r r ||’|| r
donde c es una constante, r= xi+yj+zk, r=|r|| y u= h
r

Observar que los campos de fuerzas eléctricas y los campos gravitatorios tienen la
misma forma. En efecto, si k =— GMmen la ley de Newton o k= cg;q, enlaley

de Coulomb, entonces ambas leyes tienen la forma:
k
—r
r

F(x,y, z) = Lzu
r

DEFINICION.| Si r=xi +yj+zk ysi kesunaconstante. Un campo F es un
campo cuadratico inverso si es de la forma:

F(x.y,2) = k r=Lu,donde u=

[P Al Il

CAMPO VECTORIAL GRADIENTE. OPERADOR NABLA

En el capitulo anterior, en la seccion 3.6, se estudi6 el gradiente de una funcion
escalar. Si la funcién f(x, y, z) tiene derivadas parciales se establecio que el
gradiente de f es la funcion vectorial:

Vi(xy,2)= e (xy,2)i +f,(xy,2)j+ f,(xy.2)k
O bien,
Vi =(f,, £, f,) = fi +fj+ f,k 1)
A Vf (x, Y, z) lo llamaremos campo vectorial gradiente.

Si f es una funcién escalar de dos variables, tenemos que:
Vi (xy)= fo(xy)i +f,(xy)]

Inspirados en la igualdad (1) definimos el operador nablaVv del modo siguiente:

V:i£+ji+ ki
ox oy oz

Este operador, aplicado a la funcion escalar diferenciable f, nos da su gradiente
Vi =(f,, £, 1) = fi +fj+ f,k

xr lys 1z
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| TEOREMA 5.1 Propiedades del operador nabla.

Si f y g son funciones diferenciablesy a, b, ¢ son constantes,
entonces

1. Reglade la constante: Vvc=0
. Regla de linealidad: V (af +bg)= avf +bvg

2

3. Regla del producto: fg)= fVg+gVf

4 £")= nf"vi

ij gi—ng, g0
g

. Regla de la potencia:

(
5. Regla del cociente: V(

Demostracion

Ver problema resuelto 10 de la seccién 3.6

DEFINICION.| Campo conservativo.

Un campo vectorial F es conservativo si es el campo gradiente
de una funcion escalar. Esto es, existe una funcién escalar f tal
que

F=vf
En este caso, de dice que f esuna funcion potencial de F.

EJEMPLO 3.| Verificar que f(x, y, z) = 2x%y® — z* es una funcién potencial del
siguiente campo vectorial.

F(x,y,2) = 4xy’i + 6x%y?j—4z°k
Solucién
Tenemos que f, (x,y.z) =4xy>, f,(xy,2)=6x"y*, f,(xy,2)=-4z
Vi (xy,z)= 4xy’i + 6x°y?j-42°k =F(x,y, 2)

DIVERGENCIA
Sea F(x, ¥, 2) = P(x, ¥, 2)i + Q(x, ¥, 2)j + R(x, y, 2)k un campo

vectorial, cuyas funciones componentes, P, Q y R son
diferenciables. Se llama divergencia de F al campo escalar

divF=V..F= <6 a a>.<P,Q,R>:@+@+@
' a ox oy oz

Si F es un campo plano F = Pi + Qj, entonces

divF=V-F=<£, i> . <p, Q >_@+@
ox oy ox oy
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EJEMPLO 4.| Si F(x,y,z) = x%yz%i +xe’zj +yz°k, hallar

a. divF b. divF(2,1,-3)
Solucién

a. divF= %(x2y22)+ %(xeyz) + 6—82(y23)= 2xyz? + xe'z + 3y7*

b. div F(2, 1, -3) = 2(2)(1)(-3)% + 2e*(-3) + 3(1)(-3)* = 36 — 6e + 27 = 63 — 6e

DEFINICION.| Campo solenoidal.

Un campo vectorial F es solenoidal si divF =0.

EJEMPLO 5. | Verificar que el siguiente campo es solenoidal

F(x, Y, z) = % — ye?j — ze”k
Solucién

div F = %(ezx)+§(—yezx)+§(—zezx) =2e¥ —e*—e¥=0

DEFINICION. | Si f(x, y,z)tiene derivadas parciales de segundo orden, se
llama laplaciano de f a la funcion escalar
2 2 2
yip 2 D10 2
OX oy oz

| TEOREMA 5.2 Propiedades de la divergencia.

Si F y G son campos vectoriales, f un campo escalar de clase
c?, a y b son constantes, entonces

1. Linealidad: div(aF +bG)= adivF + b divG
2. Regla del producto: div(f F)=(Vf) «F+ fdivF
3. Laplaciano: div(Vf)= V. Vf=V?f

Demostracion

Ver el problema resuelto 2.

ROTACIONAL
Sea F(x, y, 2) = P(x, ¥, 2)i + Q(x, ¥, 2)j + R(x, y, )k un campo

vectorial, cuyas funciones componentes, P, Q y R son
diferenciables. Se llama rotacional de F al campo
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i j ok
rotF=V x F = 2 i g :@_@i+(ﬁ_@jj+ @_@k
oXx oy oz oy oz 0z ox ox oy
P Q R

Si F = Pi + Qj, es un campo vectorial en el plano, lo
consideramos como un campo en el espacio: F=Pi+ Qj +0k y

i j K
rmtF=V x F= iii :@_Ek
x oy o x oy
P Q 0
EJEMPLO 6. Si F(x,v,2) = (yY*—X°2?)i + (X*— 2%)j +xy’zk, hallar
a. rotF b. rot F(1, -1, 3)
Solucién
i i K
a. rotF = 9 o 9. i(xyzz)—i(xz—zz) i
OX oy oz oy 0z

vy -x?z%2 x> -z xy’z

(&2 ) S lora)s (S -)- e
(st + (2t 4 {23k

b. rot F(L,-1,3)=(-6+6)i + (-6-3)j +(2-27)k = -9j — 25k

DEFINICION.| Campo irrotacional.

Un campo vectorial F es irrotacional si rot F=0.

EJEMPLO 7.| Verificar que el siguiente campo es irrotacional
F(x,y,2) = <xy, yz +x2/2, y? /2 >

Solucién
i j k
2 2
rotF = i i i = iy__g X_+yz i
OX oy oz oyl 2 oz\ 2
X2 y2
Xy —+vyz —
y y >
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(-5 (5 - (25

=(y-y)i +(0-0)j +(x-x)k =0

| TEOREMA 5.3| Propiedades del rotacional.

Si F y G son campos vectoriales, f uncampo escalar, ay b
son constantes, entonces

1. Linealidad: rot(aF+bG)= arot F+ brotG

2. Regla del producto: rot(f F)=frotF+ (Vf)x F
Demostracién

Ver el problema resuelto 3.

OTRAS PROPIEDADES DEL GRADIENTE, DIVERGENCIA'Y
ROTACIONAL

[TEOREMA 5.4 Sila funcion f y el campo vectorial F son de clase C?,
entonces

1. divrotF =V« (VxF)=0

2. rotVf = Vx(Vf) =

3. div(FxG)=GerotF-FerotG

4. rot (rot F) = V(V « F) - V?F,donde V°F = V?Pi+V?Qj+V°Rk
Demostracion

1. Como F esdeclase C? , las derivadas parciales cruzadas de sus componentes
son iguales. Luego,

divrotF:V-(VxF):i R_ 6Q [@ ﬁj aQ _op
ox\ oy oz 8yazax azaxay

PR _0°Q), [o*P R, [2°Q %P
OX0y 0Oxoz oyoz 0Oyox ozox azay

2. Como la funcion f es de clase C(Z), sus derivadas parciales cruzadas son
iguales. Luego,
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k

rotvVf = Vx(vf) 62 62
X z

o of
OoX oz

?f  8%f ).  (8*f o%f ). [@*f @%f
= — i + - j+ - k=0
oyor oLoy 020X OXoOzZ OXoy  0yox

3. Ver el problema propuesto 15.

4. Ver el problema propuesto 16.

COROLARIO.| Si F esconservativo, entonces F es irrotacional
Demostracion

Si F es conservativo, existe una funcién real f tal que F =Vf

Ahora, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior, rot F = rot Vf = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS5. 1

[PROBLEMA 1.]|Probar que el campo de fuerza de cuadrado inverso del ejemplo 2,

—GMm

Fcy 2= Py = =

u

donde r=(x,y z)=xi+yj+zk,r=|r| vy uzlr,
.

es conservativo.
Solucion

GMm
X2 +y?+2°

Vi =(f,, £, f,) = fi +fj+ f,k

Sea f(x,y,2) = . Tenemos que:

_ —GMmx i+ —GMmy j+ -GMmz K
(x2+y2+22)3/2 (x2+y2+22)3/2 (x2+y2+zz)3/2




Cap.5 Anidlisis vectorial Integral 511

—GMm . . —GMm -GMm r _ -GMm
= 377 (x|+yj+zk): 3 r = > F = 5 u
( x2+y?+ 22) r r r

[PROBLEMA 2. | Probar el teorema 5.2. Propiedades de la divergencia.

Si F y G son campos vectoriales, f un campo escalar de clase
c?, a y b son constantes, entonces

1. Linealidad: div(aF+bG) = adivF+ bdivG
2. Regla del producto: div(f F)= (Vf) «F+ fdivF
3. Laplaciano: div(Vf)= V. Vf =V?f

Solucion
Sea F=Pi+Qj+Rk y G=Mi+Nj+Sk.
1. aF +bG = (aPi +aQj +aRk) + (bMi + bNj + bSk)

= (aP +bM)i + (aQ + bM)j + (aR + bS)k

:<aP+bM, aQ +bN, aR+bS>

Luego,
div(aF +bG) = V . aF+bG)

:< > <aP+bM, aQ+bN, aR+bS>

0 0 0

2 (aP+bM )+ bN)+-(aR +bS

aX(a +bM )+ 8y(aQ+ )+az(a +bS)
—a P, QR @ﬁQ_adivmbdivG

ox oy oz oz
2. div(f F)= V. (fF)= 2 2y, fQ R
ay oz

= X(fp)+a(fq)+§(m)

o

0

- Mo 1 PR

OX z OX oy 62

>.<P, o R>+f(ap Q. aRj
ay oz x oy oz
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= (Vf) «F+ fdivF

2 2 2
3. div(vi)=v.vi= (2, 0 2y (& o o\ of ot ot
x' oy oz ox? oy or?

ox' oy oz

[PROBLEMA 3. | Probar el teorema 5.3. Propiedades del rotacional.
Si F y G son campos vectoriales, f uncampo escalar, ay b
son constantes, entonces

1. Linealidad: rot(aF+bG)= arot F+ brotG

2. Regla del producto: rot(f F)=frotF+ (Vf)x F

Solucion
1.rot(aF +bG)=V x (aF +bG) =a VxF +b VxG = arot F + b rot G

2. Si F=Pi+ Qj+RK, entonces fF =1Pi+fQj +fRk vy
rot(f F)=Vx(fF)

[ (r)-2 i+ 2P (r) i+ L(0)-L

(—(fR) az(fQ))H[ () ax(fR)}J+[aX(fQ) ay(fP)jk

Loy oz
= fﬁ.ﬂriR_f@_iQ i+£f@+ﬂP—fﬁ—ﬂRjj
oy oz oz oz oz oz  ox

+ f@+ﬂ —f@—ﬂPk
OX  OX oy oy

S[fR_RY [T g T g i+(f@—f@]j+(ﬂp-iRjj
oz oz oz oz oX

oy o oz
+(f@— Ejk+ (iQ—ﬂij
OX oy X oy
:f{@_@ji+ f(a_P_a_RjJ + f(@_@jk
oz oL oz ox oy
of of ).  (of of . of of
+ EER_EQJI +[§P—&Rjj + (&Q—EPJk

=frotF+VfxF
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

En los problemas del 1 al 5, hallar la divergencia y el rotacional del campo F

Lo

F(x,y,2) =xi+yj +zk Rpta. divF=3, rotF=0

N

. F(x, y) =—yi+xj Rpta. divF =0, rotF =2k

CFOGY) = X X2 YR+ oy X2+ yP Rpta. divF =3\ x> +y? , rotF=0

w

4. F(x,y,z) = xy%i +y2’j + x¥’zk  Rpta. divF = x? +y2 + 22,
rot F = -2yzi — 2xzj—2xyk
5. F(x, Y, 2) = (x+ &%)i + (y+ e¥)j + (z + )k
Rpta. div F = 3+(xy +xz+ yz)exyz, rot F = exyz[x(z -Y)i+y(x-2)j+z(y - yx)k]
6. Probar que el campo F(x, y, z) = yeli + xe’j + xye’k  es conservativo, hallando
una funcién potencial f. Rpta. f(x, y, z) = xye’

7. Verificar que el campo F(x, y, z) = <y sen(yz), —zcos(xz), —x cos(xy)> es

solenoidal. Esto es, verificar que div F =0
8. Verificar que el campo F(x,y, z) = ;<x Y, z>es irrotacional. Esto

X +y2+22

9. Hallar div(FxG) = Vs (FxG), si
Fix,y,2) =xi +2j +4yk y G(x,Y,z) =xi+yj—zk Rpta. 4x

es, verificar que rot F =0.

10. Hallar div(FxG) =V s (FxG), si
Fx,y,2) =xyi+xyzj y G(X,V,2) =yzi +xzj + xyk Rpta. —x%y

11. Hallar rot(FxG) = Vx (FXG), si
Fx,y,2) =2i+xj +2yk y G(x,y,z) =xi—yj—zk Rpta.— 4i + xj —2yk

12. Hallar rot(FxG) = Vx (FXG), si
F(x, v, 2) =XCi+ Y5 +2°k y G(x Y, 2) =i —yj -2k
Rpta. —2x(y + 2)i + 2y(x + 2)j + 2xz(x + y)k
13. Hallar rot(rot F) = v x (V x F), si F(x, y, z) = 3x2% —xzj + (x+2)k
Rpta. —6xi + 6zk
14. Hallarrot(rot F) = v x (V x F), si F(x, y, 2) =x%2%i — y?2%j + xy’zk
Rpta. (2 —2x%)i + (2xy +2y°)j + (2xz— 4yz2)k
15. Probar que div(FxG)=GerotF — Ferot G

16. Probar que rot (rot F) = V(V+ F) — V?F,donde V’F = V?Pi+V?Qj+V?Rk
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En los problemas del 17 al 22 verificar las identidades dadas, donde

r=xi+yj+zk, r= | r| =+ x*+y*+z* y a es unvector constante.

17. vr= L 18. v[lj:_%
r r r
n r
19. v(r")=n(n-yr 20. V(Inr)= —
r
21. div(axr)=Ve (axr)=0 22.rot(axr)=V x(axr)=2a

SECCION 5.2
INTEGRALES DE LINEA

En esta seccion generalizaremos la integral definida Ia f (x)dx, cambiando el

intervalo [a, b] por una curva C, dando como resultante una nueva integral Ilamada

integral de linea; aunque, mas propiamente, deberia llamarse integral curva o
integral curvilinea. Comenzamos presentando los tipos de curvas que apareceran mas
adelante.

Recordemos que una curva C dada por las ecuaciones paramétricas

C: x=x(t), y=y@), z= z(t), a<t<h,
0, equivalentemente, dada por una ecuacion vectorial,

C:r(t) =x(@®)i+ y)j +z()k, a<t<b,
es una curva suave si las derivadas x’(t), y’(t) y z’(t) son continuas en el intervalo
cerrado [a, b] y no se anulan simultdneamente en el intervalo abierto (a, b). Esto es,
r(t) esdeclase C® en[a,b] y r'(t)=(0, 0,0), Vte(a, b).

La ecuacion vectorial r(t) = x(t)i + y(t)j + z()k, a <t < b, determina una
orientacion de la curva C dando la direccion positiva a la que se obtiene
incrementando el parametro t. El punto inicial es A = r(a) = (x(a), y(a)) y punto

terminal, B = r(b) = (x(b), y(b))
DadalacurvaC:r: [a, b] —R®, sellamacurva opuesta a C a la curva denotada
por —C vy definida por
-C: p: [a,b]>R®, p®)=r@@a+b-t)
Observar que —C: p: [a,b]—>R?®, es una reparametrizacion de C: r : [a,b] —»R?,

que invierte la orientacion. En efecto, si consideramos la funcion h: [a, b]— [a, b],
h(t) =a+ b —t, entonces tenemos que:
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p®=r(h(®), h'(t)=—-1<0, h@=b,h(b)=a,p (@) =r(b),p(b)=r (a).

r(b) p(a)

r(a) p(b)

La curva C es una curva suave por partes o suave a trozos si C es union,

C=ClUCZU ...UCn,

de n curvas suaves tales que el punto terminal de cada una de ellas es el punto
inicial de la siguiente.

La curva C es una curva cerrada si su punto terminal coincide con su punto inicial.
Esto es, si A=r(a) =r(b) =B.

C es una curva simple si no se intersecta, excepto posiblemente en sus extremos.
En el caso de que los extremos coinciden, la curva es cerrada simple.

B
B
CY/;S\/Q DQ
= A=B
A A=B

Curva suave a Curva cerrada Cu rva cerrada
Curva suave trozos no simple simple

A

INTEGRALES DE LINEA RESPECTO A LA LONGITUD DE
ARCO

Sea C una curva suave en R*dada por las ecuaciones paramétricas
x=x{t), y=y@), z=2z(t), a<t<b
O, equivalentemente, por la ecuacién vectorial,
r(t) = (x(), y(©)) = x@i + y(©)j +z(Hk, a<t<b
El punto inicial de C es A = (x(a), y(a), z(a)) y
el punto terminal es B = (x(b), y(b) , z(a)).
Tomemos una particion 2 del intervalo [a,b]:

a:t0<t1<t2<...tn:b
Esta particion determina los siguientes puntos de C:

A=P, Py, Py, ...P,=B
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donde Py = (X(tk), Y(tk), Z(tk)), k=0,1,2,...n

Estos puntos dividen a C en n subarcos de longitudes As;, AS,, . . ., AS,. Sea
| # | el maximo de estas longitudes

Tomemos (x; y;,z;) unpuntoenelarco k, k=0,1,2,...n

Si f(x, y, z) es una funcidn de tres variables cuyo dominio contiene a la curva C,
formamos la siguiente suma de Riemann:

i f (x;,y;,z,’(‘) ASy
k=1

Tomando el limite de esta suma cuando | 2 | — 0 tenemos la siguiente integral.

DEFINICION. | Sea f una funcion definida sobre una region que contiene a la
curva suave C. La integral de linea de f respecto a la
longitud de arcos alolargode C de A a B es

J‘Cf(x,y,z)ds Zf(xk yk,zk)Ask

Se prueba que si la funcion f es continua sobre la curva C, entonces el limite de
esta suma de Riemann existe. Aln mas, se prueba también que este limite es el
mismo para todas las parametrizaciones suaves de C.

HPH

Para evaluar esta integral de linea, la transformamos en una integral definida
guiados por el siguiente resultado, obtenido en el teorema 2.9 del capitulo anterior,

Eorw =y [xOF [y @F [ 20T

De donde,

ds= | [xOF +[y'OF +[ 2’ ()]

En consecuencia, tenemos el S|gU|ente resultado que lo ponemos como teorema.

[ TEOREMA 55| Teorema de evaluacion de integrales de linea.

Sea f continua en una regién D que contiene a la curva suave C.

Si C esta parametrizada por
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = x()i + y(t)j + z(t))k , a<t<bh, entonces

[ toovayas =[ ) | o
=[ : F(x(0).y(1)2(0)y [T +[y'OF +[20)F o
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Si la funcion es la constante 1; es decir, si f(x, y, z) = 1, la integral de linea es la
longitud de arco de la curva C, dado en el teorema 2.8. Esto es,

J'C ds=I:\/ e T +[y T + [T a =j:|| (t)] dt

X+Yy)z
EJEMPLO 1.| Evaluar I & ds, donde C es la curva paramétrica
c Y+z

C:x=t, y= ,Z=1 1<t<2

I\)ll—‘

Solucién

De acuerdo Al teorema anterior, tenemos:

IC(X”)Z ds=J~ (t+t /2) 21t +12dt_,[ W+ 2dt

y+z L2 4t

SEG +2)3’2T - Lo - H(3) = V3(27 )

, 3 3

INTEGRALES DE LINEA SOBRE CURVAS PLANAS

Los resultados sobre integrales de linea para curvas en R?se obtienen como un
caso particular de las curvas en R?, tomando la coordenada z = 0. En este caso
también tenemos que z'(t)=0 y, por tanto

[ tones =] tx@yo) O rof «

a

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL I X,y) ds

Si f(x, y) > 0, entonces el producto f (xk,yk )Ask es el rea de un rectangulo

vertical de ancho As, y altura f (x,’:, Vi )

V4
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Luego, la definicion dej f (x, y) ds nos dice que esta integral es el area A de
C

la “cortina” u “hoja” que se levanta sobre la curva C y cuya altura sobre el punto
(x,y) de la curva es z = f(x, y). Esto es,

A=Icf(x,y)ds @)

EJEMPLO 2.| 1. EvaluarJ. Xy ds , donde C eslacurva
c

C:x=2cost, y=2sent, Ostgg

2. Evaluar I Xy ds, donde —-C es la
-
curva opuesta a C, que esta dada por

—-C:x=2sent, y=2cost, Osts%

—C
3. Evaluar I Xy ds , donde C; eslacurva \
G

0 2
Cux=t, y=+4-t?,0<t<? X

4. Observar que I Xy ds =‘[ Xy ds = I Xy ds
-C C Cp Nw

N

Solucién

Aplicando la igualdad (1),
L was= [ @)y o) [T [y OF «

72
= I (2cos t)(2sen t)\/ (-2 sen t)2 +(2 cos t)2 dt
0

72
4J (sent cos t)\/ 4( sen’t + cos? t) dt
0

2

72 sen’t
SI sent cos tdt = 8 =4
0 2 0

72
2. J Xy ds = I (2sent)(2 cos t)\/ (2 cos t)2 +(—2 sen t)2 dt
-C 0

7l2
= 4.[ (sent cos t)\/4( coszt+sen2t) dt
0
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72 sen?t ]
:BI sent cos t dt :8{ 5 } =4

0 0

2
3 I xy dszj t\/4—t2\/12+(—2t/\/4—t2 )Zdt
G 0

2 2 2
=I ty 4—t? 2 dt=2j tdt=2{t—} =4
0 \/4—t2 0 2

4. Los tres resultados anteriores dicen que

jxyds=j xyds=j Xy ds =4
C -C C

|OBSERVACION. | En el ejemplo anterior, las tres curvas: C, -C 'y C;
corresponden a tres parametrizaciones distintas de la parte de la
circunferencia x* + y* = 4 situada en el primer cuadrante. Se
obtuvo que el valor de la integral a lo largo de cada una de estas
tres curvas es el mismo. Este resultado no es casual. En el
problema resuelto 8 probaremos que:

I f(x,y,2) ds es independiente de la parametrizacion de C.
C

EJEMPLO 3. | De un tubo (cilindro circular recto) de aluminio se corta un pedazo,

como muestra la figura. La base del cilindro es la circunferencia
x* + y? = 4. En cada punto (x, y) de la base, la altura del pedazo es
f(x, y) = 1 + y2 Hallar el 4rea del pedazo cortado.

Solucién

Sea C la circunferencia x> + y* = 4. Una

parametrizacion para C es
C:x=2cost,y=2sent, 0<t<2rx

El area del pedazo de hojalata, de acuerdo a (2), es

A=I f(x. ds=j 1+y2) ds
] 1)
27 2r

:I (1+4 senzt)\/ (-2 sent)2 +(2 cost)2 dt = ZI (1+4 senzt) dt
0

0

2n 1-cos 2t or
:ZI (1+4Tj dtzZJA (3—2cos2t) dt:Z{Bt—sen 2t }
0 0

=12x

2z

0
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Extendemos la integral de linea a curvas suaves por partes

Si C es una curva suave por partes y C=C,UC,U ... UC,, donde cada Cy

es suave, entonces definimos la integral de linea a lo largo de C como la suma de la
correspondiente integral de linea a lo largo de cada curva suave C; Esto es,

f(x, ds:J. f(x, ds+j f(x, ds+...+J. f(xy)ds
Joroanes=]_texyase [ f(xy) L)
Evaluar la integral j 12x ds

c Y (2,9

donde C es la porcion de la parabola
desde (-1, 1) hasta (2, 4) seguido por el
segmento de recta de (2, 4) hasta (3, 0)

Solucién cy | © C
Sea Cy la porcién de la pardbola y C, el segmento. \
Tenemosque C=C, UC,, Yy 0 @0 X
j 12x ds= j 12x ds + j 12x ds 1)
c C1 Cy

Calculemos estas dos integrales separadamente:

a. Una parametrizacion de C,, que es la parte de la parabola y = x4 que va desde
(-1, 1) hasta (2, 4), es la siguiente:

X=t y=t}, -1<t<2
Luego,

2 2
12
12xds= | 12ty 12 +(2t 2dt=—J- \ 1+4t% (8t dt
Icl j—l (2) 8J. ( )

182[:2%(1 a?)’ ZT =117-5/5 (2

-1

b. La ecuacion vectorial del segmento de recta con punto inicial (2, 4) y punto
final (3, 0) es
r(t)=(2,4)+t(1,-4), 0<t<1

de donde obtenemos la siguiente parametrizacion para el segmento C,,

X=2+t y=4-4t 0<t<1.
Luego,

J 12xdszjll2(2+t)mdt—12rj 2+t)
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:12m{2t+%} =1217 [ } 30417 ©)

Reemplazando (2) y (3) en (1):

J 12x ds= 1717 - 5J5 + 30417 = 474/ 17 - 5J5
C

0

MASA, CENTRO DE MASA'Y MOMENTOS DE INERCIA

Si un alambre de densidad &(x, y, z) tiene la forma de una curva C, la masa M del
alambre y su centro de masa (%, v, E) estan dados por:

M J. xy,
X =— J. x8(xy,z)ds, y =iJ. ys(x,y,2)ds, z =LJ. z5(x,y,z)ds
M MJc MJc

Si la densidad es constante, &x, y, z) =k, el punto (;, 9 E) depende de la forma

geométrica del alambre y no de su masa. En este caso, el centro de masa toma el
nombre de centroide.

Los momentos de inercia respectos a los ejes X, Y y Z estan dados por
I =I 247%)5(x,y,2) ds,
o= (2 +2)s(xy2)
— 2 2 — 2 2
ly = Ic(x +1 )é(x,y,z)ds, I, = jc(y +1 )é(x,y,z) ds
EJEMPLO 5.| Un resorte tiene la forma de la hélice
3cost, y= J3sent, z=t, 0<t<3r

Si su densidad es 8(x, v, z) =z, hallar:

1. La masa del resorte. 2. El centro de masa.
Solucién

Tenemos que <

ds= (e +[y 0 2] &
= \/ (—\/3 sen t)2 +(\/§ cos t)2 + 1% dt
= \/3(sen2t+cosz t)+1 dt =+/ 3 + 1dt =2dt
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3z

3z 2
1 M= I 5(x y,2) ds= I 2 ds :I t(2dt):2{t—} = 97 ~ 88.83
c c 0 2 0

3z
- 1 1
2. x:—I XO(X,y,z)ds= — 3cos t)t(2dt
MJc ( y ) az? J o (\/7 ) ( )
3z 3z
= 2\/5 tcos tdt= 2\/_3[t sent + cost} :—4\/73 ~—0.08
9ar? J o or? 0 972
y = LJ. ys(xy,z) ds= 1 3”(\/_3 sent)t(Zdt)
M C 972'2 0
3z
=2ﬁ tsentdt-@{tcost +sent} =2ﬁz0.37
9 0 o 0 3
E——J. 25(x,y,z)d —LJ‘ (2dt)
972
3z 3
= iz tzdt:i2 t— =27 ~6.28
9 0 9z° | 3 0

El centro de masa del resorte es (i, v, E) ~ (- 0.08, 0.37, 6.28).

INTEGRAL DE LINEA RESPECTO A LAS VARIABLES
COORDENADAS

Nuevamente tomamos una curva suave C dada por
las ecuaciones paramétricas
x=Xx{), y=y(), z=z(), ast<hb,
con punto inicial A = (x(a), y(@)) y punto
final B = (x(b), y(b))

Al subarco Asy de la curva C que se usd para
definir la integral de linea respecto a la longitud
de arco,

n
> f (xfj,y[j, z;) Asy
k=1
lo proyectamos sobre los ejes X, Y, Z, obteniendo subintervalos de longitud Ax,,

Ay, Az, respectivamente.

Si en la suma de Riemann anterior cambiamos el subarco ASy por cada uno de
estos subintervalos, obtenemos las tres sumas de Riemann siguientes
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n n n
> (0 vz ) A%, PGz ) A 0 (X0 ko 2 ) A%
k=1 k=1 k=1

Tomando el limite de estas sumas cuando | 2| — O tenemos las tres siguientes
integrales.

DEFINICION. | Sea f una funcion definida sobre una region que contiene a la

curva suave C.

1. Laintegral de linea de f respectoa x alo largo de C de
Aa Bes

IC f(x,y,z)dx =

Zn:f(x;,y;,z,’(‘)Axk

Lim
17l -0i3

2. Laintegral de linea de f respectoa y alo largo de C de
Aa Bes

n
f(x,y,z)dy = Lim fx:,ye, ze | A
Ic (xy,z) dy H”\HOKZ:‘{ (kyk k) Yi

3. Laintegral de linea de f respectoa z alo largo de C de
Aa Bes

n
f(x,y,z)dz = Lim fx:,yr, zp ) Az
j‘c (xy.2) HpHﬂokZ:‘{ (kyk k) k

Teniendo en cuenta que: dx =x’(t)dt, dy=y’(t)dt y dz=2z’(t)dt

se obtiene el siguiente resultado:

[ TEOREMA 5.6| Teorema de evaluacion de integrales de linea.

Sea f continua en una regién D que contiene a la curva suave C.

Si C esta parametrizada por

r(t) = (@), @), z0) = xOi + yO) + z2()k, a<t<b,

entonces

1. -‘c f(xy,z)dx = .‘ : f(x(t), y(t), z(t))x'(t)dt
2. -.c f(xy,z)dy = .. : f(x(t),y(t), z(®))y'(t)dt
3. .'C f(xy,z)dz = .. : f(x(t), y(t),z(t))z' () dt
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EJEMPLO 6.| Sea f(x,y,z)=xyz y sea lacurva
C:x(®)=t, yt)=t%,z()=t3, 0<t<2

Evaluar:

a. fx,szJ. x, C.J.fx,,zdz
Ic(y y C(y)

Solucion
2

a_J'Cf(X,y,z) dx:Inyz dx:I Zt(tz)(ﬁ)(l)dt:-“ ztedt: {%} :g

0 0 0
2

bj (x,y,2)dy= jcxyz dy=J t(t2)<t3)(2t)dt= zj 2t7dt= 2{%} =64

2

C_jcf(xly’z) dz:jcxyz dz = jo t(tz)(tg)(Stz)dt=3J. Ztsdt=3{%}2=¥

0 0

Las integrales de linea para funciones de dos variables a lo largo de curvas en el
plano se pueden ver como un caso particular de las integrales anteriores, tomando la
variable z=0 (portanto, z'(t) =0). Esto es,

o ] flxy) o [IRECROL0E!

a

5. [ f(xy) oy = [T1x@ vy oo

a
EJEMPLO 7.| Evaluar las siguientes integrales de linea a lo largo de la curva
1. I Xy dx 2. J Xy dy
c c
donde C es la curva:
C: x=2cost, y=2sent, o<t<”

2
Solucion

1. Aplicando la igualdad de 4.

72

w2
J- Xy dx = J (2cos t)(2sent)(—2sent dt)= —SJ senzt(cost dt)
C

0 0
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2. Aplicando la igualdad de 5.
wl2

7l2
I Xy dy = I (2cos t)(2sent)(2cost dt)= SI cos® t(sen't dt)
C

0 0

3'[ zl2 8
-_g Ccos -
3 3

0

En el siguiente ejemplo mostramos los efectos que ocasionan las
reparametrizaciones de una curva C sobre las integrales de linea. Para esto,

tomamos la curva
C:x=t, y=t, 0<t<2,

que es la parte de el gréfico de la parabola y = x* de el punto (0, 0) al punto (2, 4)

A esta curva C la reparametrizamos de dos maneras mas, una conserva la
orientacion y la otra la invierte. y

2.4)
EJEMPLO 8.] Evaluar: )
a. J- x2y dy , donde C es la parabola y = x°, c
C
parametrizada por r(t) = ti +t%j, 0<t<2 05T x
' 2
b. J- x?y dy, donde C, es la parébola y = x? YA @4
G
parametrizada por r(t) = 2ti +4t%,0<t<1 c,
c. I x2y dy , donde C, es la parabola y = x?
Co ©0] 3 x
parametrizada por r(t) = 2 —t)i + 2 —1)%,0<t<2
Solucién
e 2 2 6 2 Y
a J- Xydy= | (1)°()(2t)dt= 2I tar=2|L | =% a0
c Jo 0 61, 3
1 . 61 61 | 4
b.j Xy dy=| (20)° (4 )(8t)dt=128J- tdt =128{E} =
Cl J 0 0 0 00 ; X
ol 1
c.j ydy=[ (2-07 (2-1)? (-2(2-1))at =_2j (2-t)t
Co J 0 0
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Observamos C; tiene la misma orientacion que C y que

j X2y dy = I x?y dy=24
Cl C 3

En cambio, C, invierte la orientacion de C vy, en este caso,

I x2y dy:—j x2y dy:—%
Co C

El siguiente teorema nos dice que este resultado no es casual.

| TEOREMA 5. 7| Cambio de parametrizacién para integrales de linea.

Sea f una funcién continua sobre una curva C de clase C?

parametrizada por r: [a, b]>R3. Sea p: [c, d]>R3una
reparametrizacion de r y sea C; la curva dada por esta
reparametrizacion.

1. Si p preserva la orientacion, entonces

Ile(x,y,z) dx=jcf(x, y,z) dx

2. Si p invierte la orientacion, entonces
f(xy,z2 dx=—j f(xy,2)dx
[ fovaa=-] ey

Estos resultados también se cumplen para las integrales respecto a
lavariable y y respecto alavariable z.
Demostracion

Ver el problema resuelto 9.

COROLARIOQ.| Si —Ces Lacurvaopuesta a la curva C, entonces

I_Cf(x,y,z)dx:—j‘cf(x,y,z)dx

NOTACION. | Con frecuencia, a la suma de integrales respectoa x y a y la

denotaremos asi:

J de+J Qdy+j Rdz=j Pdx+Qdy+Rdz
c c c c
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EJEMPLO 9.| a. Evaluar y dx+x dy, donde Y,
Cp (€]
C, es el segmento de recta desde (0, 0) c
hasta (1, 1) y
C
b. Evaluar y dx+ x dy, donde —] :
Co 0 X

C, es el grafico de la funcion y = x°

desde (1, 1) hasta (0, 0).

c. HaIIarI y dx+x dy,donde C=C,UC,
c

Solucién
a. Una parametrizacion para el segmento Cj, que va desde (0, 0) hasta (1, 1), es

x=1t y=t 0<t<1
Luego,

1 1 ) 1
j ydx+xdy=I tdt+tdt=I 2tdt=[t] =1 (1)
C 0 0 0

b. Una parametrizacion para C,, que es la parte de la gréafica de y = x> que va desde
(1, 1) hasta (0, 0), es:

x=1-t, y=(1-t° 0<t<1

1

1ot () + (1-)(3(2-t)? (~a)) = - 4J' (1-t) e

y dx + x dy =J‘
0 0

= _4j l(1—3t+3t2—t3)dt:—1 ®3)
0

Luego,

C2

C.I ydx+xdy=J ydx+xdy+J ydx+xdy=1+(—-1)=0
C C1 Co

Y

EJEMPLO 10.| Evaluar la integral de linea I x2y dx + xy2dy,
C
3

donde C es la porcion superior de la elipse

2 2
X__|_y_ =1
4 9
desde el punto (2, 0) hasta (-2, 0). 2.0 20

Solucion

Una parametrizacién para esta parte de la elipse es
x=2cost, y=3sent, 0<t<~x

Luego,
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j X2y dx+ xy2dy
c

:I ”(2 Cos t)2 (3sent)(—2sent )dt+(2cos t)(3sen t)2 (3cost )dt
0

= J.O (—24coszt sen’t )dt + 54( sen’t coszt)dt

:BOJ (sent cost)2 dt = 37? (2sent cost)2 dt = %I sen? 2t dt
0 0 0

T1_ T z
:E 1-cos 4t dt = § (1—cos4t)dt= E sen 4t 157
2J0 2 4J 0 4 0

EJEMPLO 11.| Evaluar J y dx+z dy+x dz , donde z
c 22,4
C es la unién de los segmentos:
C. desde (1, -1, 0) hasta (2, 2, 4). @ c.
C,, desde (2, 2, 4) hasta (0, 2, 0) ,-1,0)
” 0, 2,0)
Cs, desde (0, 2,0) hasta (1, -1, 0). Cs
Solucion X Y

j ydx + zdy + xdz = J ydx + zdy + xdz +I ydx + zdy + xdz +I ydx + zdy + xdz
C C2

C C2

Calculemos estas tres integrales separadamente.
1. Una parametrizacidn para el segmento C,, desde (1, -1, 0) hasta (2, 2, 4), es

x=1+t y=-1+3t z=4t, 0<t<1
Luego,
1

I ydx+zdy+xdz:.[ (—1+3t) dit+ 4t (3dt) + (1+1) (4dt)
C1 0

1 1
=I (3+19t)dt = [3t+§t2} =2
0 2 0 2

2. Una parametrizacion para el segmento C,, desde (2, 2, 4) hasta (0, 2, 0), es

X=2-2t, y=2,z=4-4t 0<t<1
Luego,
1
y dx+z dy + x dz :j 2(—2dt)+ (4—4t)(0dt)+(2-2t)(-4dt)
C2 0
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1
- - 27t _
_IO(—12+8t)dt_[—12t+4t ] =-8

3. Una parametrizacion para el segmento Cs, desde (0, 2, 0) hasta (1, -1, 0), es

Xx=t y=2-3t,z=0, 0<t<1

Luego,
1

y dx+z dy+xdz =J. (2-3t)dt+ (0)(-3dt)+t(0dt)
0

:I 1(2—3t)dt:[2t—gt2}l: %

0 0

C3

Remplazando los resultados de 1,2 y 3 en la igualdad inicial:

J- ydx+zdy+xdz=§— 8 +£=5.
c 2 2

INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES

Ahora buscamos definir la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una
curva.

Sea lacurva C: r(t) =x@®)i+y(t)j +z(k, a<t<b
dr

De == r'(t), tenemos que dr = r*(t)dt

Si F es un campo vectorial, tenemos que:
Fedr=F-r(t)dt (N
Por otro lado, si s = s(t) es la funcién longitud de arco de la curva C, tenemos que
t
1] ds L} L}
(0 = I [r@or= E=|r] = 0= |ro]a @
a

Ahora, si T(t) es el vector tangente unitario de la curva C, de (1) y (2) obtenemos:

Fedr=Fer(t)dt =F« [r() [dt=F-Tds (3

r'(t)
v ]
F ¢ T es la componente del campo F en la direccidn del vector tangente T. En
efecto, recordemos de la seccion 1.3 que esta componente esta dada por
Comp+F = E-T, FeT
iy
Tomando en cuenta estos resultados presentamos la siguiente definicion:
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DEFINICION. | Sea F un campo vectorial continuo sobre una curva suave C dada

por una funcion vectorial r(t), a<t<bh. La integral de linea de F
a lo largo de C esta dada por

ICF .dr:ICF .Tds:I bF(x(t),y(t),Z(t)) cr(t)dt ()

a

El nombre “integral de linea de F a lo largo de C” no es muy apropiado, ya que
no se esta integrando a F, sino a la componente de F en direccion de T.

FORMA DIFERENCIAL DE LA INTEGRAL DE LINEA

Si F(x,y,2)=Pi+Qj+Rk y C:r(t)=x(t)i+y()j + z(t)k, entonces

I F-dr=J. Fo a0 g
. ot

ol b
= | (Pi+Qj+Rk) « (x'(t)i+y'(t)j+z'(t)k)dt
o b
= Px'(t) dt+Qy'(t) dt+Rz'(t) dt = I Pdx+Qdy+Rdz
J a C
Esto es,
J‘ Fedr = [ Pdx + Qdy + Rdz (®)
C J C

TRES FORMAS DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO

Las igualdades (4) y (5) anteriores las resumimos en la siguiente expresion:

Si F(x,y,2)=Pi+Qj+Rk y C:r(t)=x(ti+y()j+z(t)k, a <t<b, entonces

J' de+Qdy+Rdz=J- F . Tds =J‘ F-dr=J‘ bF(x(t),y(t),z(t))-r'(t)dt

a

EJEMPLO 12.| Sea F(x,Y, z) = xyi — xzj + yzk.
a. Evaluarj F «dr, donde C; es el segmento desde el punto
G

0=(0, 0, 0) hasta el punto (1, 3, 2).
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b. EvaluarI F «dr, donde C, eslacurva del punto 0 = (0, 0, 0)
C2
al punto (1, 3, 2), dada por la ecuacion

r(t)=ti +3t%j + 2%k, 0<t<1.
Solucién

a. El segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 3, 2)
es descrito por la ecuacion vectorial

r(t) =ti +3tj+2tk, 0<t<1.
Luego,

J.C E.dr :j F(x(t),y(t),z(t)) - r'(t) dt

'—:

Ft 3t, 2t) « (i+3j+ 2k)dt

j (t@0i - t2)j + (3t)(2k ) « (i+3j+ 2k)dt

1

I — 6t2+ 12t )dt =J ot?dt =[3t3]2=3

0

b, jc Fedr _. E(x().9(0).2(0) - (1)

= | F(t 3 2%) - (i+6tj+ 6t%K)dt

- 1(t(3t2)i —t2t%)j + (3t2)(2t3)k) - (i +6tj+ 6t% ) d

J 0

! 3 91" 13
= (3t3 1215+ 36t7) dt = [—t“ _2t® +—t8} ==
), 4 2 |, 4

ORIENTACION Y PARAMETRIZACION

La igualdad (5) anterior nos dice que

I F-dr=j de+Qdy+Rdz=j de+J Qdy+J‘ Rdz
C C C C C

Este resultado expresa la integral de un campo como suma de tres integrales
respecto a las variables coordenadas. Esto implica que el teorema 5. 7 y su corolario,
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establecidos para estas Ultimas integrales, también es valido para las integrales de
campos. En particular, se tiene el siguiente resultado, correspondiente al corolario

mencionado:
I Fe.dr= —j Fe.dr
-C C

INTEGRAL DE UN CAMPO Y TRABAJO

Sea F un campo de fuerza que actlia sobre una particula que se mueve a lo largo
de una curva C dada por

C: r(t) =x@®)i+y)j +z(k, a<t<b
Buscamos calcular el trabajo que realiza el campo F al desplazar la particula desde
el punto A = (x(a), y(a), z(a)) hasta el punto B = (x(b), y(b), z(b)).

En nuestros cursos anteriores, la particula se desplazaba a lo largo del eje X.
Tanto la fuerza F como el desplazamiento, tenian la misma direccion.

En el caso presente, el desplazamiento es curvilineo y
su direccidn cambia constantemente. Esta direccion esta
determinada por T, la tangente unitaria de la curva.

Tomamos una particion 2 del intervalo [a, b], la
cual divide a la curva C en subarcos. Consideremos el
subarco comprendido entre los puntos Px_; y Py, cuya

longitud es As, . Sea (x(t;) y(t;), z(t;)) un punto
de la curva entre los puntos Px_; y Px.

El trabajo AW, realizado al mover la particula del punto Py _, al punto Py. es,
aproximadamente, el producto de la componente tangencial de la fuerza en el punto

(x(t:), y(t,f), z(t;k )) por lalongitud As, . Esto es,
AW ~F(x(t). y(1). 2(1)) (%) as
El trabajo total es,
W S (). (). ()T
Tomando el limite é;;do |#|—0
W= Lim kzn_l:lz(x(t;), y(&), z(t;)).T(t;)AsK: J-CF-Tds

Este resultado nos permite establecer la siguiente definicion.
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DEFINICION. | Sea F = Pi + Qj + Rk un campo de fuerza continuo bajo cuya
influencia una particula se mueve a lo largo de una curva suave

C: r(t) =x(@®)i +y)j +z(t)k, a<t<b
orientada en la misma direccién del movimiento de la particula.

El trabajo realizado por el campo de fuerza sobre la particula es

W:j F-Tds:j F-dr:j Pdx + Qdy + Rdz
c c ¢

=I de+j Qdy+I Rdz
c c c

EJEMPLO 12.| Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F(x, Y, 2) = xyi + yzj + xzk
al mover una particula a lo largo de la curva

Cri)=ti+tjj+tk, 0<t<1
Solucién

W= F-dr=I F(x(t), y (1), 2(t)) - (1) o
= F(t,tz,t3) . (1i + 2t +3t3k) dt

=| (OO + E)XE)@) + OE)E) |dt

J 0

o 1 4 771
= [t3+ 5t6]dt= v
) 47|,

EJEMPLO 13.| Trabajando sobre la boveda de Viviani.

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F(x,y, z) = —yi +zj + xk

al mover una particula a lo largo de la curva que C que es la
interseccion de la semiesfera x? +y? + 2 = a% z > 0 con el cilindro
x? + y? = ax. recorrida en sentido antihorario vista desde arriba del
eje Z. Recordar que esta curva C es el borde de la bdéveda de
Viviani.
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Solucién

La proyeccion de C sobre el plano XY es la
circunferencia

(x-a2)*+y* = a%4, z=0
de radio % y centro (a/2, 0, 0).

Luego, una parametrizacién para es la circunferencia es

x:3+ Ecost, y:Esent, 0<t<2r
2 2 2

Por otro lado tenemos que:

zZ= \/a2_x2_y2 = \/aZ_aX = \/aZ_a[%+gcos tj:a\/ 1—(;05'[
= am= a| sen(t/2) | =asen (t/2)

Luego, una parametrizacion para C es:

C:x= %+ %cost, y= %sent, z=asen (t/2) 0<t<2rm

Ahora,

W:I —ydx+zdy+xdz:.[ —ydx+j zdy+j xdz
c c c c

Calculemos separadamente cada una de estas tres Gltimas integrales:

2z 2 2z
1. I —ydx = I (—Esen t )(—Esen tj dt = a_j sen’ t dt
c 0 2 2 4J,

2 2 ra 2 2
& j (Mj it = & j (1—cos2t) dt
4J 2 8 Jo

a? [t_sen Zt} 7 ra’
2

8

0 4

2. J-Czdy = J‘Oh(asen (%D(%cos t) dt = %J‘ 02”(003 t)sen(t/2) dt

2 2r

%J (Zcos2 (t/2) —1)sen(t/2) dt

0
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= % J 2”[20052 (t/2)sen (t/2) -sen (t/2) ] ct

=§{_ 4%+2c05(t/2)] :ﬁ=§[(%—2j—(—%+2ﬂ =—%

3. I 3 xdz :j 02” (%+%cos tj(%cos (t/2)) dt :éj‘ 02”(1“:205 tj(cos(t/z)) dt

%J‘ 02” (Cos2 (t/Z)) cos(t/2) dt = %J‘ 02” (1_Sen2 (t/z)) cos(t/2) dt

= %I - [cos(t/Z)—sen2 (t/2)cos(t/2)] dt

2
2 2sen®(t/2 2
= a_ Zsen(t/Z)_¢ = a_ 0_@ =0
2 3 2 3
0
Por Gltimo, sumando estos tres resultados:
2 2 2
W= % — Zi +0= _(37[_8)

PROBLEMAS RESUELTOS 5.2

M, donde
c [x[+]y] v
C es el contorno del cuadrado de vértices
A=(1,0),B=(01),C=(-1,0,D=0,-1), _OL

[PROBLEMA 1.] Evaluar la integral I

C;
recorrido en sentido antihorario. X
Solucién (-1,0) /(1, of
c
Sean C;, C, C3 y C4 los lados del cuadrado Ca )
orientados como indica la figura. Tenemos que ©,~1)

C:C1UC2U C3U C4

Parametrizacion de C; :
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(X, y)=A+t(B—A)=(1,0)+t(-1,1) = C;: { yot

Parametrizacion de C,:
X
(Y)=B+H(C—B)=(0,1) +t-1.-1) =Cy: {y_l t

Parametrizacion de Cs:
X=-1+t

(X,Y)=C+t(D—C)—(—1,0)+t(1,—1):>Cs:{ ‘
y=-
Parametrizacion de C,:

(x,y)=D+t(A—D)—(0,—1)+t(l,1):>C4:{ , 0<t<
y=-1+t

Ahora,
I dx + dy _j dx+dy+J' dx+dy+J' dx+dy+J‘ dx + dy
c IxlHlyl do x+vy Y xvy g xmy e, x-y
Cf '-dt+dt [ '-dt—dt ' dt—dt bt +dt
= + + +
o 1-t+t o t+1-t ol-t+t o t+1-t
1

1
=O+I (—2)dt+0+I 2dt=0-2+0+2=0
0 0

[PROBLEMA 2] Una cerca tiene como base la parte de la astroide que esté en el

primer cuadrante:
C: xP+yR=a® x>0,y20

La altura en cada punto (x, y) de la base es f(x,y) =x +y.

Hallar el area de la cerca. Yﬂ
Solucion a
o . /
Hallemos una parametrizacion para esta parte de astroide. 7
5 ,
23 | 203 _ 203 X3 i y1/3 =
. + 28 -
C: x e — 73 | Tl T 1 N // a x
a a S
/
13 13
- y
Sea —z -cost y T3 - sent,
a a

Una parametrizacion para C es

NN

C:x=acos’t, y=asen’t, 0<t<

El 4rea de la cerca es

A :J- f(x y)ds :j- (x+y)ds
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Tenemos que:

ds = (x'(1) +(y'(1)" dt= \/ (—3&1cos2 t sen t)2 +(3a sen’t cost)2 dt

=3ay cos*t sent+ sen’t cos? t dt = 3a\/ sen’t cos? t(cos2 t+sen2t) dt

=3asentcostdt

Luego,
7l2
A :J- (x+y)ds== I (a cos’t+a senst)(Sa sent cost dt)
C 0

7l2

l2

= 3a2J' cos*t sent dt + SaZJ‘ sen*t cost dt

0 0
7l2

5 7l2 5 9
:_33_2 cos”t + 3a2 sen’t = —33.2 9 — 1 + 3a2 E — 9 = GL
5 5 0 5 5 5 5 5

0

|PROBLEMA 3.] Evaluarj xyz?ds,
C
donde C es la interseccion de la esfera

X2 +y®+2° =16
con el cilindro x? +y? =4en el primer

octante.
Solucién X

La interseccion de la esfera y el cilindro esta dada por el sistema:

X2+y?+22=16 (1)
x2+y?=4 )

Reemplazando (2) en (1):
4472 =16= 22 =12 = 2= 23

Esto nos dice que la interseccion de la esfera y el cilindro es la
circunferencia x? + y> =4 del cilindro que esta a la altura z = 24/ 3. Luego, una
parametrizacidn para la curva C es:

x=2cost, y=2sent, z= 2y 3, Osts%
Ahora,

[ was=] T @)y e+ F 0]
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I (2cost)( 25ent)(2\/—) \/(—23ent)2+(2cost)2+(0)2dt

zl2

J. 8(sen't cost)\/_ 4 dt = 96J‘ (sent cost) dt

0
t 12
:96{%”} - 48
0

2

[PROBLEMA 4.| Evaluar J y ds, donde C es la interseccidn de la semiesfera
C

x? +y? +22 =16, z>0 conelcilindro x* +y? = 4x
Solucion

Completando cuadrados:

X2+yt=4x = (x-2)* +y? =4.
Despejando z de la semiesfera:

X2 4+y?+2° =16, 220 =>z2=4/16— x> —y?

_2V 1y2 = X
Luego, C: (x=2) +y" =4
= 16-x* —y?
Y
Una parametrizacion para la primera ecuacion
(x=2)° +y? = 4: {X 2+200$t, 0<t <27
y=2sent

Reemplazando estos valores de x e y en la ecuacién de z:

= 16-x*—y? = \/16—(2+2cost)2—(2 sent)” = v 8—8cost

_ | 4f2=cost) _ 2\/ 1-cost _, .t
2 2 2

Luego, una parametrizacion para C es

X=2+2cost
C:J y=2sent 0<t<2n
z= 2sen(t/2)
Ahora,
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[ vas= [ 0o TewF <[y @F «[2 T @
:I - 2sen t\/ (~2sent)’ +(2cos t) +(cos(t/2))° dt

0

2
=I 2sen ty/ 4+cos’ (t/2) dt

0

:J'2”4(sen (t/2)cos (t/2))y 4+cos® (t/2) dt

:—4j - 4+cos® (t/2) (—sen (t/2)cos (t/2)dt)

{ 4+cos h 3/2} Zﬂ: —%{(4+(—1)2)3/2 —(4+12)3/2}

0
_ 8[53/2 53/2} 0

|PROBLEMA 5.| Evaluar I (1-z)dx+(1-x)dy—(1-y)dz,
C
¥2
donde C es la interseccion del cilindro eliptico T+ 72 =1 conel

plano y = x en el primer octante, recorrida en direccion antihoraria.
Solucién

La curva C es parte de interseccion

X 2
[—J +722 =1
2
y=X
Una parametrizacion para la parte de (x/2)2 +22 =1 es: I

X=2cost, z =sent, Osts%.

Como y = X, tenemos que y =2 cos t. Luego, una parametrizacion para C es
C:x=2cost, y=2cost, z=sent, 0<t< z

2
Ahora,

J‘ (1-z)dx + (1-x)dy — (1-y)dz
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J‘ 1 sent)(—2sent)+(1-2cos t)(—Zsent)—(l—Zcost)(cost)] dt

=I [-4sent—cos t +4sentcost +2 ] dt

2 7l2
[4cost—sent+25en t +2t]0 = [0 “1+2 + 17— 4] =7-3

|[PROBLEMA 6.] Sea F el siguiente campo de fuerza
F(x,y, 7) = Xz . Xy . yz

312 312 312
x2+y2+22) (x2+y2+22) (x2+y2+22)

1

=
Evaluar el trabajo realizado por el campo de

fuerza al mover una particula del punto (2, 0, 0) 7

al punto (2, 2, 2) a lo largo de la curva C que

consiste en la cuarte parta de la circunferencia en

el plano XZ y de los segmentos que indica

(xzi +xyj+yzk), donde r= (x2 +y? +22)1/2

figura.
Solucion | Cs
—>
Tenemos que 2.0.0) Y
W= Fedr= is(xz dx+xy dy +yz dz) > @20
o C o C r

Por otro lado,

W= Fedr= F-dr+j F-dr+I Fedr
o C vy G Co C3

Calculamos estas tres integrales separadamente.

1. Una parametrizacion para la parte indicada de la circunferencia x* + y* = 22 es:
Cihx=t, y=0,z=y4-t> , 0<t<2

Para esta parametrizacion tenemos:

3/2
/ 2
r3:(x2+y2+22)32:(t2+02+(\/4—t2)j =8 y

r Clr

I Fodr:j %(xzdx+xydy+yzdz):j %(xzdx+x(0)dy+(0)zdz)
G G
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2 2
312
= i(xz dx)=E Xz dx=1 t 4—t2dt=—i{(4—t2) } -1
3 8 8), 24 o 3
C1 C1

2. Una parametrizacion para el segmento C,
Cr:x=2y=tz=0,0<t<2

Para esta parametrizacion tenemos:

re’:(x2 +y? +22)3/2: (22 +1? +02)3/2: (4+t2)3/2 y

j Fedr= ia(xz dx+xy dy +yz dz)=J‘ %(X(O) dx+ xy dy +y(0) dz)
Co o Coy r Co r

o 2

_ 1 _ 1 _ 2\3/2
= r_gxydy_J‘o(W(zt)dt_J‘ (4+¢7) 7" (aut)
J Cy 4+t )

r 2
_ _2] L
|V 4+t2 0 J2
3. Una parametrizacion para el segmento C;
Cyix=2y=2,z=t 0<t<2
Para esta parametrizacion tenemos:

2 3/2

dx=0,dy=0, r3=(x2+y2+22)3/2= (22+22 +t2)3/ = (8+t2) y

j‘ Feodr =J is(xz dx+xy dy +yz dz) = '[ %(XZ(O) +xy(0) + yzdz)
C3 C3 C3r

r

* 2 2

1 1 -3/2
= —3yzdy=J‘ —m(Zt)dt=I (8+1%) 7" (2tat)

v C3r

_Z}LL
V8+t? |, J2 3

Por Gltimo, sumando los tres resultados,
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[PROBLEMA 7.] Sea la superficie S =5S; US,, donde S; es la parte del cilindro
x> + 7% = a® que esta en el primer octante y dentro del cilindro
x> +y?*=a’. S,es la parte del cilindro x* + y* = a? que esta en el
primer octante y dentro del cilindro x* + 22 = a2

Sea C el borde de S, orientado como
indica la segunda figura adjunta.

Verificar que

a2
Fe.dr= -—(8a+37),
c 12

donde F(x,y, z) = yzi —xj + (¢ + 29k
Solucién

Tenemosque C=C;UC,UC3UC, vy, por lotanto,

'[F-dr=j F-dr+j F-dr+J F-dr+j F.dr
C C Co C3 Cy

Calculemos estas cuatro integrales separadamente.

1. Una parametrizacion para Cy, con la orientacion indicada, es

r) =asenti + 0j+ acostk, 0<t<z/2 h Cs

—>

Luego, Y
r'(t) =acosti +0j—asentk x <

F(r(t) = (0)(acost)i—asent j + (a° sen’t + a* cos” t )k
= 0i —asentj+a’k

F(r®). r'(t)=—a’sent

V4
2
j F-dr=I —a3sentdt=—a3[—cost} =-a
a 0 0

2. Una parametrizacion para C,, con la orientacion indicada, es

NN

r() =acosti+ asentj +0k, 0<t<zx/2
Luego,

r'(t) =-asenti + acostj +0k

F(r(t)) = (asent) (0)i—acostj+ (a’cos’ t + 0% )k

=0i —acostj+a’cos’tk
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F(rt)- r'(t)=—a’os’t

s

z ) z
Fedr= | 2—a?cos?tdt= —a2 | 21FC0S2 g @), sen2t)e
o . 2 2 2 |,

C2

ra’®

4
3. Una parametrizacion para Cs, con la orientacién indicada, es

r)=0i+ aj +tk, 0<t<a
Luego,

r'(t) =0i + 0j +1k, F(r)=ati +0j+t’k, F(r@))-r'(t)=t

a a3

Fedr= I t?dt= =

C 0 3
3

4. Una parametrizacion para Cy4, con la orientacion indicada, es
rt)=0i+ (a—t)j +ak 0<t<a
Luego,

r'(t) =0i —1j +0k, F(r))=a@-10i +0j+a’k, F(r®)). r(t)=0

a t2 a
J Fedr= I Odt={at——} =0
C3 0 2 ]y

En conclusién,

2 3 2
Fedr=—2a°-"2 + 2 4+0=_2 (ga+3r)
. 4 3 12

|[PROBLEMA 8.|Sea f una funcién continua sobre una curva C: r: [a, b]—> R* de

clase C%. Si Cy. p: [c, d]—> R® es una reparametrizacion de C,
probar que

f(x,y,2 ds=j f(x,y,z)ds
Jcl (xy.2)ds=| f(xy.z)
Solucion

Como p es una reparametrizacion de r, existe una funcion diferenciable y biyectiva

h: [c, d]—][a, b] tal que h '(t):& 0Vt y p=roh. Porlareglade la cadena tenemos
que:

P (O)=r(n(B)h'(D)
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jcl f(x,y,z)ds= I f(x(h(t)), y(h(t)), z(h(t))) || p'(t) ||dt
=[ 1 (xn). v, 20@) () fo

d

=[ 1 (xth0), y(0(0). 20 e (r0) | [0 [

c

Caso 1. p preserva la orientacion. Esto es, h'(t) >0, h(c)=a y h(d) =b.

Eneste caso, | h'(t) |= h'(t) y, por tanto,
. d
jq fuyz)ds= | f(x(h(t) y(h(1), 2(h(¥)) | r(h(R) | () dt
¥ C
Ahora, haciendo el cambio de variable u =h(t) tenemos:
o h(d)
J- f(xy,z)ds = f(x(u), y(u), z(u)) || r'(u) ||du
C J h(c)
. b
=|  f(x(u), y(u), z(u)) | r'(u) |du
¢ a
= f(x,y,z)d
Jc (x,y,z)ds
Caso 2. p invierte la orientacion. Esto es, h'(t) <0, h(c)=b y h(d) = a.
En este caso, | h'( |——h ) Yy, por tanto,
d
(x.y.2) J' f h(©). 2(h()) [ F(h(©) | () a
Ahora, haciendo el cambio de variable u =h(t) tenemos:
h(d)
(x,y,2) J‘ y(u), z(u)) || r'(u) ||du
hc)
Jb f( u), z(u)) || r'(u) ||du
j f o)) o) o
f X, Y, z
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[PROBLEMA 9. | Probar el teorema 5.7

Sea f una funcion continua sobre una curva C: r:[a, b]— R3de
clase C® Sea C,.p: [c, d]->R® una reparametrizacién de C.

1. Si p preserva la orientacion, entonces
f(xvy,z dx:J. f(x,y,z) dx
[ foovaax=] f(ur2)

2. Si p invierte la orientacion, entonces
f(xvy,z2 dx=—J- f(xy,2) dx
[ foyna=-] ey

Estos resultados también se cumplen para las integrales que se
obtienen cambiando dx por dy o por dz.
Solucion

Como p es una reparametrizacion de r, existe una funcion diferenciable y biyectiva

h: [c, d]—>[a, b] tal que h'(t);t 0Vt y p=reoh. Porlareglade la cadena tenemos
que:

p(1)=r (n(D) (1)

Ahora, haciendo el cambio de variable u = h(t) tenemos:

Jl, tn) o j (x(n(1), y(h(1), 2(h(®)) X (h(O)h* ()t

C

h(d)
= j f(x(u), y(u), z(u))x'(u)du

h(c)
1. Si p preserva la orientacion, entonces h(c) =a, h(d)=b vy

h(d) b
[ty @)@ [y, 2w)cwa

h(c) a
= f(x,vy,2)dx
IC ( y )

2. Si p invierte la orientacion, entonces h(c) =b, h(d)=a vy

h(d) a
I f(x(u), y(u), z(u))x'(u)du = j f(x(u), y(u), z(u))x'(u)du

h(c)
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2

En las problemas del 1 al 8, evaluar la integral de linea respecto a la longitud de
arco.

1. | x®yds, C:r(t)=3ti+4tj, 0<t<1 Rpta. 45
C

2 (xs—y) ds, C:r(t)=2ti+(2-t)j, 0<t<2 Rpta. 2V 2
C

_ 3 2
3. (x2+y2) ds,c:{x—a(costﬂsent)’ a>0,0<t<z Rpta 27 (2+7z2)
c y=a(sent—tcost) 4

( ATV & 11
4. | (x-3z)ds, Cix=2t,y=t,z=—,0<t<1 Rpta. =
Jc 3 6
5. [ (x-y)ds , C:x*+y’=ax, a>0 Rpta. %ﬂaz
Jec
. X2 y2 ab(a2 + ab+b2)
6. | 3xyds, C: —+2-=1,x>0, y>0 Rpta, ————F—~
Jc a b a+b
N =a, a>0
7. | xyzds, C: Xryre g Rpta.ﬁa4
Jc y=2 96

8. Xyz ds, C:{
c

2,2, 52 _ .2 4
X“+y“+z°=a°, a>0 Rpta.a—
y=z 6

9. Hallar la masa de un alambre de densidad es &(x, y) = X%, que tiene la forma del
grafico de y = In x desde el punto (J—B In \/E) hasta el punto (J—S In \/—8) .

Rpta. 19/8

10. Hallar la masa de un alambre de densidad &, y, z) = x* + y? que tiene la forma
delacurvaC: x=e'cost, y=e'sent, z=t, 0<t<2xz

1 4 N2 302
Rpta. E[(2e +1) -3

11. Hallar la masa y el centro de masa de un alambre
de densidad 5(x, y, z) =\[y y que tiene la forma
del primer arco de la cicloide:

C:x=a(t-sent), y=a(l—-cost), 0<t<2r of pA 2"y

RptaM = 212227, (x, y)=(7a, 33/2)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Hallar la masa y el centroide de un alambre de densidad 8(x, y, z) = k y que tiene
la forma de la hélice: x=acost,y=asent, z=bt, 0<t<3~x
Rpta M = 3kz+ a +b? , (i, y, z ): (O, :—a, BbT”j
T

Hallar la masa de un alambre de densidad, 8(x, y, z) = x* + y* + z%, que tiene la
forma de la hélice: x=cost,y=sent, z=t, 0<t<2~r

22 o 6 6 37:(27r2 +l)
RoaM = =4 3) (%Y 2 )5 e s

Hallar los momentos de inercia respecto a los ejes del alambre de densidad
constante, (X, Y, z) =k, que tiene la forma de la hélice:
x=acost, y=asent, z=bt, 0<t<2r

Rpta I,=1, :%k a% +b? (3a2 +8b27r3), I, =27ka’+ a? +b?
Evaluar J. (x+1) dx+(2x—y) dy, donde C es
c
a. El segmento de (0, 0) a (1, 1)
b. El grafico dey = x* de (0, 0) a (1, 1)
c. El gréafico de y? = x> de (0, 0) a (1, 1)
Rpta. a. 2, b. 5/3 c. 11/5

Evaluar j (3x2 +y) dx+(x—y) dy, donde C es lagréficade y=sen %x de
c

(0,00a(1,1) Rpta. 3/2

Evaluar J. xy dx—x? dy, donde C es la curva cerrada determinada por las
c

parabolas x = y? y =x? recorrida en sentido horario. Rpta. 9/20

Evaluar I Y dx+ 1 dy, donde C es la parte de la hipérbola
Cx\/xz—yz \/Xz_yz

X¥-y* =4 de(2,0) a (4, 2\/_3) Rpta. %

Evaluar j y dx+z dy+xdz, donde C es la circunferencia que se obtiene de
c

la interseccion de la semiesfera x> +y? + =16,z >0 con el cilindro x*+ y* =
4. La circunferencia, mirandola desde el eje Z y por arriba, esta orientada en
sentido antihorario.

Sugerencia: Ver el problema resuelto 3. Rpta. -4
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20. Evaluar j (y+2z)dx+(x+2z)dy+(x+y)dz, donde C es la curva que se obtiene
C

de la interseccion del cilindro x* + y*=1 con el plano x +y + z = 1. La curva,
mirandola de la parte positiva del eje Z, estéa orientada en sentido antihorario.

X =cost
Sugerencia C:q y=sent ,0 <t<27 Rpta. 1
z=1-cost—sent

21. Evaluar j Xy dx+yz dy+xz dz, donde C es la curva que obtiene de la
C

interseccion del cilindro x? + y? = 2y con el plano y = z. La curva, mirandola
desde la parte superior del eje Z, esta orientada en sentido antihorario.

X = cost
Sugerencia: C: y=1+sent , 0<t<2r Rpta. =
z=1+sent

22. Evaluar j ydx+zdy+xdz, donde C es la curva que obtiene de la
C

interseccion de la esfera x* + y?+ z2= 2(x +y) con el plano x + y = 2. La curva,
mirandola desde el origen, esta orientada en sentido horario.

X=1-cost
Sugerencia: C: < y= 1+cost ,0 <t<27 Rpta. -2J2r
z=+2sent

En los problemas del 23 al 27 evaluar.[ F. dr para el campo F y la curva
C
C: r(t) indicados.

23. F(x,y)=xi+Yy%, r(t)=costi+sentj, Ogts% Rpta. — 3_5/73
3 3y 2t L ot 23
24. F(x,y) = xy°i — x%j, r)=ei+ej, 0<t<In2 Rpta. "
_ y . X .
25. F(x,y) = S i+ o, 57 b
(x*+y?) (x*+y?)
t St . 7 6
r(t) =ecosti+esentj, 0<t<— Rpta.
2 5eﬂ/2
26. F(x,y)=zi+yj+xk r@t)=ti+t}+tk 0<t<l Rpta. %

2
27. F(x,y) =yzi —xzj + xyk, r(t)=ti +costj+sentk, O Stﬁﬂ'% Rpta. %
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = —yi + xj al mover una particula
2 2

. . X
por la parte superior de la elipse —+ y

b—2:1 desde el punto (a, 0) al (—a, 0).
a

Rpta. abxr

Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = 2xe’i + (3x + y)j al mover una
particula por la parabola y = x desde el punto (0, 0) al (1, 1).
Rpta. e + 3/2

Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = (x* + y2)i + xyj al mover una
particula por el grafico de y = 1—| 1-x | desde el punto (0, 0) hasta el punto
(2, 0). Rpta. 3

Hallar el trabajo que realiza el campo F(X, y) = xyi + yzj + xzk al mover una
particula por el segmento del punto (1, -1, 0) al punto (2, 1, 2).
Rpta. 25/6

Se tiene el campo F(x, y) = x%i + y’zj + xz°k y el tridngulo de vértices
P=(0,0,0),Q=(110)yR=(0,1,1). Hallar el trabajo que realiza el campo
F al mover una particula a lo largo del triangulo dePaQ,deQaRydeRaP.

Rpta. — 1/3
. . X . y . -5z
Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = —i + —j + — k al mover
yz Xz Xy
una particula a lo largo de la curva r(t) =costi+sentj+ costKk, %st g%
Rpta. oy InTB

Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = yi + zj + xk al mover una
particula, dando una vuelta, a lo largo de la curva cerrada que es la interseccién
de la esfera x* + y*+ z2= 1 con el plano x =y, la cual es orientada en sentido
antihorario mirandola desde el semieje positivo de las X.

Rpta. 0

Un silo circular, usado para almacenar granos, tiene 9 pies de radio y 31 pies de
altura. El silo estd rodeado por una escalera helicoidal que da 2 vueltas
completas para llegar al tope. Hallar el trabajo que realiza un hombre que pesa
180 libras y que sube por la escalera un saco de maiz de 30 libras hasta el tope.

Sugerencia: C: r(t)=9costi + 9sentj + j—l k Rpta. 6,510 pie—libras.
T
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SECCION 5.3

TEORMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE
LINEA. INDEPENDENCIA DE LATRAYECTORIA

Recordemos el segundo teorema fundamental del calculo, tratado en nuestro texto
“Célculo Integral” (teorema 3.9). Este dice que si F'= f es continua en [a, b],

entonces
b

b
j f (x)dx = F(b) — F(a). O bien, j F'(x)dx = F(b) - F(a)

a a

Este resultado se generaliza a integrales de linea del plano o del espacio en el
teorema que sigue. Recordemos que un campo F es conservativo si existe una
funciénreal f talque F = Vf. Lafuncidn f es una funcion potencial de F.

[CONVENCION. | Para evitar repeticiones en los enunciados, todos los campos F
gue se mencionen, a menos que se diga lo contrario, seran de clase
CW. Esto es, todas la funciones componentes de F tienen derivadas
parciales y son continuas.

[ TEOREMA 5. 8] Teorema Fundamental de las integrales de linea.

Sea C: r(t), a <t < b, una curva suave por partes en una region
abierta D del plano o del espacio. Sea F un campo continuo en D.
Si F es conservativo en D y f es una funcion potencial de F,
entonces

J- F.dr:J‘ Viedr = f(B) - f(A),
c C

donde A=r(a) y B=r(b)
Demostracion

Caso 1. C esuna curva suave.
Tenemos que:

b
j Viedr :j ﬂdx+idy+idz: J‘ (i%+ﬂﬂ+id—zjdt
c c OX oy o4 L\ Ox dt oy dt oz dt

=J'a %[f (x(1), y(t), 2 (1)) ]t
= 1 (x(b).y(6) 2(b)~  (x(a). y(a).2(a)) =1®) - (¥

En la pendltima igualdad se aplico el segundo teorema fundamental del
calculo.
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Caso 2. C es suave por partes. Esto es, By

C=C1UCZU...UCn, ¢
donde cada trozo C, es suave.

Aplicando el resultado anterior a cada trozo tenemos: A

.[Vf-dr:j Vf-dr+J. Vf-dr+...+j Viedr
C C1 Co Cn

= (f(B)~f(A)+ (F(B)-f(B))* ..+ (F(B)~T(Byu))
=(B) — f(A).

Este teorema nos permite calcular con facilidad la integral de linea de un campo
conservativo. En efecto, el teorema nos dice que el valor de la integral s6lo depende
de los valores de la funcién potencial en los extremos de la curva. Ilustramos esta
afirmacion en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.| Evaluar j F « dr, donde

c . v c
F(x.y) = 2X 2i+ 2y 2j
1-x" -4y 1-x° -4y
—> X
y C es el gréfico de la funciéon y =sen x o, '0) (r.0)
desde A =(0, 0) hasta B = (7, 0). O bien,
Cir(t)=ti + sentj, 0<t<z y=senx
Solucion
El campo F es conservativo. En efecto, sea f(x, y)= —%In 1-x% —4y?|.
Tenemos:
. . 1 —2X . 1 -8y .
Vi y)= f (xy)i+f, (xy)j= = ————i+ —-= j
x( ) y( ) 2 1—x2—4y2 2 l—X2—4y2
X . 4y .
= I+ j =Fxy)
1-x2—4y?  1-x2—4y?

Ahora, aplicando el teorema anterior,
J' Fedr =I Vfedr = f(B) —f(A) = f(z 0)—f(0, 0)
c c
=—%In‘ 1- 72 - 4(0)° \ + %In‘ 1-(0)? - 4(0)? \

:—%In‘ 1—71'2‘ + %In| 1= —%In(;r2 —l)
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA

El teorema anterior nos dice que el valor de la integral J‘ F . dr de un campo
c
conservativo depende sélo de los puntos extremos de la curva C y no de sus puntos
intermedios. A continuacién extendemos mas estas ideas. Pero antes, presentamos el
concepto de conexidad.

DEFINICION. | a. Una regiéon D es conexa si cada par de puntos Ay B de D

pueden unirse por una curva suave por partes que yace por
completo en D. Una regién es disconexa si no es conexa

b. Una region D es simplemente conexa si es conexa y si toda
curva cerrada y simple contenida en D puede reducirse o
contraerse hasta un punto sin salirse de D. Intuitivamente,
esto significa que D es de una sola pieza y que, si esta en el
plano, D no tiene huecos; y si esta en el espacio, D no tiene
tlneles.

Una regién es multiplemente conexa si es conexa y no es
simplemente conexa

RN 69

Simplemente conexa Disconexa Multiplemenente conexa

Para simplificar la exposicidn, a las curvas suaves por partes la Ilamaremos
trayectorias de integracion o, simplemente, trayectorias.

DEFINICION.| Independencia de la trayectoria.

Sea F un campo definido en una region abierta D. La integral

J‘ F . dr es independiente de la trayectoria en la region D si,
c

dados dos puntos Ay B de D, la integral dada tiene el mismo
valor a lo largo de cualquier trayectoria C de A a B. En este caso,
a la integral se acostumbra escribirla asi:

B
J. F-dr:J Fedr
c A

El siguiente teorema nos dice que hay una estrecha relacion entre campos
conservativos, integrales independientes de la trayectoria e integrales que se anulan
en curvas cerradas.
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| TEOREMA5.9 | Sea D una region abiertay conexay F =Pi+ Qj + Rk de clase
c® enD. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

a. F es conservativo en D.

b. j F . dr =0, paratoda curva cerrada en D.
C

c. I F « dr es independiente de la trayectoria en D.
c
Demostracién

Demostramos el teorema probando la secuencia:a—=>b, b—=>c y c=a

a=b
Sea C:r(t),a<t<b unacurva cerrada. Debemos tener que A =r(a) = r(b) = B.

Como F es conservativo, existe una funcién real f tal que F= Vf.
Aplicando el teorema 5.8 tenemos:

j F.dr= I Vi dr = f(B) - f(A) = f(B) — f(B) = 0
C C

b=c
Sean Ay B dos puntos cualesquiera de la region D y sean C;
y C, doscurvasde A a B. 1 B

LacurvaC =C,U (—C, ) es cerrada y, tenemos que: A of

O=J- Fedr= F-dr+I Fedr
C

C %) Ci B
= F-dr—j Fedr =>| Fedr=| Fe.dr Q
G C2 C1 C2 A -G

Luego, J. F . dr es independiente de la trayectoria. C =C,U (-C,)
c

c=a

Sea A=(a, b, c) unpunto fijode Dysea B=(x,y,z) un punto arbitrario de este
dominio. Sea C una curva suave por partes en D que una A con B. Como D es
conexo, esta curva siempre existe. Definimos la funcién: f: D > R,

fx,y,2) = J.CF-dr

Esta funcion esta bien definida, ya que, por hipétesis, la integral es independiente
de la trayectoria.

Afirmamos que esta funcidon f es una funcién potencial de F. Para esto, debemos

probar que:
1.ﬂ:P, Z.ﬂ:Q y S.i:R.
OX oy oz
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1. Por ser D abierto, existe una bola abierta centradaenel B =(x,Y, z) Yy contenida
en D. En esta a bola tomemos un punto de la forma (x;, Y, z) con Xx; < X.

Como la integral que define a f es independiente de
la trayectoria, elegimos a

C :C]_U C2,

donde C, es el segmento de recta que une (X, Y, 2)
con B = (x, Y, z), el cual es paralelo al eje X. Las
coordenadas y y z permanecen constantes y, por tanto,
a lo largo de este segmento, dy =0 y dz = 0. Una
parametrizacién para este segmento es

r=ti+yj+zk, x;<t<x, dedonde, dr=idt.

Luego,

X
f(x,y,z):J. Fedr= Fedr + Fedr= F-dr+j P(t,y,z)dt
C C Co C X1

Esto es,
X
f(x,y,z):j F-dr+I P(t,y,z)dt (@)
C X1
Pero, la integral F « dr depende del punto (xy, y, z) donde no esta x. Luego,
G
a Fedr =0 (b)
OX C

Finalmente, derivando (a) respecto a la variable x, considerando (b) y el primer
teorema fundamental de célculo, obtenemos el resultado buscado:

X
a_a Fedr+ i_[ P(t,y,z)dt=0+ P(x,y,2).
8X aX C1 8X X1
Para probar las partes 2 y 3, seguir los pasos anteriores tomando los puntos

(X, ¥1,2) Y (XY, 21), respectivamente.

CONSTRUCCION DE UNA FUNCION A PARTIR DE SU GRADIENTE

Sin duda, el teorema anterior es muy importante. Sin embargo, este no nos indica
un camino para hallar la funcién potencial de un campo conservativo. El teorema que
sigue salva esta deficiencia. Pero este nos exige que la regiéon D no sélo sea conexa,
sino simplemente conexa. Es necesario recordar el rotacional de un campo.

Si F = Pi + Qj + RK, el rotacional de F es
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i j k

rotF=V xF = i i E :ﬁ_@i+(£_@Jj+ @_@k
OoXx oy oz oy oz oz 0Ox ox oy
P Q R

Si F = Pi + Qj, es un campo vectorial en el plano, lo consideramos como un
campo en el espacio: F=Pi+ Qj + 0k y, entonces

rotF=V x F= R _» k
OX oy

Un campo F es irrotacional si rot F = 0. O seasi

P_Q P_R  Q_R

oy &' a x| o oy

[ TEOREMA5.10 | Sea F = Pi + Qj + Rk de clase C™ en una regién D abierta y
simplemente conexa. Entonces

F es conservativo siysoélosi rot F=0.
O, en otros términos,

F es conservativo siy sélo si

P_Q P _R QR
& ox' e ox oy
En particular, F=Pi+ Qj es conservativo si y so6lo si
P_RQ
oy ox
Demostracion.
La implicacion ( =) ya se probo en el teorema 5.4 parte 2, en la seccion 5.1.

La implicacion ( <= ) la posponemos. Veremos que el caso bidimensional es
consecuencia del teorema de Green (ejemplo 4 de la seccién 5.4) y el caso
tridimensional, del teorema de Stokes (ejemplo 4 de la seccién 5.6). Estos teoremas
se veran un poco mas adelante.

EJEMPLO 2. | a. Determinar si F(x, y) = (2xy* + 3x)i + (3x%* + 4y%)j es

conservativo. En caso afirmativo, hallar una funcién potencial.
b. EvaIuarJ. F - dr, donde C es cualquier curva de (1, 0) a (2, 1)
c

Solucion
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a. Tenemos que P = 2xy* + 3x* y Q = 3x%? + 4y*. El dominio de F es D =R?, el
cual es abierto y simplemente conexo (no tiene huecos). Ademas
@ = 6xy2 = @
OX
Luego, por el teorema anterior, F es conservativo.

Ahora, hallamos una funcion f tal que F=Vf :Z—fi + %j

X
Tenemos que
1 I 2y +3¢ y 2. x. 3Xy? + 4y°
OX oy
Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a x:

Z—f: 2xy + 3¢ = f(x,y) = j(ny3 +3x2)dx: Xy* + X3+ g(y)
X

Derivando f(x, y) = x%y® + x> + g(y) respecto a la variable y, y comparando
con la ecuacion (2):

0 . .
5 N =3 + gm)= + 47 = g ) =47 > 90) =y +k
Luego, una funcion potencial de F es
fix,y) =xy  +x3+y' +k

b. Como F es conservativo, aplicando el teorema 5.8, tenemos:

I Fedr=1(2, 1)~ f(1,0) = (13 + k) — (1 +k) = 12
C

EJEMPLO 3. | a. Determinar si F(x, y, z) = 2xyi + (x> — 2%)j + (1 — 2yz)k es

conservativo. En caso afirmativo, hallar una funcién potencial.
b. HaIIarI Fedr,
C

donde C es cualquier curvade (1,0,0) a (2,1, 3).
Demostracion
a. Tenemos que P =2xy, Q=x’—2z" Y R=1- 2yz. El dominio de F es D =R?,
el cual es abierto y simplemente conexo (no tiene tlneles). Ademas
P_,Q P _ R XQ_, R
oy OX oz OX oz oy
Luego, por el teorema anterior, F es conservativo.
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Ahora, hallamos una funcién f tal que F=Vf :ﬂi + ij + ﬂk
OX oy oz
Tenemos que
1. i=2xy 2. i=x2—z2 3. ﬂ:1—2yz.
OX oy oz

Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a x:
?= 2y = f(x,y,2) = I(ny)dx =X’y +g(y, 2)
X

Derivamos f(x, y, z) = X% + g(y, z) respecto a la variable y, y comparamos con
la ecuacion (2):

T oxes Lgy=x-2= Pgy--7F=gy.0--2y +h@) =
oy oy oy
f(x,y,2) =X%y 2% +h(2)

Derivamos  f(x, y, z2) = X% — z°%y + h(z) respecto a la variable z y
comparamos con (3):

Z_f:_22y+ h'(z)=1-2yz= h'(z)=1=h(z) =z+k
z

Luego, una funcién potencial de F es
f(x,y,2) =Xy -2y +z+k

b. Como F es conservativo, aplicando el teorema 5.8, tenemos:

j Fedr=£(21,3) - (1,0,0)= (-2 +K) — (0 +k) =—2
C

CONSERVACION DE LA ENERGIA

La ley de la conservacion de la energia fue formulada en el siglo XIX y es una de
las leyes fundamentales de la fisica. En términos generales, esta ley establece que:

“La energia no puede ser creada ni destruida. Puede transformarse de una
forma a otra, pero la cantidad total de energia permanece constante”.

Existen varias formas de energia: quimica, eléctrica, calorifica, cinética o energia
en movimiento, potencial o energia almacenada. Nosotros, con los resultados en esta
seccion, estamos en capacidad de probar la ley de conservacion de la energia
mecanica, que relaciona la energia cinética con la potencial. En términos precisos,
esta ley afirma que:

La suma de las energias cinética y potencial de un objeto, debidas a una
fuerza conservativa, es constante.
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Sea m la masa de la particula que es movida por una fuerza conservativa F = Vf

a lo largo de una curva C: r(t), a<t<b, desde el punto A = r(a) hasta el punto
B =r(b). La velocidad y la aceleracién de la particula son

vip=r(t) y a=v(t)=r"(t)
Sabemos, por nuestros cursos de fisica, que en el instante t se cumple que:
1. F(r(t) =ma(t) =mr"(t)  (segunda ley de Newton)
2. p(r(t)) = — f(r(t)) es la energia potencial del objeto en el punto r(t).
3. k(r(r) = %m" r'(t) | * eslaenergia cinética del objeto en el punto r(t).

Ahora, considerando las igualdades anteriores, evaluamos de dos maneras el
trabajo realizado por F al mover la particula a lo largo de C desde A hasta B.

W:I F.dr:I Vf «dr = f(B) - f(A)=—p(B) + p(A) )
C C

Por otro lado,

w=[ Fear=[ () ra= [ mew)roa eo

a a

- mJ. :[ (1) - (1)) de = %J':%[ e (t) - ()] d
S e P2 o0 )= 21 o) - 2 @ |

= k(r(b)) - k(r(a)) = k(B) — k(A) (%)
De (4) y (5) obtenemos:
—p(B) +p(A) =k(B) —k(A) = k(A) + p(A) =k(B) + p(B)

Esta Gltima igualdad nos dice que la suma de las energias cinética y potencial
permanece constante de punto a punto.

El nombre de campo conservativo dado a los campos de la forma F =Vf est4
inspirado en el resultado anterior, la conservacién de la enegia mecanica.
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PROBLEMAS RESUELTOS 5.3

[PROBLEMA 1.| Evaluar de tres maneras la integral J (2x+1)dx+(2y-2)dy,
c
donde C es el primer arco de la cicloide.
x=t-sent v
: , 0<t<2n C
y =1-cost
Solucién 0 222 X

a. Procedemos usando la definicién de integral de linea de la seccion 5.2:

I (2x+1)dx+(2y—2)dy

:J‘ 27 [(Z(t —sen t))+1} (1-cost)dt +[2(1—cost)— 2] (sen't)dt

0

2z
=J. (2t+1-2sent —cost—2tcost) dt
0
2
= [tz +t—sent—2t sen t]oﬂ =47+ 27
b. Procedemos usando los teoremas 5.9 y 5.10:
Tenemosque: P=2x+1, Q=2y-2 vy

P_0 (ax41)=0=2(2y-2)=R
oy oy OX OX

Luego, por el teorema 5.10, el campo F(x, y) = (2x + 1)i + (2y — 2)j es

conservativo y, en este caso, el teorema 5.9 nos dice que la integral de este

campo es independiente de la trayectoria. Por tanto, a la cicloide la podemos

reemplazar por una trayectoria mas simple. Tomamos la trayectoria C, que es el
X=t

eje X del punto (0, 0) al (2, 0). Estoes, C;: { ,0<5t<27  y

2z

(2x+1)dx+(2y—-2)dy = I (2t +1)dt
0

IC(2x+l)dx+(2y—2)dy:I

=+ t]z” =47+ 2n

C

c¢. Procedemos hallando la funcién potencia y aplicando el teorema 5.8
Ya sabemos que el campo F(x, y) = (2x + 1)i + (2y — 2)j es conservativo.

Hallemos una funcion potencia f:

;i=2x+1:> f(x, y)=j(2x+l) dx = x2+x+g(y):>%:g‘(y)—2y—2:>
X
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g(y) = j(zy—Z)dy=y2—2y+k = fxy)=x’+y*+x-2y+k

Ahora, aplicando el teorema 5.8, obtenemos:

I (2x-1)dx+(2y -2)dy = f(2r, 0) — f(0, 0) = (47 +27 + k) — (k) =47 + 2z
C

El lector notara que, de los tres procedimientos, el segundo es el mas simple.

[PROBLEMA 2.]a. Determinar los valores de las constantes a'y b para los cuales
el siguiente campo es conservativo.

F(x,y,z) = (ae*senzy + yz)i + (e*coszy + xz)j + (bxy +2z)k
b. Hallar una funcidn potencial del campo F con los valores de a
y b hallados.

c. Calcular I F « dr,donde C es la curva de interseccion del
C
cilindro x? + y* = 2y con el plano y = z, desde (0, 0, 0) hasta
©, 2, 2).
Solucion

a. De acuerdo al teorema 5.10, para que F sea conservativo se debe cumplir que:

P @ ® QR
oy dx' oz dx oz dy

Esto es, debemos tener que:
mae‘cosry +z = e'coszy+ z, y=by y x=bx
Luego, a= 1 y b=1.
T
El campo conservativo es

F(x,y,2) = (iexsenny + yzj i + (efcoszy +x2)j + (xy+22)k

b. Buscamos f tal que F= Vf

a. lexsen Ty +yz = f(x,y,2) = leX senzy +xyz + g(y, 2)
oX =« T

Derivando este resultado respecto a la variable y e igualando:

of 0 X 0
—=e"cosxy+xz + —g(y,z) = ecoszy+x2=> —g(y,2)=0
oy oy oy
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Esta Gltima igualdad significa que g(y, z) solo depende de z. Esto es,
g(y,2)=h(z) = f(x,y,2) =%exsen Ty +xyz+h(z)
Derivando este resultado respecto a la variable z e igualando:
%:xy+ h'(z)=xy+22= h'(z)=2z = hz) =2 +k
Luego, finalmente,
f(x, y, 2) =%exsen7zy +xyz+ 22 + k.

c. Aplicando el teorema fundamental de las integrales de linea:

I Fedr=10,22) - f(0,0,0)=(4+k) — (k) = 4
C

Sabemos que la integral de un campo conservativo es facil calcularla. En el
siguiente problema aprovechamos esta ventaja para integrar un campo que, aunque
no es conservativo, podemos descomponerlo en dos campos, uno conservativo y el
otro que es facil de integrar.

[PROBLEMA 3.| Evaluar j F « dr, donde
C

F(x, y, 2) =(2y+ycosx)i + (3x—2y+senx)j y Cesla
2 2

. X . . . .
elipse ?+y7 =1, recorrida en sentido antihorario.

Solucion

Tenemos que: % =2+ CoS X y =3+ cos X

Q
2

Vemos que F no es conservativo, pero lo seria si el término 3x de Q fuera 2x.
Esta observacién nos siguiere que hagamos la siguiente descomposicion de F como
una suma de dos campos, donde uno de ellos sea conservativo:

F(x,y,2) =(2y+ycosx)i + (3x—2y+senx)j

= (2y+ycosx)i + (2x—2y+senx)j +Xj
Ahora,

j F-dr:j (2y+ycosx)dx+(2x—2y+senx)dy+I x dy :I x dy,
I c c c

ya que la primera integral del segundo miembro es 0, por ser C cerrada y el campo
conservativo.
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o . X =3cost
Una parametrizacion para la elipse es C: { 9 ) ,0 <t < 27 vy, entonces
y=2sen

2 2z
'[ Fe dr:j X dy:I (3cost)(2cost)dt = 6.[ cos” t dt
c c 0 0

27 2r
_ 6J‘ 1+cos 2t dt= S[t— sen Zt} .
0 2 2 0

[PROBLEMA4.] SeaF(x,y)= — i + —~—j, (x,y) e D=R?-{(0,0)}
X2 +y X +y

a. Probar que no se cumple que I F «dr= 0, para toda
Cc

curva cerrada en D =RR? —{(O, 0)} el dominio de F.

Para esto, verifiqueJ' Fedr = 27, donde C es la
c
circunferencia x* +y®= 1, recorrida en sentido antihorario

. P aQ ,
b. Verif — = — D=R"—-{(0,0);.
erificar que & > " {(0,0)}

c. La parte a, de acuerdo al teorema 5.9, prueba que F no es
conservativo en su dominio D =R* —{(0,0)} .

Por otro lado, si pudiéramos aplicar el teorema 5.10 a la
parte b, obtendriamos que F es conservativo, lo cual
contradice la parte (a). Explicar la raz6n por la no podemos
aplicar este teorema.

Solucion

a. Una parametrizacion paraC es:x=cost, y=sent, 0<t<2z Luego,

Fedr= dx+ dy
.[c .|.cx2+y2 x* +y?

I T _gent cos t

> (-sentdt)+———— (cost dt
0 coszt+sen2t( ) coszt+sen2t( )

2z 2 2 2z

sen“t+cos” t

= J‘ ﬁdt = J‘ dt =2
o COs“t+sen“t 0



Cap.5 Anidlisis vectorial Integral 563

p P ¥=X QL yoxt P _
oy (X2+y2)2, ox (X2+y2)2, y o

c. El teorema 5.10 tiene como una de sus hipdtesis que el dominio de F sea
simplemente conexo. En el presente caso, el dominio, D = R? — { (0,0) } no lo

es (tiene un hueco).

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3

En los problemas del 1 al 13, mediante el teorema 5.10, determinar si el campo
es conservativo. En caso de serlo, hallar una funcion potencial f.

1. F(x, y):—li + izj Rpta. f(x, y):—i +C
y y y

2. F(x, y) = (y3+3x%)i + (¢ + 3xy* + 1)j Rpta. f(x,y) =X’y +xy®+y+C
3. F(x, y) = (2xcos y)i + (x°sen y)j Rpta. No es conservativo
4. F(x, y) = (y cos xy)i + (x COS xy)j Rpta. f(x,y) = sen xy
5. F(x, y) = yeYi+ (xe¥ +secy)j Rpta. f(x,y)=¢€¥ +tany+C
6. F(x, y)=2e¥i +xe¥j Rpta. No es conservativo
7. F(x, y) = 22"‘3’2 i+ 22y+x2 i Rpta f(x,y)=In 6 +y?) —tan” (x/y)+ C.

X2 +y X2 +y
8. F(x, v,2) =(y —y2)i + (x + z—xz)j + (y — xy)k Rpta. f(x,y) =xy+yz—xyz+C

9. F(x, ¥,2) = (3x°z—2xy* + yz)i + (2¢y +yz)j + (x* +xy)k
Rpta. f(x,y,2) =Xz +x%? +xyz+C
2. 2. 2
10. F(x, y,z) =2xyze* i + ze* j + ye* k
Rpta. f(x,y,2) = yze’<2 +C

11. F(x, y,2) = ze"2Yi + 2ze*2Yj + "2k

Rpta. f(x,y,2) =ze*"?+C
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12. F(x, y,2) = (y’cos z)i + (2xy cos z)j + (-xy* sen z)k
Rpta. f(x,y,2) =xy’cosz+C

13. F(x, y,z) = (yz cos xy)i + (xz cos xy)j + (sen xy)k
Rpta. f(x,y,z) =zsenxy+C

En los problemas del 14 al 17, evaluar la integral dada.

. (27[, 0)
14. e* cosy dx—e*seny dy Rpta. e*"—1
o (0, 0)
o (512)
15. Xdx+ydy Rpta. 8
J ey xP+y?
o (L2 3)
16. yz2dx — xz?dy + 2xyz dz Rpta. 17
J (1,11
(222 yax ydy — zdz 1
17. 372 Rpta. ————
J Ly (x2+y2+22) 23
. . y2+1.  XPy+y.
18. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x.y) = L 1 al mover
X X
un objeto desde el punto (2, 3) hasta el punto (1, 0), a través de cualquier
curva suave que no cruce la recta x = 0. Rpta. 21/4
19. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) :%i +13j, r=+yx%+y?, al
r r
mover un objeto desde el punto (1, 0) hasta el punto (4, 3), a través de
cualquier curva suave que no pase por el origen. Rpta. 4/5.

20. Hallar el trabajo realizado por F(x, y, z) = Z%i + z°xj + 3z°xyk sobre un objeto
que se mueve a lo largo de una curva suave C desde (1,1, 1) hasta (3, 2, 2).
Rpta. 47.

21. Sea el campo gravitacional F(x, y, z) = —-GmM Xryjrx zk

3
constantes y = y x%+y? + 272

r
a. Hallar una funcién potencial de F.

, donde G, m, M son

b. Sean P, y P, dos puntos que estan a las distancia d; y d, del origen,
respectivamente. Probar que el trabajo que realiza el campo gravitacional al

mover una particulade P; aP, es GmM [i_di]
2 1

GmM

VX +y? + 72

Rpta. a. f(x,y,2) =
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22. Hallar una funcién potencial del campo
F(x,y,z) = r"(xi +yj +zk), donden € Z y r= | x* +y? + 22
Rpta. f(x, y, z) = LZ r"2+C, sinz—2. f(x,y,2)=Inr+C, si n=2
n+

23. a. Hallar el valor de a para el cual el siguiente campo es conservativo.
F(x, y) = (3x* + cos my)i + (ax — mx sen ny)j.
2 2

b. Si C eslaelipse X—+ y
a2

= 1 orientada en sentido antihorario, evaluar
b

j (3x2 + cos;ry)dx + (x — zx senzy) dy
C
Sugerencia: Decomponer (3x2+0037ry)dx+(x—;zx senzy)dy
Rpta a. a=0 b. 2abx

24. a. Hallar una funcion potencial de F(x, y) = (3x* + cos my)i + (— nx sen my)j.

b. Si C es la parte de la parébola y = x* que va de (0, 0) a (2, 4), usar el campo
F para calcular

~|AC(3X2 + cos;ry)dx+(x—7zx senzy)dy
Rpta a. f(x,y,z) =x*+xcosny + C b. 14/3
25. a. Hallar el valor de a para el cual el siguiente campo es conservativo
F(x, Y, 2) = (ax’z — 4x)i + (2y + cos nz)j +(x3 — 7y sen nz) Kk
b. Hallar una funcién potencial de F con el valor de a hallado en la parte (a).
c. Hallar j C(3x22—4x) dx+(2y+cos;zz)dy+(x3 — 7y sen zz)dz
donde C es cualquier curva suave por partes que va de (2, 2, 2) a (0, 0, 0).
Rpta a. a=3 b. f(x,y,2) =x’z2—2x* + y*+ycos iz + C c. 14
26. a. Hallar los valores de a y b para los cuales el siguiente campo es conservativo
F(x,y, 2) = €’In@@) i + ay’zj +[y3 +b%] k

b. Hallar una funcién potencial de F, con los valores de a y b hallados en la
parte (a).

c. Si C es el segmento de recta que vade (1,1, 1) a (1, 2, 2), usar el campo F
para calcular

I e“In(z) dx + 3y’zdy +y3dz
c

Rpta a. a=3,b=1 b. f(x,y,z)=¢€Inz +y*2 +C c. (e-1)In2 +15
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SECCION 54

TEOREMA DE GREEN

En las siguientes secciones trataremos tres teoremas que generalizan el teorema
fundamental del calculo. Estos teoremas sobresalen por su importancia, por su
belleza y por sus aplicaciones a la fisica. Cada uno lleva el nombre de sus creadores.
Estos son: El teorema de Green, el teorema de Gauss y el teorema de Stokes. Aqui
presentamos el primero de ellos. Este teorema expresa una integral doble sobre una
region del plano en términos de la integral de linea de su frontera.

Sea C: r(t), a <t < b, una curva cerrada y simple que
es el borde de una region D del plano. C tiene dos
orientaciones. La orientacién positiva, dada por el c
sentido contrario a las agujas del reloj, y la orientacion
negativa, dada por el sentido de las agujas del reloj. En
otros términos, la curva C esta orientada positivamente
si una persona, caminando sobre C en el sentido de t
creciente, laregion D queda siempre a la izquierda.
Positiva Negativa

Algunas veces, a C, para enfatizar que es la frontera de D orientada
positivamente, se la representa por oD. O sea, C = dD.

Se usan los simbolos q‘} , (j‘) , I para representar la integral de linea a
c c D

lo largo de una curva cerrada C orientada positivamente.

| TEOREMA 5.11.| Teorema de Green

Sea C una curva cerrada, simple, suave por partes, que es el
borde de una region D del plano XY simplemente conexa. Si P

y Q son de clase c® en una regién abierta que contiene a D,
entonces

- R _ ok
qA)Cde+Qdy—”‘ (ax adeA
D

La demostracién de este teorema en su forma general dado en el enunciado no es
facil. Aqui probaremos el caso especial donde la regién D es de tipo | y tipo Il
simultaneamente. A estas regiones la Ilamaremos regiones simples. Mas adelante
extenderemos el teorema a otros casos mas generales.

Demostracion

La demostracion la hacemos en tres pasos:
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Paso 1. D esde tipo | o verticalmente simple. Esto es,

D={(y/ a)<y<g) asxsb}, A VRV
donde g; y @, son continuas. Ca C
Para este caso, probaremos que: 1o

PoYEa)
¢ de——J. —dA 1) a b X

Por un lado, recurriendo aI teorema fundamental del calculo, tenemos que:

[ Sons ] 5 tonon] Trtsmon-steace

= [ e s o [ "l 0)or @

a a

Por otro lado, la frontera C esta conformada por la unién de las curvas C,,
C,, C;3 y C,, indicadas en la figura. Por tanto,

qA)de:I P dx +I de+j de+j P dx 3)
c a C2 C3 C4

Las integrales sobre las curvas C, y C, son nulas, ya que en estas curvas, x
es constante y, por tanto, dx =0.

Para C; y —C; tenemos las siguientes parametrizaciones:
Ci:ix=x%x, y= 01(X), a<x<h. —Cax=X y= go(x), a<x<h.

Luego, regresando a (3):

(ﬁdezJ Pdx + O+J de+0:‘[ de—‘[ P dx
C C1 C3 C1 —C3

= I ab P (x, gy (x))dx —I ab P(x, gz (x))dx
Esto es,

CJScPdXZ .[bp(x'gl(x))dx ‘_[ " (02 (3)) @

a a

Comparando (2) y (4) obtenemos la igualdad (1):

groe 5

Paso 2. D esdetipo Il u horizontalmente simple.
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Y
D={(xy)/hy)<x<h(y) c<y<d}, 4|_._&
donde h; y h, son continuas.
x qhy(y) X = ha(y)

Para este caso probaremos que c C,
1

_ ([ of---
fon-[fu 0 4T
D

Por un lado, recurriendo al teorema fundamental del céalculo, tenemos que:

H sl j o= :[Q<hz<v>,v)—P(w),y)de

I Q(hy (y).y)dy - I dF’(hl(y),y)dy (6)

c

Por otro lado, la frontera C esta conformada por la unién de las curvas C,

C,, C3 y C4, indicados en la figura. Por tanto,

chQdy:J' Qdy+_[ Qdy+j Qdy+j oy )
c a Cy C3 Ca

Las integrales sobre las curvas C, y C, son nulas, ya que en estas curvas, y

es constante y, por tanto, dy =0.
ParaC, y —C; tenemos las siguientes parametrizaciones:
—Ciix=hy(y), y=y, c<y<d.  Cgx=hyy), y=y, c<y<d.
Luego, regresando a (7):

C.’SQdy=j Qdy+0+J. Qdy+0=—J- Qdy+I Qdy
c o} C3 -C1 C3

——I dQ(hl(y),y)dy +I dQ(hz(y),y)oly (®)

Comparando (6) y (8) obtenemos la igualdad (5):

c OX
D

Paso 3. D es simple. Esto es, D es, alavez, de tipo | y de tipo Il.

Por ser D del tipo 1 y tipo 11 se cumple que:

(JSde- j —dA y (ﬁQdy:II@dA
c OX
D

Sumando estas dos igualdades, se tiene
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0Q op
Pd dy = S - T da
§ro-oue[[[2-2)

EJEMPLO 1. |Usando el teorema de Green, evaluar
(ﬁ (3xy-1) dx+(3x2 +ey) dy,
c

donde C es la frontera de la regién encerrada por la parabola
y=x* ylarecta y=2x.

Solucién
Tenemos que: P=3xy—1 y Q =3x*+¢’. Luego,

@:SX' @:GX

oy OX

Aplicando el teorema de Green obtenemos:

(ﬁc(sxy—l) dx+(3x° +e” ) dy :” [%—%} dA

= J](Gx—3x) dA = 3“‘x dA

D

D
2 2X 2 2X
= 3J- J- x dydx = 3J. x{y } dx = 3J‘
0 X2 0 X2
2 3w
= 3J- (2x2—x3)dx= 3{— - —} =4
0 3 4],

TEOREMA DE GREEN PARA UNA REGION QUE ES UNION DE
REGIONES SIMPLES

Veamos que el teorema de Green es valido para una region D
que se puede descomponer como union de regiones simples D, G
Dy, . . . Dk que no se sobreponen. llustraremos este resultado
tomando el caso D = D, UD,, ilustrado en la figura.

La region D no es simple. Sin embargo, mediante el segmento
horizontal indicado en la grafica, dividimos a D en dos regiones
simples, D; y D,. Este mismo segmento divide a C, la frontera
D, enlas curvas C, y C,.
La frontera de D; es C;UC;3 v la frontera de Dyes C, U(—Cs) -
2
El teorema de Green en la region simple D; dice:



570 Cap.5 Andlisis Vectorial Integral

(JA) P dx+Q dy —‘” (8Q al:)jdA =

CUC3 ay

Cﬁ P dx+Q dy+(ﬁ Pdx+Qdy = J:[ [ ) dA (1)
C C3

El teorema de Green en la region simple D, dlce.

(ﬁ de+Qdy—JAJ. [———]dA =

CZU( 03

(ﬁ P dx+Q dy —(j-) Pdx+Qdy = J] (— - EJ dA )
Cy C3 ay

Sumando (1) y (2):

R R [ e

De donde,
c - OX oy

EJEMPLO 2.| Trabajo usando el teorema de Green

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerza

F(x,y) = (senhx—y*)i + (y*+x°)j

al mover una particula sobre la curva C que encierra la region
semialular:

D={ (x,y)/2£\/ X2 +y? <4 }
Solucién

W = @ Fedr 4
c c
= 4) (senhx —y3)dx+ (y2 +x3)dy D
C
= II {%(y2+x3)—%(senh x—y3)} dA > ﬂ\ >

:” [3x° +3y” | dA= 3” [ +y? | dA
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Cambiamos a coordenadas polares la region D:

D={(r,0)/2<r<4, 0<0<r |
Ahora,

Vs 4
E 3” [x +y dA 3I J. Jrdrdo = 3I I ridrd@
0 2
4 V3

z[ 4
=3I {r—} d49=3J- 60 d0 = 1807
0 4 2 0

EJEMPLO 3.] Evaluar la integral (ﬁ (3x2y—cosx)dx+(x3+4x)dy, donde C
c

es la circunferencia de centro en el origen y radio r: x* +y?=r?
Solucién

Aplicando el teorema de Green: YA

(ﬁc(sx y— cosx)dx+ x +4x ” (— - —jdA /\D\A
H { (x®+ax)- ;y(szy—cosx)}dA QJ ’

:'U [(3x% +4)~(3x*) | aa :4";JdA

Pero, J] dA = A(D), el area de la region D.

D

Sabemos que el 4rea de un circulo de radio res  A(D) = nr. Luego,

¢ (3x2y—cosx)dx+(x3+4x)dy = 4J]dA = 4A(D) = 4nr?
c
D

En la seccion anterior, en la demostracion del teorema 5.10, se indicé que una
parte de esta demostracion se haria usando el teorema de Green. Bien, ahora ya
estamos en condiciones para cumplir con parte de esa deuda. Lo hacemos en el
siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 4. | Paguemos una deuda.

Probar la siguiente parte del teorema 5.10.

Sea F = Pi + Qj de clase C® en una regién D abierta y
simplemente conexa.

Si % = 2—Q en D, entonces F es conservativo.

X
Solucién
Bastara probar que ¢ P dx+Q dy = 0, para toda curva cerrada contenida en D;
c

ya que si esto es cierto, el teorema 5.9 nos asegura que el campo F = Pi + Qj es
conservativo.

Bien, sea C una curva en D que es cerrada, simple y que encierra a la region R.
De acuerdo al teorema de Green, tenemos

@dex-‘rQ dy = J:[ (Z—S - %] dA= H(o) dA =0

Si C es cerrada, pero no simple y se intersecta en mas de un punto, la podemos ver
como union de dos 0 mas curvas simples para las cuales la integral se anula y, por
tanto, la suma de estas integrales también es nula. En consecuencia,

q‘) P dx+Q dy = 0, para toda curva cerrada contenida en D
C

EL AREA USANDO EL TEOREMA DE GREEN

En el ejemplo 3 usamos el area del circulo para hallar una integral de linea. El
siguiente teorema nos sefiala el camino inverso. Hallar el area de una region usando
una integral de linea. Nos da tres opciones.

[TEOREMA 5. 12| Si D es una region del plano acotada por una curva C simple,
cerrada , suave a trozos y orientada positivamente, entonces el
area de la region D es dada por

A(D):ECﬁ -y dx+ xdyz—@) y dx :_CJS x dy
2 C C C

Aplicando el teorema de Green:

1§ raesn= 3] [200

Demostracion
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:%J‘J‘ (2)dA=..J. dA = A(D)

D
Hemos obtenido la primera igualdad. Veamos la segunda:

—CJ‘) ydx = q‘) —ydx+0dy = H‘ _g(o)—%( —y)} dA= J‘DJ‘ dA=A(D)

En forma similar se obtiene la tercera igualdad.

573

EJEMPLO 5. | Usando el teorema Green, probar que el area de la region D

2 2

. X
encerrada por la elipse —2+y—2 =1es
b

Y
bl ¢
A(D) =abx /‘/“D\\
Solucion
\&_/'/

a
Usaremos la primera igualdad.

X

Sabemos que una parametrizacion positiva para la elipse es

x=acost, y=bsent, 0<t<2r
Ahora,

0

2 ab ab 2
I ab( sen’t + cos t)dt dt: —{t } = abrx
0 2 2

2z
A(D) = %4} -y dx+xdy = %j (-bsent)(-asentdt)+(acost)(bcost dt)
C

EJEMPLO 6. | Hallar el area de la region D acotada por el eje X y el primer ciclo
de la cicloide

x=a(t—sent), y=a(l-cost), 0 <t<2z

Solucién
Sen C; lapartedeleje X: x=t, y=0, 0<t<2xz Y G
Sea C, el primer ciclo de la cicloide: 5
x=a(t—sent), y=a(l-cost), 0 <t<2zx OI > . sza > X
Tenemos que: oD =C,UC,

Para hallar el area de D usamos la segunda igualdad del teorema 5.12
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A(D):—(j‘) ydxz—(ﬁ ydx:_q.) ydx — (ﬁ y dx
oD cucy C C2

2r

1
:—I Odt—j a(l-cost)a(l—cost) dt

0 0

=0+ azj 2”(1—00502 dt = azj 2”(1—2cost+coszt) dt
0 0

2z 1 2z 3 1
:azj (1—2005t+—(1+0052t)jdt:azj (——Zcost+—0052t]dt
. 2 o \2 2
3 1 2
=a?|2t-2sent+= sen2t| =3na’
2 4 0

TEOREMA DE GREEN PARA REGIONES MULTIPLEMENTE CONEXAS

Extendemos el teorema de Green a regiones multiplemente conexas o sea regiones
que tienen hoyos.

En la figura tenemos una regién D con un hoyo. Su borde es la curva C, orientada
positivamente y conformada por dos curvas cerradas y simples C; y C,. Esto es,

8D:C:C1 UCZ

La curva Cy, para que al recorrerla, la regién D quede a la
izquierda, C; debe seguir la direccién antihoraria. En cambio, G
la curva C,, para que al recorrerla, la regién D quede a la
izquierda, C, debe seguir la direccion horaria.

En la region D hacemos dos cortes, como indica la segunda
figura. D queda dividido en dos regiones, sin hoyos, D; y D,.
Aplicamos el teorema de Greenen D; y D,.

H @_@dA:H @_EW” QP
x oy x oy ox oy
D D D2
:¢ de+Qdy+¢ P dx+Q dy
oDy oDy

=¢ P dx+Q dy +(JS P dx+Q dy
C Cy

:(JS P dx+Q dy
c

C,
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La penultima igualdad se obtiene al separar las integrales sobre las fronteras oD, y
0D,, la suma de las integrales sobre las curvas de corte se anulan, porque aparecen
dos veces y con signos opuestos.

Este resultado se extiende facilmente para regiones de 2 0 mas huecos.

EJEMPLO 7.| Sea C unacurvaen R? que es cerrada, simple, suave por partes,
que no pasa por el origen y es el borde de una regién D. Probar

que:
-ydx+xdy |0, si(0,0) ¢D
c X2+4y? 27, si (0,0) € D
Solucion
- X
y y Q=

Sean P =
x2 +y? X2 +y?

Las funciones P y Q son de clase C¥ en R?, excepto en el origen (0, 0), ya que
estas funciones no estan definidas en (0, 0) y, por tanto, no son continuas en este
punto. Ademas, se cumple que:

22
®__yox x , para todo par (x, y) = (0, 0) Q)

oy (x2+y2)2 ox y

Si (0, 0) no estaen D, entonces P y Q son de clase cWen
D. Por tanto, podemos aplicar el teorema de Green:

Cﬁc yxdx++yx dy _ I J‘ ( %) dA= J; I (0)dA =0

Supongamos ahora que el origen estd en D. Como C no pasa por (0, 0), existe
r > 0, suficientemente pequefio para que la circunferencia

Cp X+y =1

esté contenida en el interior de D. Sea D; la regién cuyo borde es la unién de C
con C,. Estoes, oD, =C UC..

Las funciones P y Q son de clase c® en un abierto Y

que contiene a D;. Sabemos, por la discusién anterior, C
que el teorema de Green se cumple en esta region J

multiplemente conexa. Luego

Sy dcxdy A L (:\DC .
J.aDl X% +y? ”( ade g(O)d \7/

Pero,

I —ydx+xdy:<ﬁ —ydx+xdy+<ﬁ —y dx+x dy
oDy x2+y2 c x2+y2 c1 x2+y2
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Luego,
Cﬁ —ydx+xdy__¢ —y dx+x dy :Cﬁ —y dx+x dy
c X4y Q X2 +y? - X2 +y?

Una parametrizacion para —C; es

—Cy: x=rcost, y=rsent, 0<t<2x,

Luego,
J‘ —y dx+X dy_I 2”—(rsen t)(—rsent dt)+(rcos t)(rcost dt)
o X4y’ 0 (rcost)2+(rsent)2
27
_ _[ it = 2
0
En consecuencia, (JS M=2n
c x2+y2

FORMAS VECTORIALES DEL TEOREMA DE GREEN

En esta Ultima parte de esta seccion presentamos dos formulaciones del teorema de
Green usando vectores. Estas versiones nos permitiran ver con facilidad que dos
teoremas importantes, el teorema de Stokes y el teorema de Gauss, son
generalizaciones del teorema de Green.

PRIMERA FORMA VECTORIAL DEL TEOREMA DE GREEN

Recordemos que si tenemos el campo F = Pi + Qj = Pi + Qj + 0k, entonces

i j k

rotF=V x F= 0 9 9 =(@ - @jk (1)
oXx oy oz X oy
P Q O

Luego,
_ _ Q oP _J‘J‘
Fedr= P dx dy = — - — |dA= rotF ).k dA
@c <ch o J;J‘(GX ayJ s ( )

De donde obtenemos:

La primera forma vectorial del teorema de Green

qSCF-dr :jj(rotF)-de
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La extension de esta forma a superficies en el espacio tridimensional da lugar al
teorema de Stokes.

A continuacién presentamos la otra forma vectorial del teorema de Green. Para
esto, a la parametrizacion de C la expresamos en términos de la longitud de arco.
. . . . . oP 0
Recordar que la divergencia del campo F=Pi+ Qj es divF= — + —Q

OX oy

Segunda forma vectorial del teorema de Green

¢ Fends :jjdideA
C
D

donde n es EL vector normal unitario exterior de C.

Veamos la deduccion de esta formula.
Sea C definida por r(s) =x(s)i +y(s)j, a<s<h.
El vector tangente unitario es

T=x'(s)i+y'(s)j

El grafico nos dice que el vector normal unitario
exterior de C es

n=Txk= (X'(S)i+yl(5)j)’<k
=x'(s)ixk+y'(s)j x k=y'(s)i—x'(s)] X o

Luego, aplicando el teorema de Green,

(ﬁ F-nds=(ﬁ (Pi+Qi )+ (y'(s)i-x'(s)j )os= f Qu+ Py

- H [@ N @j dA = HdideA
OX oy
D D

FLUJO A TRAVES DE UNA CURVA PLANA CERRADA

La segunda forma vectorial del teorema de Green tiene una interpretacion fisica.
Esta interpretacion nos conduce a la motivacion del origen del término divergencia.

Supongamos que tenemos en el piso una placa D de un liquido (fluido) como agua,
aceite, etc, limitada por una curva C. El fluido cruza la curva C con una velocidad
dada por un campo de velocidades F. La cantidad total de fluido que pasa a través C
por unidad de tiempo, es el flujo de F a través de C. En términos mas precisos:
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DEFINICION. | Sea C una curva suave y cerrada en el dominio de un campo

vectorial F = Pi + Qj, donde P y Q tienen derivadas parciales
continuas. Sea n la normal exterior de C. El flujo de F a través de
C eslaintegral:

Flujo de Fatravésde C = (j} Fe.nds
c

De acuerdo a la segunda forma vectorial del teorema Green, tenemos:

Flujo de Fatravésde C = .U divF dA
D

Ahora, consideremos un punto (X,, Y,) interior de D y un pequefia bola B, de
radio r y centro en (X, Yo) contenida en D. Como F tiene derivadas parciales
continuas, usando el teorema 4.5 podemos afirmar:

Flujo de F a través deC:deivF dA ~ divF(x,,Y,) (ﬂ'l’z)
D

Esto significa que divF (xo, Yo ) mide la razon y el sentido en que el fluido diverge
desde el punto (Xo, Yo). Si divF(X,,Y,)> 0, enel punto (X, Y) hay un manantial de

fluido, y si divF (xo, Yo ) <0, en (X, Yo) hay un sumidero.

EJEMPLO 8. | Hallar el flujo del campo F(x, y) =3xi + 2yj a través de la elipse

2y
C.—+—=1
a’? b?
Solucién
Flujo de F através de C = (J‘) Fen ds=J‘J‘divF dA = J](3+ 2) dA=5J‘J‘ dA
¢ D D D
=5A(D) = 5abz
¢SABIAS QUE . ..

GEORGE GREEN (1793—1841) Nacio6 en el pequefio
poblado Knottingham, Inglaterra. Su padre, llamado
también George, poseia una panaderia. Sus estudios
formales fueron muy limitados. Asisti6 a la escuela
cuando tenia 8 afios y la abandond a los 9 afios de edad,
para ayudar a su padre en la panaderia. Entre 1823 y
1828 se dedico estudiar fisica y matematica por su
cuenta. En 1828 publicd, con sus propios recursos, su
famoso trabajo “Un ensayo acerca de la aplicacion del
analisis matematico en las teorias de la electricidad y el
magnetismo”. En esta publicacién aparecié el teorema
que ahora lleva su nombre. George Green
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En 1829 fallecié su padre y la panaderia fue vendida. Parte del dinero de la
venta, Green lo usé pata estudiar. Entré a la Universidad de Cambridge a la edad
de 40 afios y obtuvo su licenciatura cinco afios mas tarde.

PROBLEMAS RESUELTOS 5. 4

|PROBLEMA 1.] Calcular (JS P dx+Q dy, donde
C

2
P=xIn( +1) —x(y-2), Q= -2 +yix-1)
y +1

y C es lacircunferencia x* +y? = a’.

Solucién

Tenemos que:

a_P: 2Xy —)(2' @: 2Xy +y2 y @—a_P:X2+y2
y yi+1 x  yP4 ox oy

Aplicando el teorema de Green:

grocon- [ (- ZJa iy
[ e

1
Q—’
o

l\)
|—|
INII
I—I
o
S
1
4>|°’
c_,
o
o
Sy
1
NN
QO
~

[PROBLEMA 2.] Hallar el area de la region encerrada por el lazo del folium (hoja)
de Descartes:

3 3 _ Y
Solucion oy EIe Al (Sa2: 22
Sea D la region encerrada por el lazo del folium. c D /o
\ 2 3
Hallemos una parametrizacion de la curva.
y as, 0 —> X
Sea = =1t Luego, y=xt AN
X N
L, afs
Reemplazando este valor de y en la ecuacion del \\Cl
folium: ’
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X3 +y* = 3axy = x3 + (xt)* = 3ax(xt)

3
= x(t+1) =3ax’t = X—2: fat
x° U+l
2
_ 33at ’ _ ;%at Cte-1
'+ 1 '+ 1

Si t < —1, entonces x >0, y <0 vy el punto (x, y) estd en el cuarto cuadrante.
Luego, estos valores det trazan Cy, la parte del folium del cuarto cuadrante.

Si —1<t <0, entonces x < 0, y > 0. En este caso, el punto (x, y) estd en el
segundo cuadrante. Luego, estos valores de t trazan C,, la parte del folium del
segundo cuadrante.

Si 0<t<o,entonces x>0, y>0 yelpunto (x, y) estd en el primer
cuadrante. Luego, estos valores de t trazan Cs, el lazo del folium.

En resumen, una parametrizacion del lazo es

2
Cs x= 3at ’ _ 3at 0<t<w
241 4+ 1
De donde,
3a(1-2t°) 3at(2-1°)
dx= ———=dt y dy=———"dt
3 3
(t + 1) (t + 1)
Ahora hallamos el area de la region D. De acuerdo al teorema 5.12:
A(D) = l(ﬁ —y dx+ x dy
2Jc,

i lJ‘ °°_ 3atz 3a(1—2t:)dt+ 33at 3at(2—t:‘)dt
o U+1 (t3+1) '+ 1 (t3+1)

32 [ 7 3t%dt _ 3a?, . 11" 3a?
= ———= —Lim|—— = —
2 0 (t3+1) 2 b t341], 2

¢(SABIAS QUE . ..

RENE DESCARTES introdujo la hoja descartes, el afio 1638, para desafiar a
Fermat, quien deberia encontrar la recta tangente en cualquiera de los puntos de la
curva. Para esta época, las ideas del Calculo estaban en sus inicios. Newton y
Leibniz todavia no habian nacido; pero Fermat ya habia encontrado unas técnicas
para hallar rectas tangentes. El problema lo resolvio facilmente.
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|PROBLEMA 3.] Hallar el flujo del campo F(x, y) = (4x + 2ye* )i + 2y — y%e*)j a
través del lazo derecho de la lemniscata

C:r?=a%cos 260

Solucion

Flujo de Fatravésde C = (JS Fe.nds z
c

= J]divF dA
D

= H (%(4x+2yex)+%(2y—y2ex)j dA

:I}(uz) dA :6” dA = 6A(D)

Sea D; la parte de la region D que esta sobre el eje
polar. Usando la férmula para el &rea de una region en
coordenadas polares, dado en el teorema 7.4 de nuestro
texto de Calculo Integral, tenemos que:

/4
A(D) =2 A(Dy) = 2%J. a®cos20 do
0

l4

/4 1 2
= a? c0s26 dO = a’ [—sen 26} =2
) 2 . 2

Por lo tanto,

2
Flujo de F a través del lazo derecho de la lemniscata = 6A(D) = 6% = 3a°

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4

En los problemas del 1 al 8, hallar la integral de linea indicada usando el
teorema de Green.

1. (ﬁ 3x2y dx +(x3 + x) dy , donde C es la frontera de la regién encerrada por la
C

2 2
elipse =+ =1 yla circunferencia x®+y? = 1 Rpta. 87
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N

w

>

o

e

©

9.

. Cﬁ (2y—x) dx+(5x—y)dy, donde C es la frontera de la regién encerrada por
c

larecta y=x y la pardbola y=x*—x Rpta. 4

. (ﬁ In (x2 +y? ) dx+(3x— 2tan (y/ x)) dy , donde C es la circunferencia
C

X +y?—4y+3=0 Rpta. 37

¢ Xy dx+(2x2 + y)dy , donde C es la parte de la gréfica de r = a sen 6 (rosa
c

de 4 hojas) que esta en el primer cuadrante. Rpta. Ea3

(ﬁ (eX —2x2y)dx+(ey +2xy2)dy, donde C es la circunferencia x* +y>=9
’ Rpta. 817

@ (eX —yz)dx+(ey +x2)dy, donde C es la frontera de la region del
sercniplano superior encerrada por el eje X y las circunferencias x* + y* = 4,

X2 + y2 =1
Rpta. 28/3

@ (2x+exsen y)dx+(x+eX cos y)dy, donde C es el trapecio de vértices
c

0,-2), 4,-1), (-2,3) y (4,3). Rpta. 24

@ (2xy— yz)dx+(X:Z + ZX) dy, donde C es el rectangulo de vértices (-2, —1),
c

(1,0, (1, 1) y (0,2). Rpta. 6

Sea C unacurvade R? que es cerrada, simple, suave por partes, que no pasa por
el origen y es el borde de una region D. Siguiendo los lineamientos del ejemplo 7,

Probar que:
yidx—xy?dy [ 0, si(0,0)eD
c (x2+y2)2 -z, si(0,0)eD

En los problemas del 10 al 12, utilizar el teorema de Green para hallar el
trabajo realizado por la fuerza F sobre una particula que se mueve en sentido
contrario a las manecillas del reloj por la curva cerrada C.
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10. F(x, y) = 3x° ¥4 + 4x%j, C : El ¢je X de (-2, 0) a (2,0) y luego la
semicircunferencia y = v 4—-x? . Rpta. %

11, F(x,y) = x5(1+ )i + Xy,
C : el tridangulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2). Rpta.

12. F(x,y) = (sen x —y?)i + (ye’ + X)j, C:Eleje X
de (=2, 0) a (-1,0), la semicircunferencia y

=J1-x%, el eje X de (1,00 a (2,00 y la

semicircunferencia y=+ 4-x%.

Rpta. 28/3

En los problemas del 13 al 19, hallar el area de la regiéon D indicada, usando
las integrales de linea dadas en el teorema 5.12.

13. D es region encerrada por los gréaficosy = x%, y=x3 Rpta. —

14. D es region encerrada por los graficosy =x*—2, y=6—x*

64
Rpta. —
P 3
15. D es laregion encerrada por los graficos de
X +y =a’ y+x=a,
2
en el primer cuadrante. a Rpta. aT(ﬂ—Z)
16. D es laregion encerrada por la astroide y
3
X =a cos’t
C: ,0<t <27 Rpta. 3 an
y = asen’t 8
17. D es laregion encerrada por la cardiode
X =2acost—a cos 2t )
: , <t< 27 Rpta. 6a°x
y =2asent—asen2t
18 D es la regién encerrada por la epicicloide
X =5cost — cos 5t
C: , 0<t <2n Rpta. 307
y =bsent — sen 5t
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19. D es laregién encerrada por la curva

X =asen 2t 4 ,
C: , 0t <7 Rpta. —a
y=asent 3

20. a. Sea C el segmento de recta que une el punto (xi, y;) con el punto (X,, Y,).
Probar que:

X X
Yi. Yo

j —ydx + xdy = X; Y, — Xoy1 =
C

Sugerencia: C:Xx=X;+t(y1—Xy), Y=X +tyo—Xp), 0<t<1

b. Sean (X1, Y1), (X2, ¥2)-» « -« » (%n -1, Y n 1), (Xn, ¥n) l0S Vértices de un poligono.,
ordenados en sentido antihorario. Probar que el &rea encerrada por este
poligono es

1
A :E[(Xﬂ/z =3 Y1)+ (%Y =Xa Y1)+ -+ (Xoa Yo =X ¥y )+ (X2 =¥ )]

21. Hallar el area de la region encerrada por el pentagono de vértices (0, 0), (3, 0),

(4,3), (2. 4), (-2, 1). Rota. 2_29

22. Hallar el area de la regién encerrada por el hexagono de vértices (1, 0), (2, —1),

(3,3), (1,5), (-1, 4), (-2, 1). Rpta. 375

23. Sea D una regién plana cuyo borde es una curva simple y cerrada C. Utilizando
el teorema de Green probar que las coordenadas del centroide (Q, ?) estan

dadas por:
-_ 1 é 2 - 1 2
X = — x“dy, = - dx,
> y y oA y
c c

A
donde A es el area de D.

24. Utilizando los resultados del ejercicio 23, hallar el
centroide de la region D del plano encerrada por el eje X
y la parabola;

y=a—-x% a>0
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25. Utilizando los resultados del ejercicio 23, hallar
el centroide de la regién D del plano encerrada
por lo gréaficos de

y=x, y=x°

26. Hallar el centroide de la regién D encerrada
por el eje X y el semicirculo:

y= v a?-x2

27. Hallar el centroide de la region D encerrada por
el triangulo con vértices (0, 0), (0, a), (a, b)
©.0

(@0 X

2a b
Rpta. | —, —
P (3 3)

28. Se tiene una ldmina plana encerrada por una curva C cerrada, simple y regular
por partes y de densidad constante p. Utilizando el teorema de Green probar que
los momentos de inercia alrededor de los ejes estan dados por

p 3 p 3
ly=-—= dx, I,== x°d
3Cﬁ ’ ’ 3<ﬁ Y
c c

29. Se tiene una ldmina circular de radio a con centro en el origen y de densidad
constante p . Utilizando los resultados del ejercicio 28, probar que:

1
a Iy = Z;za"’p =1,

b. Ip= %Ma2 , donde 1y es el momento de inercia alrededor del origen'y M es
la masa de la lamina. Recodar que o= I, + .
30. Determinar el flujo del campo F(x, y) = (x* + y)i + (x+ y?)j a través del
triangulo de vértices (0, 0), (0, 2), (2, 2) Rpta. 8

31. Determinar el flujo del campo F(x, y) = 5xyi + Y% a través de la curva cerrada C

determinada por los graficos dey = x%, y = x. Rpta. %
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SECCION 5.5

INTEGRALES DE SUPERFICIE

En esta seccion extendemos el concepto de integral de linea a integral de
superficie. En una integral de linea se considerd una funcién real de dos variables
con dominio contenido en el plano y la integramos a lo largo de una curva. Ahora
consideramos una funcién real de tres variables con dominio contenido en el espacio
tridimensional y lo integramos sobre una superficie. Utilizaremos los resultados
obtenidos en la seccion 2.7 y 4.6, donde se trataron superficies paramétricas y area
de una superficie, respectivamente. Se recomienda que, cuando haya duda sobre
estos temas, recurrir a estas secciones.

Trabajemos s6lo con superficies suaves o suaves por partes, que se definen a
continuacion.

DEFINICION.| Sea S una superficie parametrizada por
r(u, v) =x(u, v)i +y(u, v)j +z(u, v)k con dominio D.

La superficie S es suave o regular si las derivadas ry, r, son
continuas y r, x r,=0 paratodo (u, V) en el interior de D.

La superficie es suave por partes si S es la union finitas de
superficies suaves que se intersectan, a lo mas, en sus bordes.

La superficie esférica es una superficie suave. La superficie formada por las seis
caras de un cubo es una superficie suave por partes.

Consideremos una funcién real f: S —R. Buscamos definir la integral de f
sobre la superficie S. Para esto, tomamos una particion de la regién D en

rectangulos Ry, Ry, R3, . ., Ry, ... R, donde cada uno tiene dimensiones Au y Av.
Las imagenes de estos rectangulos,
r(R))=S. k=1,2,... ,n

constituyen una particion de la superficie S. Tomemos el rectdngulo Ry y su imagen
Sk = F(Rk )
\Y

Rk
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Sea (uy, v, )el vértice del rectangulo Ry que esta mas cercano al origen. Sean Au

y Av las longitudes de los lados del rectangulo Ry. Si ASy es el area de Sy, al inicio
de la seccibn 4.6 se mostr6 que:

ASex|| 1y (U, Vi) X 1, (U, v )| Au Av
Ahora, construimos la siguiente suma de Riemann:

Zf( Ug, Vi )) ASy ~Zf( U, Vi) | v (U vie) X 1, (s v )| Au Av

Este resultado nos sugiere establecer la siguiente definicion.

DEFINICION. | Integral sobre una superficie parametrizada.

Sea S es una superficie suave parametrizada por r: D — R®,
r(u, v) =x(u, v)i +y(u, v)j +z(u, v)k.

Si f:S—Rescontinuaen S, definimos la integral de f sobre S como:

” (.2 Zn: F(r (Ui Vi) | ru (Ui i) 1 (g Vi) Au Av

S
J] (uv ||r xr||dA

Comparar esta férmula con la de la integral sobre una curva:

[ tovayas=[ o) re | o

[OBSERVACION. | ” ds =”1d3=J | vy xr, | dA= Area(s)
S S D

EJEMPLO 1.| Evaluar II (x2 + yz)dS ,donde S es la esfera de radio a:
S

S:x+y+7=a
Solucioén

En el ejemplo 2 de la seccién 2.7 vimos que una parametrizacién para esfera es:
r(0, g)=asengcos fi+aseng sen dj+acos¢g k, 0<0<2z, 0<¢ <7
Ademas, en el ejemplo 1 de la seccidn 4.6 se probd que:
|| I, x Iy || =a’seng
Ahora,
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J‘J‘ (x +y J:[ asen¢cos€) (asen¢sen6')2}||r¢xr9||d¢d9

S D

J‘J‘ a sen ¢ c0520+sen 9) ][azsen ¢] dg do

D

=at jsen¢d¢d9-aj .[ sen’p dg do

e 27 V3
=a’ ” sen’¢ d¢}d9
J 0 0

e 27 1 2 T
= a* [—gcos ¢sen2¢—§cos 4 de

J 0 0
2z 2 2z

= 4j [ﬁ}de_fi- do= 4] o728 4
K 3 ), 3 , 3

Para el caso en el que la superficie S es el grafico de una de las funciones:

z=g(xy), y=9(x,2) o x=g(y, 2),
tenemos el siguiente resultado:

| TEOREMA 5. 13] Integral sobre una superficie que es gréfico de una funcién.

a. Sea S el grafico de la funcién de clase C® z=g(x,y), Si f es
continua sobre S y si D es la proyeccion de S sobre el plano XY,
entonces

Ij f(xy,z)dS= J‘j f(xy,9(x y))\] 1+ (%)Z()Z +[2y—2]2 dA

b. Sea S el gréafico de la funcion de clase C® y =g(x, z), Si f es
continua sobre S y si D es la proyeccion de S sobre el plano XZ,
entonces

J‘J. f(xy,2)dS= jj f(x 9(x,2), z)\/ 1+ (%)2 J{%)z dA

c. Sea S el grafico de la funcion de clase C' x = g(y, z), Si f es
continua sobre S y si D es la proyeccion de S sobre el plano YZ,
entonces

jj f(xy,z)ds= J:[ f(a(y, z),y,z)\/1+ (%)2 +(%)2 dA
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Demostracion
a. Si S esel gréfico de z=g(x, y), entonces una parametrizacion para S es:
rix,y)=xi +yj+gx y)k, (x,y)eD
En este caso, tenemos que:

ry=1i +0j +Qk, r,=0i +1j +@k ,
X oy

-1 (2]

nxry=1 0 @ = g|—Qj+lk
OX OX oy

J[ vemes = [[otcmen o
:JJ f(xy,9(x y))\/1+ (2—;}2 +(%)2 dA

b.y c. Similar a la parte a.

EJEMPLO 2. Evaluar”(x+ y+12)ds, z

donde S es la parte del plano
2X+2y+z2=6
que esta en el primer octante

2Xx+2y+z=6

Solucion

2X+2y+2=6=1z2=6—-2Xx—2y.
Luego, S es el grafico de la funcion
2=6—2X—2y,

X
con dominio D, la proyeccion de S sobre el plano XY.
Si hacemos z = 0 en la ecuacién z = 6 — 2x — 2y,
obtenemos: Y
6-2x—-2y=0= y=3-x 3
Luego, D es la region encerrada por los ejes X y Y, y la y=3-x

recta y=3 —Xx.
Aplicando la parte (a.) del teorema anterior tenemos que:
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oY (oz ?
j‘[ X+y+2)dS = J:[ x+y+(6—2x—2y)\/1+(&j +(5] dA

: 6xy1/1+ dA 3jj6xy

o 3 3-X 3 273X
=3 I (6—x—y)dydx= BJ. 6y—xy—y— dx
Jodo 0 2

0

e 3

=3 [6(3—x)—x 3—x)—%(3—x)2}dx

J 0

(
27 1 27 1470
=3 [——6x—— 2}dx- {—x 3x? xs} =54
oL 2 2 2 6

Si la superficie es suave atrozosy S=S;US,U ... US,, entonces
J‘J‘f(x,y,z)dszjjf(x,y,z)ds+ CoF IIf(x,y,z)dS
S S1 Sh

EJEMPLO 3.| Evaluar J‘J.J X2 +y? +22dS,
S

donde S=S,US,

Siiz=4 X2 +y? <2

S, la parte del plano z = 2 que
conforma el techo de la superficie
conica.

Solucion
”‘J X2 +y2 +22dS =”-\/ X2 +y? +2%dS +‘”‘\/ X2 +y? +22dS
S S2

Evaluamos estas dos integrales separadamente.

a. Integral sobre S;:

S, es la gréficade z= / x* +y? con dominio D: x* + y* < 4
Tenemos que:

2 2
2 2 2 2
0z oz X y X" +Yy
I+ =] 4] 2] = 1+ | —— | 4] —=2—| = |1+ =2
\/ (8xj [BVJ [\/ x2+y2J L/ x2+y2J X +y?
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Luego,

jjmds :‘”‘\/x2+y2+x2+y2 («/_2) dA
1 J_zﬂ\/mdAﬁﬁmdA

2z 2

= ZI I r(rdrdo) (Coord. polares)
o Jo
27 2 27 372 27

= 2I I r2dr [d@ = 2] {r—} d9=EI do
0 0 o L3, 3Jo

32

=—7

3

b. Integral sobre S,:
S, es la gréafica de z = 2 con dominio D: x? + y* < 4

Tenemos que:

2 2
J1+£@j +(gj =4 1+0%+0% =1
OX oy

Luego,
J:[ ’X2+y2+22ds :J‘J‘qx2+y2+22 (1) dA
So D

o 27 2
J‘ N r? +4(rdrdg) (Coord. polares)
0o Jo
o 27 2
U (r2+4)l/2(2rdr)}d9
0

0

1
N

-271'g ) 3/2}2 :EJ‘ 2 ~
[ (r +4) 4o = 2 0 [16(2 s]da

J 0 3 0

16
:?(2J_2—1)7z

N~

Por Gltimo, sumando los resultados anteriores, tenemos:

”\/ x% +y2 +2%dS = 3—327z+ %(2«/5—1);z= %(2\/—2%)”
S
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MASA'Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA. MOMENTOS DE INERCIA

Una lamina delgada tiene la forma de la superficie S y su densidad en el punto
(X, y,2) es 8(x,y,2z). LamasaM de lalamina es

M = jjé(x, y,z)dS

El centro de masa (i, v,z )esté dada por

-1 -1 -1

= — 3(x,y,2)dS, y=— o(X,y,2)dS, z=— d(x%,y,z)dS

X I\/IJ‘J.x(xyz) y I\/l‘”y(xyz) z ijz(xyz)
s s s

Los momentos de inercia de los ejes X, Yy Z de la lamina estan dados por

l, = ”‘(y2 +x2)6(x,y,z)d8, ly = ”‘(x2 +22)5(x, y,z)dS
I, = ‘”‘(x2 +y2)6(x, y,z)dS

S

EJEMPLO 4. | Hallar la masa y el centro de masa de una lamina de densidad

1 . .
3(x,y,2).= y que tiene la forma del paraboloide
v 1+4z

z=x*+y%, 0<z<4

Solucién
Aplicaremos la parte a. del teorema 5.13.
Sea z=g(x,y) =x*+y?% condominioD: x*+y*<4
Tenemos que:
B=2X, gy=2y Y \/1+ g2 +92 = 1+ 4 +4y?
Luego,

M :-Uﬁ(x,y,z)ds :J‘J‘\/ﬁds

S
= J‘J‘;\/l+ 4x2 +4y%dA = ”dA =4r
2 2
5 ,ll+4(x +y) 5

Ahora calculamos el centro de masa (Y, Y, _z)

Como la superficie S y la funcion de densidad son simétricos respecto al eje Z,
el centro de masa ( x,y,z ) estaeneleje Zy, portanto, x=0 y y =0. Hallemos Z .




Cap.5 Anidlisis vectorial Integral

593

-_1°f 1 1
z=— || 23(xY,z dS:—J-J-z—dS
M_J. ( ) M N 1+4z
S
=$ x? +y —_— 1+ 4x2+4y2dA=$J. (x2+y2)dA
2
s 1+4x +y) 5
1% 1 rt 4% 8z _ 8
== J‘ r rdrde——j — =—J dg=2="229
M), Jo M MJ, M 4z

Luego, el centro de masa es (x Y, )

4
(o, o, 2)

SUPERFICIES ORIENTABLES

Para definir la integral de un campo

vectorial sobre una superficie precisamos

introducir el concepto de superficie orientable.
En general, una superficie es orientable si tiene dos caras, las cuales pueden
pintarse de dos colores diferentes. Un ejemplo es la superficie esférica, que tiene una

cara exterior y una cara interior.

Existen superficies no orientables. Una de estas
superficies es la famosa cinta o banda de Mabius,
llamada asi en honor al matematico aleman Augusto
Mobius (1.790-1.868). Esta cinta se construye
cortando una tira larga de papel. A un extremo de la
tira se le da un medio giro y se pega con el otro
extremo. Esta cinta tiene una sola cara. Si se empieza a
pintarla empezando por un punto fijo, se pintara toda la
cinta y se regresara al punto de partida.

En términos mas precisos, una superficie suave S es
una superficie orientable si existe un campo vectorial
normal unitario continuo n = n(x, y, z) definido en cada
punto (x, y, z) de S. Si existe tal campo, también existe el
campo opuesto —n = —n(X, Yy, z). Esto significa que a una
superficie orientable la podemos orientar de dos maneras,
escogiendo n o bien, escogiendo a —n. Una vez que se
escoja uno de los dos, digamos n = n(x, Y, z), entonces S
se convierte en una superficie orientada, siendo
n=n(x,Y,z), laorientacion.

Apliquemos este criterio a la banda de Mabius.
Si tomamos un vector normal unitario n en un
punto P de la banda y lo movemos dando una
vuelta completa alrededor de la banda, termina en
el punto P, pero apuntando en direccion opuesta.
Esto es termina como —n. Esto nos indica que no
existe un campo vectorial normal unitario que sea
continuo sobre la banda.
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Sea S una superficie orientable y descrita por una parametrizacion
r(u, v) =x(u, v)i +y(u, v)j +z(u, v)k.

Esta parametrizacidn proporciona una orientacion a la superficie. Esta orientacion,
a la que llamaremos orientacion inducida por la parametrizacion, esta dada por
_ ru X rV
I =r |
Si S es el grafico de una funcién z = g(x, y) con dominio D de una funcién de clase
CW entonces S es parametrizada por

rix, y)=xi +yj+gx,y)k, (x,y)eD
En este caso tenemos que

r,=1i +0j +gk, ry=0i +1j +gk Yy rexry= —@i—%j + 1k
OX oy oy OX
Luego, la orientacion natural de S esta dada por .
n
r, xr, —-gyi —g,j + 1k
n:||r ><r||: 2 2 “ SLDATY
1 (0,0 4(gy) Bhesee
Como la componente 1k es positiva la orientacion ’ v

natural de S es hacia arriba de la superficie. .

X

Una superficie S es cerrada si es la frontera de un sélido acotado E. La superficie
esférica es una superficie cerrada y suave. Las caras de un cubo constituyen una
superficie cerrada y suave por partes. Por convencion, la orientacion positiva de
una superficie cerrada es aquella cuyos vectores normales apuntan hacia afuera del
solido E.

EJEMPLO 5. | Hallar la orientacién de la superficie esférica x* + y* + 72 = a°

determinada por la parametrizacion
r(¢, 6) =asen gcos @i +asen ¢ sen Oj +acos gk,
0<0<2x,0<¢p <
Demostrar que esta orientacion es la orientacion positiva.
Solucion

En ejemplo 1 de la seccion 4.6 se hallé que:
ryx ry=a’sen’gcos O +a’sen’gsen 6 + a’sen pcos gk y || ryx Iy || = a’sen¢
Luego, la orientacién inducida por la parametrizacion dada es
ryx ry . .
n=_-————=sengcos di+seng sen dj + cosg k VA
oo |

Por otro lado, vemos que n =1 r(¢, 6). Esto indica
a

gue n apunta hacia fuera de la esfera; o sea, esta es la
orientacion positiva de la superficie esférica.
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(SABIAS QUE . . .

AUGUST MOBIUS (1790-1868) naci6 en Schulpforta,
Zaxony, Alemania. Desciende, por su madre, de Martin Lutero
(1483—1546), lider religioso que tuvo un papel importante en la
formacién del Protestantismo. En 1809 entré a la Universidad
de Leipzig, donde estudié matematicas, astronomia y fisica. En
1813 entr6 a la Universidad de Géttingen, a estudiar
astronomia bajo la direcciéon de Gauss. Tres afios mas tarde,
entré a formar parte del cuerpo docente de la U. de Leipzig. En
1858 descubrid y estudio las propiedades de la cinta que ahora
lleva su nombre. EI mismo afio y en forma auténoma, otro
matematico aleman Johann Benedict Listing, también descubri6
y estudio esta cinta.

FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL A TRAVES DE UNA SUPERFICIE

El término fluido se usa para describir un liquido o un gas. Los liquidos, a
diferencia de los gases, son incompresibles. Esto es, cuando el liquido esta sometido
a una fuerza comprensible, este mantiene su densidad. En nuestra discusion s6lo
consideraremos fluidos incomprensibles. Ademas, supondremos que el fluido esta
fluyendo con una velocidad que en cada punto es constante respecto al tiempo. Se
dice que los flujos de un fluido con esta propiedad estan en estado estacionario.

Ahora, supongamos que tenemos una superficie S orientada y con vector normal
unitario n. A través de S fluye un fluido incomprensible en estado estacionario, con
un campo de velocidad F continuo. Nos planteamos el problema de hallar el
volumen total del fluido que pasa por S por unidad de tiempo. A este volumen lo
llamaremos flujo de F a través de S.

Para resolver el problema, tomamos una particion de S:
S1, Sy, ..., S, cuyas areas son AS;, AS,, ..., AS,
Tomemos S;, una de las porciones superficies. Al campo
F lo expresamos mediante dos componentes ortogonales:
Una componente, (F . n)n, que es perpendicular a la

superficie y la otra componente paralela a la superficie. Esta
ltima componente no contribuye al flujo, por lo que la
apartamos de nuestros célculos. El flujo (volumen por
unidad de tiempo) a través de S;:

AV ~ (altura)(area de la base) = (F « n)AS,
donde F «n esevaluado en un punto de S;. Tomando la suma de Riemann:

n n
D Vix) (Fen)As,
i=1 i=1
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Tomando el limite de esta suma de Riemann obtenemos una integral de Fen
sobre la superficie S. Este resultado nos induce a establecer la siguiente definicion,
para cualquier campo F, alin cuando este no sea un campo de velocidades.

DEFINICION.]| Sea F un campo de clase C%' sobre la superficie S orientada por

un vector normal unitario n. La integral de flujo de F a través de
S esté dada por

FIujo=J]F-ndS

s
| TEOREMA 5. 14| Evaluacién de Integrales de flujo

Sea S una superficie suave descrita por la ecuacion paramétrica
r(u, v) = x(u, v)Ji + y(u, v)j + z(u, v)k con dominio D. Si las
funciones componentes de F son continuas en S 'y n es la
orientacion de S inducida por la parametrizacidn, entonces

Flujo:IIF-ndS ='UF- (r, xr,)dA
S D
Demostracion

r, X I r, X n
FIujo=IIF-ndS=J]F-#dS=J‘J‘F-# r, xr,|dA
IR I

S

:IJF.(ruxrv)dA

EJEMPLO 6.| Sea S la porcién del cilindro y? + z> = 1 comprendido entre los
planos x = 0, x = 3 y orientada por un campo unitario normal
dirigido hacia fuera. Sea el campo

F(x,y, 2) = yz%j + 2’k

Flujo = IIF +nds

S

Hallar

Solucién
Parametrizamos esta superficie usando coordenadas cilindricas
r(6,x) = xi+cos @j +sen Ok, condominioD:0< @ <27, 0<x<3
Tenemos que:

ro=0i + (—sen 0)j + (cos 8)k, re=1i + 0j +0k,
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i j k
rgxry,=|0 —sen & cos @ | =cos &j +sen Ok
1 0 0

Se verifica sin dificultad que los vectores apuntan hacia afuera del cilindro.

Ahora, de acuerdo al teorema anterior,

F|UJO—IIF +ndS= J‘J‘ r ><r dA

II cos &) (sen 0) j+ (sen 9) ) ((cos 0)j+ (sen 0)k)dA

(0052 0 sen’@ + sen“&) dA = j.[senze(cosz 0+ senze)dA

D D
27 3 2z 3
=J-Isen2¢9 dA =J I sen’d dxd @ =I {x} sen?6 do
0 0 0 0
D
2 27 2z
= 3J. sen’0 do = SJ- E(1—c0529) do= E{e_sen 20} =3z
0 0 2 2 2 0

FLUJO A TRAVES DEL GRAFICO DE UNA FUNCION

Sea S la superficie que es la grafica de una funcién

z=9(x, Yy), con dominio D en el plano XY.
La superficie S es parametrizada por la funcion vectorial,

r(x, y) =xi +yj+g(x y)k, condominioD.
Si definimos la funcion
G(x,y,2)=z—g(xy),
entonces S es la superficie de nivel

G(xy,2)=0
Tenemos que:

VG =—g,i —gyj +1k=ryxr, (1)
Similarmente, si S es la grafica de y = g(x, z) o de x = g(y, z), sus correspondientes
parametrizaciones son:
r(x, z) =xi + g(x, 2)j + zk con dominio D, en el plano XZ

r(y, 2) =g(y, 2)i +yj+zk condominioD,enelplano YZ
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Si hacemos G(x,y,2) =y —g(x,2) o G(x,y,2) =x—g(y, z), entonces
VG=-g,i + 1j—g,k =rxxr, 6 VG=1li-g,j — g,k = ryxr, (2

Los resultados (1) y (2) y el teorema anterior, implican el siguiente teorema:

| TEOREMA 5. 15| Flujo sobre una superficie que es grafico de una funcién

Sea S una superficie suave que es la grafica de
z=9(x,y), y=9(x2) o x=g(y,2)
Si las componentes del campo F son continuas en S.

Si S: G(x, ¥, z) = 0, donde G se obtiene pasando g al lado
izquierda de la ecuacion.

Si n es la orientacion inducida por la parametrizacion.

Si D es el dominio de la parametrizacion correspondiente.
Entonces

FlujO:H‘F-ndS :I‘[F-VG dA
s D

EJEMPLO 7. | Hallar Flujo =.UF - ndsS, donde

S
F(X,y,2) =xi+ yj —zK

S es la frontera del sdlido encerrado por el paraboloide
z=9-x*-y?* y elplano z=0,
orientada positivamente.
Solucion

Tenemos que S=S;U S,, donde

S, es el grafico de z=9 — x*—y?, con dominio el circulo

D:x?+y*<3% 0

g
'l: e
£

T

iz

.
7/

H ==!
Y

e

S, es el disco del plano XY: x?+y*<3? z=0. |

\';%‘.‘_

o

7
llal
AT AN
2

s
7]

pt
&

§
Ky
Tenemos que \

Flujo:jJF.nds:”F-nds+”|:-nds 780 0

S S1 So
Calculemos estas integrales separadamente.

0
3
[T

¢
\. i/
\/.

Flujo a través de S;:

Sea G(x,y,z)=z—9+x*+y° Entonces VG =2xi +2yj + 1k.
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Como la componente de k es positiva, estos vectores apuntan hacia fuera.

Aplicando el teorema anterior,

FIuj0=J‘IF +nds J‘J‘F « VG dA

JJ Xi +yj— 9 X2 -y )k)-(2xi+2yj+1k)dA
D

J;JZX +2y? - 9 X —y) dA—SIJ.x+y —3)d

:SI I (r —3) rdrd@ (coord. polares)
0

Flujo a través de S,:
A S, lo podemos ver como la gréafica de la funcién z = 0, con dominio:
D: xX*+y? <3

El vector unitario normal hacia fuera de S, es n=—k. Luego,

“F.nds =H(xi+yj—(O)k).(—k)dA=”0dA=o

S2
En conclusién,

Flujo:”lz ends =8, +0=8L,
2 2

S

FLUJO TERMICO
Tenemos un region E de R3en la cual la temperatura esta dada por una funcién
de clase C®, u=u (x, Y, z). Se llama flujo térmico al campo vectorial

F =-KWVu,
donde K es una constante positiva que representa la conductividad térmica del
cuerpo.

Si S es una superficie orientada dentro de la region, entonces la rapidez o razén
neta de flujo térmico a través de la superficie S es:

ij.nds = —II(KVU ) +ndS

S S
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Si S es una superficie cerrada, a S la orientamos positivamente, es decir hacia
afuera de la region E.

EJEMPLO 8.| Se tiene una bola de metal con centro en el origen y conductividad

K =2.5. Latemperatura de la bola es

1
utx,y, 2) = 2,2, 52
X4y +z
Hallar la rapidez del flujo térmico que atraviesa la superficie
esférica S:x*+y?+z2=a’.
Solucién

Tenemos que:

VU = —2X - -2y i+ -2z K

(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2

= (xi+yj+k)
(x2 +y? +22)2

Luego,
-2 S 5, .. .
F=-KV=—(25) ——————(xi+yj+zk)= —-(xi +yj + zk)
(x2+y2+22) a
Por otro lado, el vector normal unitario exteriores n= l(xi +yj +zk)
a
Luego,
5 . . 1, . . 5 2 2 2 53.2 5
Fen= —(xi+tyj+zK)*=(xi+yj+zk)= —(x° +y° +2° )= —|/—= —,
S L= S ey 42)= B Sy
_ 5 _ 5 _ 5 2\_ 207
J‘J‘F‘nds = J‘J‘a—a ds = a—SJ‘J‘ ds = a—3(4ﬂ'a )— T
S S S

PROBLEMAS RESUELTOS 5.5

|PROBLEMA 1.] Hallar J‘J‘ x2y2z2dS , donde S es la superficie conformada por

S
las seis caras del cubo [-1, 1]x[-1, 1]x[-1, 1]

Solucién

Sea S; la cara de arriba. Esto es, S; es la grafica de la funcion constante z=1, con
dominio D:-1<x<1, -1<y<1



Cap.5 Anidlisis vectorial Integral

601
Tenemos que z
2 2 R -
1+(a_zj+g =V 1+0%2+40%=1 .
OX ay :S1 : .0_1 Sz
Luego S
aY (e k/f
jszyzzzds = .[szyz(l)z 1+ (—Z) +[ j dxdy LT
OX oy
N D
1 1 4
= jszyzdxdy: j I x2y?dx dy= —
o ad 4 9

Sea S, la cara de abajo. Esto es, S, es la grafica de z=—1, con dominio:

D:-1<x<1, -1<y<1
Tenemos que

2 2
J1+(Z—ij +(%J =V1+0°+0%=1y

2 2
[[reresas [[evcar J 1o (2] (2] = [[ ey
X
D D

o

oy
5

En forma similar, si S; es la cara del frente, S, es la de atras, Sses la cara de la
derecha y Sges la cara de la izquierda, se obtiene que:

Iszyzzzds = Iszyzzzds = ijzyzzzds = Iszyzzzds = g
S3 Sy

S5

En consecuencia, -U x2y?z%ds = e(gj -

S

S6

w| o

[PROBLEMA 2.] Evaluar J](y +22)dS, donde S es la frontera del slido
S

encerrado por el cilindro x>+ y*=4 vy los
planos z=4-vy,z=0.

o
7
5

Solucion

%
%‘
%

v
7
A

)
7
v

2,
v

4
%
%

R
-

S esta conformada por la union de tres superficies S;, S, y Sa.

S, es la parte del cilindro x* + y* = 4 comprendida
entre losplanos z=0y z=4-y.

S, X2 +y?<4,2=0,
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Sz es la parte del plano z=4 —y que esta sobre S,,

Tﬁr:quzl;zs =“‘(y+22)ds +J-J‘(y+22)ds +“‘(y+22)ds

Evaluamos estas tres integrales separadamente.
a. Integral sobre S;:

Una parametrizacion para S;:

r(6,z) = (2cos 0)i+ (2sen #)j +zk, 0< 9 <2z, D: 0<z<4—y=4—2sen 6.

Luego,
re=(—2 sen 9)i+ (2 cos 9)] + 0K, r, = 0i + 0j + 1k,
i j k
rgxr,=| —2sen & 2cos & 0 | =2cos #i+2sendj
0 0 1

[re xr, | = \/ (2 cos 6)* +(2sen 6)° =2

Ij(y+22)d8

S

II(Z sen 6+2z)| 1, xr, | dA=J‘J‘(2 sen 0+2z)(2) dzdo
D D

> 27 4 -2sen 6
=2 I (2sen +2z)dz d6

J 0 0

~ 27 2 4 -2sen @

=2 [(Zsen 0)z+12 } do
J 0

° 27

=2 [(2 sen 6)(4—sen 0)+(4—sen H)Z}da

J 0
e 27 27
=2|  [16-sen?9|do= Zj- {16—M}d9
J 0 0 2
F 2"[31 1 31 1 2
=2 {—+—c0529}d9: 2[—6+—5en29} =62r
Jo L2 2 2 4 0

b. Integral sobre S,:x*+y?<4, z=0.
A esta superficie la vemos como la grafica de z =0 con dominio D: x* + y* < 4.

Luego, aplicando la parte a. del teorema 5.13 y cambiando a coordenadas polares,
tenemos que:
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jj(y+zz)ds:jj(y+o)\/1+ [%T{%]Z dA:jj(y)m dA

S, D D
27 2 2 2
:ijdA: j r sen @ rdrd6= I '[ r’sen 6 drd@
0 0 0 0
D
2 2z

2z 3 27
= .[ {r_} seng d@ = §I senfdé = §{—cos¢9} =0
0 3 0 3 0 3 0

c. Integral sobre S;:
S;es lagraficade z=4—y con dominio D: x> +y*< 4, z=0.

Aplicando la parte a del teorema 5.13 tenemos que:

H(y+2z)ds:ﬂ(y+8—2y)\/1+ [Z_QZ{%TM: H(s—y) 1+0° +1%dA

) = \/_Z'U(S—y)dA = sﬁ”dA— J_z'UydAzsﬁ (4m) +0 =322z

Por Gltimo, sumando los resultados anteriores, tenemos:

”(y+2z)ds =627 + 0+ 3227 = 2(31+ 16V 2)7

S

|[PROBLEMA 3.] Hallar lamasa de una lamina de densidad

8(X, ¥, 2) = A X2 +V?

y tiene la forma del helicoide

S: r(u, 6) =ucos@i + usendj + Ok

D: 0<u<2, 0<6 <6r
Solucién

Tenemos que: X
r, =coséi + sendj +0k, ry=—usendi +ucosdj + 1k
i j k
ryxry=| cosé send 0 | =senfi—cosfj +uk
—-usen@d ucoséd 1
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[ vy x 1| = \/ (sen )’ +(cos0)” +u? = 1+u?
3, y,2)= o X*+Vy? \/ ucosa usen@) =u
Ahora,

s [ e [l
I I 1+ u? dud0=%J‘:”[%(1+u2)3/2}0d9

B " 2for5-4

|[PROBLEMA 4.] Sea S la porcion del paraboloide que esta en el primer octante:

3 1/, 3
S:z= —+=(X"+ , X=0,y>0, —<z<3
2 2( y) Y 2

Una ldmina con densidad (X, y, z) = xy
tiene la forma de la superficie S.

a. Hallar la masa de la lamina.

b. Hallar el momento de inercia respecto al eje Z, »

Solucion

D
Si z=g(x,y) = %+%(x2 +y? ) , entonces S es grafico de Xm

z=g(x, y), con dominio D: x*> +y?<3,x>0, y>0.

Tenemos que:

\/1+g§+g§ =J1+ X2 +y?

a. M= J]S(x,y,z)dS = J]xy ds = J‘J‘xy\/ 1+ x*+y? dA
s s D
(rcos@)(rsen 6) v 1+r* rdr d@ (Coord. polares)

I, 1.
712 J3

:I I r’v 1+r? rdr |sen @ cos 6 d@ 1)
0 0
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En la integral interna, si hacemos el cambio de variable u =+ 1+ r?, tenemos:

rP=u’-1, rdr=udy, r=0=u=1r=+/3=u=2 y

E 2
I r’y 1+r% rdr = J

0 1

(u2 —1)u(udu): I1 (u4 —uz)du = %

Regresando a la igualdad (1):

nl2 58 58 senz 0 7l2 29
M=J‘ [ }sen&cos@d&-— = 2
0 15 15 0

2

b. I, =J‘J‘(x2 +y2)6(x, y,z)dS = .”(XZ +y2)(xy)dS

S

I .[ rcos&)(r sen @) N 1+r? rdr d6
= I “ r* 1+r? rdr ]sen 0 cos 6dO 2
0 0

Nuevamente, haciendo el cambio de variable u = +/ 1+r?, obtenemos
V3 2 2
2
J- r*y 1+ r? rdr=I (u2 —1) u(udu)= J- (u6—2u4+u )du— %
0 1 1

Regresando a la igualdad (2):

2 l2
I, :j [gos}sen fcosfdo= % sen” 0 = —454”
0 105 0

105| 2 105

[PROBLEMA 5.]| Hallar el centroide (x Y, ) de la superficie

S:x*+y?+72=a% x>0, y>0, 2>0,
conformada por la porcién de la superficie esférica

x> +y® + 7% = a® que esta en el primer octante.
Solucién

La superficie S es simétrica respecto a la recta diagonal del primer octante: L: x =
y = z. El centroide (x Y, ) tiene que estar en esta recta y, por tanto,
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X=y=1
Hallemos 7 :
Una parametrizacién para S es
r(¢, 6) =asen gcos Oi+asen ¢ sen A +acos ¢k,

0<p<Z, 0<0<Z
2 2

Por el ejemplo 1 de la seccion 4.6 sabemos que:

— 12
|| ry x r6,|| =a’‘sen ¢

Por otro lado, el drea de S es igual a la octava parte del area de la superficie
esférica. Luego,

Ahora,

z %‘”z ds = %J‘J‘(a cos ¢)(azsen ¢) dg do
D

S
a3 a3 wl2 7l2
—J.J.sen¢cos¢ dg¢do= —j [J. seng cos¢ d¢]d9
A A, 0

D

3 wl2 2 7l2 3 7l2 3 3
:a_J. Sen¢ dg:a_'[ dg:a_ﬂ.:a—ﬂ-:i
Ao |2 ],

2AJ o 4A - 4(a’zf2) 2
En consecuencia, el centroide es

(i, v, E) = (a/2, a/2, a/2)

|PROBLEMA 6. | Hallar Flujo :HF «ndsS, donde ,

S
F(x,y,z)=xi+yj+zk vy

S es la frontera de sélido encerrado por el
paraboloide y =x*+7° y el plano y = 4,
orientada positivamente (hacia afuera).

Solucién
Sea S; la porcidn del paraboloide

y=x’+7%, 0<y<4



Cap.5 Anidlisis vectorial Integral 607

Sea S, eldisco X’ +2°<4, y=4

Tenemosque S =S; US, Yy, portanto,

Flujo=”p.ms :J‘J‘F.nds +”F.nds

S S1 So
Calculemos estas integrales separadamente.

Flujo a través de S;:
Aplicamos el teorema anterior.
S, es gréfica de la funcién y =x* + z2 con dominio el circulo de radio 2.
D: X+ 72 <4,
Sea G(x,y,2) =y —x*—7* ytenemos que VG =-2xi +1j —2zk.
Como la componente 1j de VG es positiva, el vector VG apunta hacia dentro y
-VG = — (—2xi +1j —2zK) =2xi —1j + 2zk apunta hacia fuera.

Luego,

”F.nds

51

J](xi+yj+zk) o (2xi+-1j+2zk) dA
D

= .J(sz —y+222) dA = jj(sz—(xz +22)+222) dA

. 2z 2
= j(xz +22) dA :j j r? rdrd@ (Coord. polares)
0 0

D

e 27 r4 2 2
= {—} do = 4J- do =8r
J 0 4 0 0

Flujo a través de S:
La proyeccién de S, sobre el plano XZ esel circulo D: x* + 72 < 4.

El vector unitario normal hacia fueraa S, es n=j. Luego,

IIF-ndS =J](xi+yj+zk) «(j)dA = J‘J‘ydA =J-J‘4dA =4JJ dA

S2
=4 Area(D) =4(4rx) = 167

En conclusion,
Flujo =J‘J.F endS =87+ 167 =24r

S
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| PROBLEMA 7. | Hallar el flujo de un campo cuadrético inverso

q r _ ar
e P Ael e P

através de la esfera

F(x,y,2) =

r=xi+yj+zk

S:x*+y*+x=a%
orientada positivamente.
Solucién

Por el ejemplo 5 sabemos que la siguiente
parametrizacion de la esfera la orienta positivamente.

r(¢, 6) =asen ¢cos Ai +asen ¢ sen Aj +acos gk,
D:0<9<27, 0<¢ <7
Se cumple:
ry x ry=a’sen’$cos Oi+a’sen’s sen O +a’sen gcos gk

Por otro lado,

i +yj +zk
F(x,y,2) = qr3: q(XI+);J+Z ):%(xi+)’j+zk)
I a a

Luego,

F(r(¢, 6) =ai3(asen gcos Oi+asen g sen j+acos gk) Yy

F(r(¢. 9) * (ryx 1) = %(asen $cos Oi+asen ¢ sen @j +acos gk) *
a

(a*sen’g cos Qi + a’sen’ sen O + a’sen ¢cos pk )
3
= % (sen’pcos’d +sen’gsen’d + sen ¢ cos’s)
a
ga’ 3 2
= —3(sen ¢ + sen ¢cos’g) =qsen ¢
a

Ahora,

2r s
Flujo:JJF-ndS:IIF-(ru xrv)dA:I J gsengdgdo
o Jo

S D

27 T 2
= qJ- {—cos ¢} do = ZqJ. dé =4qr.
0 0 0
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5. 5

En los problemas del 1 al 14, evaluar la integral JJ f (x, Y, z)dS
S

1. f(x,y,z)=x+y+z S eslapartedel planox +y +z =1 en el primer octante.

Rpta: \/—3/ 2

2. f(x,y,2)=xyz. S eslaparte del plano x +y +z =1 en el primer octante.
Rpta: ﬁ/ZO

3. f(x,y,2) =xy. S eslaparte del plano x +y +z = 2 en el primer octante.
Rpta: 19v/3/24

4. f(x,y,z) =x°z. S es la parte del cilindro x*+ y*=a? z=0, z=1, en el primer
octante. Rpta: a’z/2

5. f(x,y,z) =Y. S eselcono y?*=x*+27° 1<y<2
Rpta: 15V 2 7z/2
6. f(x,y,2)=x2+y*+7%. S: xX’+y*=a’ y>0, 0<z<a.
Rpta: 4a47z/3
7. f(x,y,2) = X2 +y. S XP+y? +A=a”
Rpta: 8a47r/3
8. f(x,y,z) =z. S es la frontera del sélido encerrado por el cilindro x>+ y?= 4 y los
planosz=4+x, z=0. Rpta: 4<9+4\/_2)7T

9. f(x,y,2) =x*+y% S: x*+y’+z%=2a’ en el primer octante.
Rpta: a57r/8

10. f(x,y,2) =v 1 + 4x* +4x*> . S: Es la parte del paraboloide z = 4 —x* —y* que
esta en el primer octante y fuera del cilindro x* + y?= 1 Rpta: 337/4

11. f(x,y,2) =xyz. S es lafrontera del cubo [0, a] x [0, a] x [0, a]
Rpta: 3a°/4

12. f(x,y,z2) =x+y+z S eslafronteradel cubo [—a, a] x [-a, a] x [—a, a]
Rpta: O

13. f(x,y,z) =x. S es el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano
3X+2y+2=6 Rpta: 2(3+\/ 14)
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14. f(x,y,2) =y 1+ x2+ y? . S es la helicoide:

r(u, ) =ucosfi + usendi + 0Kk,
D:0<u<a 0<@<2r Rpta: 2a(a2+3)7r/3

15. Sea S la parte del plano 2x + 2y + z = 4 que esta en el primer octante. Una
lamina con densidad 8(x, y, z) = x* + y* tiene la forma de la superficie S.

Hallar su masa. Rpta: 8\/75/3

16. Hallar la masa de la lamina que tiene la forma de la superficie esférica

S:xP+y? +77=a’
y cuya densidad en cada punto de S es la distancia del punto a plano XY.

Sugerencia: 8(x,y,z) =|z| Rpta: 28’7

17. Hallar la masa de la lamina que tiene la forma del paraboloide

S:z=1+x2+y% 1<2<2

y cuya densidad es 6(x, y, z) = z Rpta: (25«/_5 —3) 72’/20
18. Hallar la masa y centro de masa de la lamina que tiene la forma del cono
S: #= 3(x2+y2),1szs3
y cuya densidad es 8(x, y, z) = z Rpta: 474/ 3, (0,0,9/4)

19. SeaS elcono z=,/ 3(x2 + y2) , 0< z<3. Hallar el centroide de S.

Rpta: a. (0,0, 2)

20. Sea S lasemiesfera z=4 a?—x*—y? . Hallar:

a. El centroide de S.  b. EI momento de inercia respecto al eje Z.

Rpta: a. (0,0, a/2) b. 4a27r/3

21.Sea’S la porcion de la superficie esférica x*+ y? + 22 = a2 que

se encuentra dentro del cono z =4/ x* + y?

Hallar el centroide de S.

Rpta: x =0, (0, 0, %(ﬁ+2)j
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En los problemas del 22 al 28, hallar Flujo :JJF +ndS

S

para el campo vectorial F dado y la superficie orientada S indicada. Si S es
cerrada, tomar la orientacion positiva (hacia fuera).

22,

23.
24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

F(x,y,z) =2zi—4j +yk. Seslaparte del plano 3x + 6y +2z2 =6 en el primer
octante, orientada hacia arriba. Rpta: 25/3

F(x,y,2) =3zk. S: x*+y* + 7%= a2 Rpta: 4na’

F(x,y,2) =xi+yj+zk. S: z=a—x*—y?% a> 0. Orientada hacia arriba.

Rpta: 3ma?/2

F(x,y,z) =e’i+xjj+zk. S: z=1-y% x=0,x=3, z=0. Orientada hacia
arriba. Rpta: 4

F(x,y,z) =xi+yj+zk. S: X}+y*+7°=a’ Rpta: 4na’
F(x,y,z) =xi+yj+2z°k. Sesel helicoide orientada hacia arriba.

S:r(u, @)=ucos #i+ usenucos di+ 6k, 0<u<l, 0<6@<6xm
Rpta: 367

F(x,y,z) =yzi +xzj + ¢+ y?)k. S orientada hacia arriba.
S:r(u, @) =e'cos Qi+ e'sendj+ Ok, 0<u<l 0<O<4r

Rpta: e'z

Determine el flujo del campo vectorial F(x,y, z) =yi—Xxj —zk hacia afuera de
la superficie S, que es el borde de la region E encerrada por el cono

z=+x*+y? y elplanoz=3. Rpta: —97

Determine el flujo del campo vectorial F(x,y, z) = xi +yj + z°k hacia afuera de
la superficie S que es el borde de la region E encerrada por el cilindro

x?+y?=a’ y los planos z=0,z=1. Rpta: 3ra’
Determine el flujo del campo vectorial F(x,y, z) =xyi + yzj + xzk hacia afuera
de la superficie S formada por las caras del paralelepipedo

E = [0, a]x [0, b]x [0, c], a>0,b>0,¢>0 Rpta: aTbC(a+b+c)
La temperatura de una sustancia con conductividad K esta dada por u = x* + y2

Hallar la rapidez del flujo térmico que atraviesa hacia adentro de la superficie
cilindrica S: x*+y?.=a% a>0, 0<z<4. Rpta: 16aKz
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SECCION 5.6

TEOREMA DE STOKES

En la seccién 5.4 vimos la primera forma vectorial del teorema de Green:

(.’SCF-dr :jj(rotF)-k dA,

en donde D es una regién del plano XY bordeada por la curva C.

El teorema de Stokes es una generalizacion de esta forma del teorema de Green,
reemplazando a la region D del plano por una superficie orientada S del espacio
tridimensional, la cual tiene por borde o frontera la curva cerrada C.

Si n es el vector normal unitario que da la
orientacion de S, a la curva C la orientamos en sentido
contrario a las manecillas del reloj con respecto a n. A
esta orientacion la llamaremos orientacion positiva
de la curva frontera C. La orientacion positiva
tambien se determina por la regla de la mano derecha:
Si el dedo pulgar de la mano derecha coincide con la- 1
direccion de n, los demas dedos seguiran la direccion C
positiva.

n

(X
(3
N,

A continuacién presentamos el teorema de Stokes. La demostracion de este
teorema es tema de célculo avanzado. Sin embargo, en el problema resuelto 5 damos
una demostracion para el caso en el que S es la gréfica de una funcion z = g(x, y).

| TEOREMA5.16] Teorema de Stokes

Sea S una superficie suave a trozos y orientada con vector
normal unitario n y acotada por una curva C cerrada simple,
suave a trozos y orientada positivamente. Si F es un campo
cuyas componentes tienen derivadas continuas en una region
abierta que contienea S y a C, entonces

('b F-Tds=(j) Fedr= J‘J.(rot F)ends

Ver el problema resuelto 5.

Demostracion
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[COROLARIO.| Sean'S; y S, dos superficies suaves a trozos orientadas por los
vectores unitarios y normales ny y nj,, respectivamente.
Si S; y S, tienen un borde comin que es una curva C que es

cerrada simple y suave a trozos, sobre cual inducen la misma
orientacion. Entonces

J'J-(rotF)-ndS = (ﬁ F-dr=”-(rotF)-ndS

S1 S2

EJEMPLO 1.| Verificar el teorema de Stokes

(ﬁCF-dr: J‘J‘(rotF)on ds

para el campo vectorial

F(x,y, 2) = zi + 3xj + 2y°k

y para la superficie S, que es la parte del
paraboloide z = 6 — xX* — y* que esta sobre el
plano z = 2, orientada hacia arriba. C es la
curva frontera en el plano z = 2, orientada
positivamente, o sea, en sentido antihorario.

Solucion

1. Calculemos J](rot F)ends

S

i j kK
Tenemos que rotF = o 8 2\ 4yi + 1j + 3k
oXx oy oz
7 3x 2y?

La superficie S es la graficade z=g(x, y) =6 — x*—y?, 2<z<6.

La curva C es la interseccion del paraboloide z= 6 — x*— y? con el plano z = 2.
Luego,

2=6-xX—y*=>xX2+y* =4,
que una circunferencia de radio 2 en el plano z = 2.

En consecuencia, S es la grafica de z = g(x, y) = 6 — x*— y* con dominio D, el
circulo x*+ y* < 4 en el plano XY. Al domonio D lo podemos expresar asi:

D= { (x,y)/—\/4—x2 <y< 4-%2, —2sxs2}
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Si G(x,y,z) =z—6+x*+ y? entonces VG = 2xi + 2yj + 1k es un vector

normal a S. Como la componente de k es positiva, n = % orienta a S

hacia arriba. Ahora, aplicando el teorema 5.15,

jj(rot F)ends :Ij(rot F)-VGdA

S

= J](4yi +1j +3k) « (2xi +2yj +1k)dA
D

2 v 4-x2
=J.J‘(8xy+2y+3)dA=J‘ I 2(8xy+2y+3)dydx
—2¢ — 4-x

D
2 v 4-x2 2

= J. {4xy2+y2+3y } dx = V 4-x%dx
2 — 4-x2 -2

1. Calculemos 4) Fe.dr
C

La curva C es la circunferencia x*+y?=4 enel planoz = 2.
Una parametrizacién positiva para C es:
r(t)=2costi+2sentj+2k, 0<t<2x
Luego,
r'it)=-2senti+2costj+0k
F(r(t)) «r'(t)= (2i +3(2 cos t)j +2(2 sen t)?k) (-2 senti + 2 cos t j + Ok)

=—4sent+12cos’t =—4sent+ 12(1+c—552tj

= —4sent + 6cos2t + 6

J‘:ﬁp(r(t)) . r'(t)dt: I:”(—4 sent + 6cos2t+6)dt

¢ Fedr
c
2z
{4cost+3sen2t+6t } =12r
0
En conclusion, hemos hallado que tanto la integral sobre la superficie, como la
integral sobre la curva, tienen a 127 como valor comun. Observar que, en este
problema, la integral sobre la curva es mas sencilla para su evaluacion.
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EJEMPLO 2.| Usando el teorema de Stokes hallar z

(].) F+«Tds, donde
C

Fixy,2)=(y-2i+ (2z-xj+Bx-yk y

C es la elipse que se obtiene intersecando el
de cilindro x* + y* = a? con el plano x + z = a,
a>0, C estdorientada en sentido antihorario
vista desde arriba.

Solucion

El teorema de Stokes nos dice que (ﬁ FeTds= J‘J‘(rot F)ends.
C

S

Luego, en lugar de evaluar directamente a ¢ F « T ds, evaluamos
c

II(rotF)-n ds.

S
AUn mas, la curva C es borde de tres superficies: La parte del cilindro que esta
bajo la curva C, la parte del cilindro que estd sobre C y la parte del planox+z=a
que encierra C (la region sombreada). EI corolario nos permite escoger cualquiera de
las tres superficies. Sin duda que esta Ultima superficie es la que nos ayuda a
simplificar los célculos.

Sea S laregion del plano x + z = a encerrada por la elipse C. Esta superficie es el
grafico de la funcion z = g(x, y) = a — x. Para que la orientacion de C sea la
antihoraria, a S le debemos dar la orientacién hacia arriba, que esta dada por la
normal unitaria:

n= _gxi_gyj+k _1i-0j + 1k
2 2 2
\/1+ (9,)° +(gy) \/1+ (-1)" +(0)

Por otro lado, tenemos que:

(i+k)

N

i j k
rotF = 9 9 9
OX oy oz

y—-z 2z-x 3x-Yy

=-3i—-4j-2k
Ahora, aplicando el teorema de Stokes,

(ﬁCF.Tds: ”(rot F)onds = ”(—3i—4j—2k)- (%(Hk)jds

S S
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= _%J‘J‘ds = —%Area (S)
s

Pero, los semiejes de la elipse que encierra a S son a y + 2 a. Luego,

Area(S) = na(\/_z a): z2a% y (JS FeTds = —%n«/—Z a?=-5na’
C

Estos Ultimos resultados también podemos obtenerlos usando el teorema 5.15. En
efecto: S es el grafico de la funcion z = g(x, y) = a — x. con dominio el circulo
D: x* +y?<a? enel plano XY.

Luego, si G(x,Y,2) =z—g(X,y)=z—a+ X, entonces

(ﬁ FeTds =J](rotF) +nds :J.J.(rot F) « VGdA

:”(rot F)« (. +0yi+k )dA :”(—3i—4j—2k )+(Li + 0j + k )dA
= fj(—s) dA = -5 j j dA ——5Area(;) = —5ma’.

EJEMPLO 3.| Usando el teorema de Stokes hallar
J](rot F)+n dS, donde
S

F(x,y,z) =ylIn(e + 2)i + 2xj +e“k

y S es la parte de la esfera

X +y*+(z—2)°=8
sobre el plano z = 0, orientada hacia fuera.

Solucion

La frontera C de S la obtenemos intersecando la esfera x* + y* + (z — 2)* = 8 con
el plano z = 0. Esto es

C:x*+y*+(0—2)*=8= Ces lacircunferencia x* + y* = 4 orientada en
sentido antihorario.

El teorema de Stokes nos dice que

J](rotF)-n dS:CﬁCF-dr

Calculemos esta integral de linea.

Una parametrizacion para C es
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r(6) =2cosdi +2sendj+0k, 0< 6O <2rx
Tenemos que:

r'(6)=-2sendi+2cosdj + 0k

F(r (6)) = (2send) In(e + 0)i + 2(2 cosf)j + e @V O
=2sendi+4cosfj+ 1k

Luego,

”(rot F)ends = (JSCF-drz I 2”F(r(9)) -r'(6)do

0

2
:j (2sen@ i+ 4cosd j+1k) « (-2sen i+ 2cosdj + Ok )do
0

2z

- 2”_ 2 2 :J _ 2
J‘O ( 4sen“ @ +8cos H)dH i ( 4 +12cos 0)d¢9

2 2
:j (_ 4+ 12(%]}19:"‘ (2+6c0s20)d0

0 0
2z

= {2«9+35en26’ } =4r
0

EJEMPLO 4. | Paguemos una deuda

Probar la siguiente parte del teorema 5.10
Sea F = Pi + Qj + Rk de clase C® en una regién D abierta y
simplemente conexa de R3

Si rotF =0, entonces F es conservativo.
Solucién

Basta probar que (ﬁ F «dr=0 para toda curva cerrada contenida en D, ya que
c
el teorema 5.9 nos asegura que si esta propiedad se cumple, entonces F es
conservativo.

Bien, sea C una curva cerrada y simple que es frontera de una superficie S
orientada por un vector normal unitario n que induce una orientaciéon en C. De
acuerdo al teorema de Stokes tenemos que:

q‘) Fedr= .”(rot F)-ndS=jI0-ndS =0
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PROBLEMAS RESUELTOS 5. 6

[PROBLEMA 1.]| Sea la superficie S =5S; US,, donde S; es la parte del cilindro
x> + 7% = a® que esta en el primer octante y dentro del cilindro
x> +y?>=a% S, eslaparte del cilindro x>+ y?=a® que esta en
el primer octante y dentro del cilindro x* + 2% = a%

Sea C el borde de S, orientado en el sentido que indica la

segunda figura adjunta. 2

Sea F(x,y,2z)=yzi—xj+(x*+z29)k

En el problema resuelto 7 de la
seccion 5.2 se obtuvo que

a2
4) Fedr= ——(8a+37)
c 12

Comprobar este resultado aplicando
el teorema de Stokes.

Solucién

Nos piden probar que tambien se cumple que:

Ij(rotF) «nds = —%(8&4—372’)

S

i j k
Tenemos que rot F = o 8 2 . Oi+(2x+y)j +(-1-2)k y
ox oy oz

H(fotF) endS= ﬁ‘(rme)x. n+dZS + H(rotF) «nds

Calculamos las dos Ultimas integrales separadamente.

1. S, eslagraficade z=+/ a®> —x* condominio D;. 0 <y <v a’-x?,0<x<a

Si G(x,y,z)=z-+ a>—x? , entonces VG = %i +0j +1k. Como
a® —x

el término 1k es positivo, VG orienta a S; hacia arriba y esta orientacién
induce la orientacion dada a la curva C.

tFeVG=-1—-z=-1—-+ a% - x?

Luego,
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J;lj(rotF) “nds :J;-l[(rotF) - VG dA= ”(—1— a2—x2)dA

HdA —IjmdA ma’ —I mdydx

2. S, es lagraficade y =+ a? —x? condominio D, 0< z <y a?-x?,0< x <a.
Si G(x,y,2) =y -+ a2 —x?, entonces VG = —>— i +1j + Ok. Como

[42 _y2

el término 1j es positivo, VG orienta a S, hacia afuera y esta orientacién
induce la orientacion dada a la curva C.

rotFeVG=-2x+ y=v a? - x> — 2x
Luego,

”‘(rotF) «nds :jj(rotF) «VG dA= .”( a? —x? —2x) dA

j v a2 —x? dzdx —ZJ‘J‘xdzdx

I I \/a—xdzdx— J‘ J‘ X dz dx
a2_x2 a a2 2
= [x/a—sz dx—ZJ [zx} dx
0 0 0

0

L

= [a—x dx—ZJ- v a?- x® xdx

:ax—%} J‘ vaZ-x? 2xdx

3/2 8
_Zi+|:z<a2_)(2) :l :Zi—zizo
3 |3 . 3
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Conclusién,

2 3 2
Ij(rotF) +ndS = e 2i+0: _a_(8a+37;) = (ﬁ F.dr
4 3 12 c

S

[PROBLEMA 2.| Aplicando el teorema de Stokes hallar (J) F « dr, donde
C

F=(x—y)i+yj+ (-2 +2y°)k
y Ces la frontera de la porcion del paraboloide
7=2-xX-y*

en el primer octante. C tiene la orientaciéon antihoraria, vista
desde arriba.
Solucion

Tenemos que:

i k

i

rotF = o 9
ox oy

Xx—y y -—2x2+2y?

9 =4yi + 4xj + 1k
0z

La superficie S es la grafica de z=2 — x? — y? con dominio
D= { (%, v,0)/ x2+y? <2, x>0, yzo}

Si G(x,y,2)=z—2+x*+y? entones VG = 2xi + 2yj + 1k

Ahora, segun el teorema de Stokes:

(JSCF.dr JJ(rotF)-ndS :Ij(rotF)-VG dA

S D

H(4yi 4 axj 1K) - (260 + 2y) + 1K) dA

D
= II(lny +1)dA = 16”- Xy dxdy + H‘dxdy
D D D

712 o N2
= 16_[ J (rcos@)(rsen @) rdrdd + Area(D)
0 0

7l2 J2
= 16I l:j r3dr}sen fcos do + l{ﬂ(ﬁ)z}
0 0 4
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zl2 r4 J2
= 16J‘ —
0 4 0

rl2 T
=16I sen0c050d9+5=16
0

sendcosf do + %

2 7l2
sen® @ T V4
+ =842
2 L 2 2

[PROBLEMA 3.] Sea S una esfera 'y F un campo que satisface las hipétesis del
teorema de Stokes. Probar que

II(rotF) «ndS =0

Consideramos S como la unién de los dos hemisferios
S; y S, cuyos bordes C; y C, coinciden con el
ecuador. Orientamos a S positivamente (hacia fuera). El
vector unitario normal n; a S; induce la orientacion
antihorario (vista de arriba) en C; y el vector unitario
normal n, a S, induce la orientacion horaria (vista de
arriba) de C,. En resumen, tenemos:

Solucion

S:S;LUSZ Yy CzZ_Cl
Ahora, aplicando el teorema de Stokes:

”‘(rotF) +nds = v”(rotF) en, dS + II(rotF) *n, dS

S S1 Sy

=(JS F-dr+(ﬁ F-dr=(ﬁ F-dr—(ﬁ Fedr=0
C Co G C

OBSERVACION. Este resultado se cumple no sélo para la superficie esférica, sino
para cualquier superficie cerrada.

[PROBLEMA 4. | Si la superficie S y la curva C satisfacen las hip6tesis del
teorema de Stokes y f es una funcion escalar de clase C®,

probar que
q‘) f Tds :J‘J‘nxvfds
c

S

Solucion

Sea a cualquier vector de R3. Teniendo en cuenta las propiedades del producto
vectorial y del triple producto escalar (teorema 1.10 del Cap. 1), obtenemos:
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a-(ﬁ f Tds:q‘) as (f T)ds:(ﬁ (fa) -Tds:IIVx(f a) « n dS (Stokes)
C C C
S

:I [ fx(Va)+(Vf)x a] «+nds (Teorema. 5.3 parte 2)

fj[m(w)x al.nds :”[(Vf)x al+nds

—”[ax(Vf)] - nds =—”a- [ (Vf)xn]ds

:—a.J‘JA [(Vf)x n]ds= a-Jjnfo ds

Hasta aqui hemos probado que: a~¢ fTds= a- J:[ n x Vf dS, VaeR®
C

s
(ﬁ f Tdsz_”nfodS
c

S

En consecuencia,

[PROBLEMA 5.| Demostrar el siguiente caso particular del teorema de Stokes.

Sea S una superficie suave que es grafica de una funcién
z = g(x, y) con derivadas parciales continuas y orientada con
vector normal unitario n que apunta hacia arriba. S es acotada
por una curva C cerrada simple, suave y orientada positivamente.
Si F es un campo cuyas componentes tienen derivadas continuas
en una region abierta que contiene a S y a C, entonces

(ﬁ F -dr=”‘(rotF) «ndS

S es la gréfica de una funcidn de dos variables, z = g(x, y)
con dominio D en el plano XY. Su vector normal unitario n
apunta hacia arriba. Las curvas C y C; son las fronteras de
S y de D, respectivamente, orientadas positivamente en
relacion con n.

Demostracion

X
Sea F=Pi+Qj +Rk y Cir(t) =x(0)i +y(1)j +z(Dk, a<t<b &
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b
@F.dr:‘[ (P%+Q@+jodt
c a ot ot ot
b
:J {pa_XJngJr (azax oz 8yHdt (regla de la cadena)
a ot ot ox ot oy ot
b
{ e (a2
a OX oy ) ot
= P+R dx+| Q+R ]dy
§,(orsiJoc(eng
:”‘{E(QJFR&j a(P RazﬂdA (teorema de Green)
OX oy) oy OX
D
-[[[RRa,2x Rax, o
OX 0L OX Ox 0y Or ox oy OXoy
D

[ap Pa _Ra Raux azzﬂ

oy ozoy dyox czoyox | oyex

H Q. 0k Ru P _Pr_Ra O
Oz OX oOxoy oy 0zdoy oy ox

Por otro Iado, tenemos que:

otF= | R_QY; (@_ﬁjj L[ R _Py
oy oz 0z ox ox oy
Si G(x,y,2) =z-9g(x,Y), entonces VG = —Z—gi—a—gj+k y
X

”(mt F)ends = ”(rot F)« VG dA ’
IR E DR

J‘J‘(@ ,Qaz Rz 0P Pz 6Razj

p )
Z OX OXxoy oy 0Ozoy oy ox

De (1) y (2) obtenemos

(ﬁ F-dr=jj(rot F)ends
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.6

En los problemas del 1 al 4, usar el teorema de Stokes para evaluar

J](rot F)ends

s
1. F=3yi—3xj+2°%k. S:x*+y?+z*=4, 2> 0. Orientada hacia arriba.

Rpta. —12
2. F=yzi+xyj +xzk. S:2=9—x*—y? z>0. Orientada hacia arriba.

Rpta. 0
3.F=3yi—xzj+y’k. S:z2=2(x*+Yy?), z= % Orientada hacia abajo.

Rpta. 77/8

4. F=xyi—2xj+ ytan 'x’k. S:z=9-x"—y? z>0. Orientada hacia arriba.

Rpta. —187

En los problemas del 5 al 9, usar el teorema de Stokes para evaluar @ Fedr
c

2

2
z=9-Xx° - . . . .
9 y . Orientada en sentido antihorario

z=5
vista desde arriba del eje Z. Rpta. 87

5. F=-2yi —x)j + 7’k C:{

6. F=7% +y% + x’k. Ces lacurvaformada por los lados del triangulo de vértices

(1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); orientada en sentido antihorario vista desde arriba del

eje Z. Rpta. 0
3. 3. 3 X + y + Z = 6 - - . - .
7. F=yi-xj+zk C: s o ot orientada en sentido antihorario vista
X“+y°=a
desde arriba del eje Z. Rpta. gzraz

2,02, .2 2
8. F=-5yi—zj+xk C: {X ty +z=a : orientada en sentido antihorario vista

X+y+z=0

desde el semieje positivo de las X. Rpta. J 3ra?
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2
x2+y?+z22=a

9. F=(z-3y)i+(y+z2)j+(x+y)k C: - Orientada en sentido

X2 +y% =ax
antihorario vista desde arriba del eje Z. Rpta. %ﬂaz

En los problemas de 10 al 12, usar el corolario del teorema de Stokes para

evaluar
J'J-(rot F)+ndS

5
10. F=2yi—x%j+ % ™k. S:4x*+ 9y” + 367° = 36, z> 0. Orientada hacia arriba.
Sugerencia: Considerar la superficie S, : 4x* + 9y? + 362 <36, z=0
Rpta. —127
11. F= (sen'x —2)i + (cosy)j + (2x + e* )k . S:x+ 25y% + 422 = 100, x > 0.
Orientada hacia fuera de S.

Sugerencia: Considerar la superficie S; : 25y + 4z° < 100, x = 0.
Rpta. 307

12. F=xyi — 2x% +xy’k. S: Las caras laterales e inferior del cubo (excepto la cara
superior) [0, 1]x [0, 1]x [0, 1], orientada por n exterior al cubo.

Sugerencia: Considerar la superficie S; : La cara superior del cubo.
Rpta. —2
En los problemas 13 y 14, verifique el teorema de Stokes para el campo vectorial
Fy la superficie S.

13. F(x,y, z) = (X* =3y)i — y’zj —yz°k. S es la semiesfera x* +y*+2* =a% z>0

orientada hacia arriba.
Rpta. (j} F.dr=37° :J‘J‘(rot F)ends
C
s

14. F(x,y, z) =2zi + xj + 3yk. S es la parte del plano x =z contenida en el cilindro
x? +y? =a? orientada hacia arriba.

Rpta. (JS Fe dr:—ZﬂaZZIJ‘(I‘Ot F)ends
C
S

15. CalcularJ](rot F)e+nds, donde F(x,y,z) =xj yS:x*'3 +y?/® +2%/% =23
s
en el primer octante, orientada hacia arriba. Rpta. 37a’ /32
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16. Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
Fix,y,2) =(—x+2)i+ zk

al mover una particula a lo largo de la curva C que es la interseccion de la
semiesfera x> + y* + 72 = @ z > 0 con el cilindro x* + y* = ay, recorrida en
sentido antihorario vista desde arriba del eje Z. Recordar que esta curva C es el

borde de la boveda de Viviani. Rpta. %az

17. Sean S una superficie y C una curva que cumplen las hipdtesis del teorema de
Stokes. Sean f y g funciones escalares de clase C® Probar que.

a. (ﬁc(ng)-dr:J‘J‘(foVg)-ndS b. (.‘Sc(fvf)-drzo

S

c. @(ngJrgi)-dr:O d. (j-)(vf-T)ds=0
C C

SECCION 5.7

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Recordemos la segunda forma vectorial del teorema de Green de la seccién 5.4

(ﬁ Fends :J‘J‘divF dA,
c
D

donde C es una curva cerrada que es borde de una regién D de R?.

Elevando una dimensién mas a cada uno se los elementos de esta igualdad; es
decir, cambiando a C por una superficie cerrada que es borde de una region sélida E
de R®, obtenemos la igualdad:

Ljp.ndS=j!JdideV

Este resultado es el teorema de la divergencia o teorema de
Gauss—Ostrogradsky.

A continuacion presentamos este teorema en forma precisa. El lector debe recordar
los conceptos de region x—simple, y—simple, y z—simple, descritos cuando se tratd
integrales triples.
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Una region sélida E de R® es simple si es, simultineamente, x—simple,
y—simple, y z—simple. Diremos que una regién sélida E es regular, si es una union
finita de regiones simples no solapadas (se intersectan a lo mas en sus fronteras).

[ TEOREMA 5.17| Teorema de la Divergencia o de Gauss—Ostrogradsky.

Sea E una region solida regular, cuya frontera S = 0E es una
superficie cerrada y orientada por un vector normal unitario n
que apunta hacia el exterior de E. Si F = Pi + Qj + Rk es un
campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas continuas
sobre una region abierta que contiene a E. Entonces

J‘Jp.nds=J'JE'J'didev

En otros términos, el flujo de F a través de la frontera de una
region solida regular es igual a la integral triple de su
divergencia sobre esa region.

Demostracion

Caso 1. E es una region sélida simple. Tenemos que:

.[jF-ndS=J;I(Pi+Qj+Rk)-ndS
=I.[Pi~nds+j Qj-ndS+.URk-ndS

J[favears m SR

=J‘JE‘J' P av +J'JE'J' %dwjg Fav

Es suficiente probar las tres igualdades siguientes ya que, sumandolas
obtenemos la igualdad del teorema de la divergencia.

e S ffaras ] S
oo ] 2

Probaremos la igualdad (3). Las otras dos igualdades se prueban en forma
similar.

La region E es z—simple. Esto es,
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E= {(x,y, 2)/(x,y) e D, ui(x,y)<z < uz(x,y)} 7 62w y)

donde z = uy(X, ¥) ¥y z = ux(Xx, y) son funciones
continuas y la proyeccion del E sobre el plano XY es v
una region plana D.

Teniendo en cuenta el teorema fundamental del

calculo, se tiene:
Si:z=u(X,y)

[ 5o 12 2] [ @D

X

:J‘J‘ [R(X, Y.l (%, ¥))=R(% y,u (, y))} dA

=J‘J‘R(x, Y., (% y)) dA - JJR(X, Y. Uy (X y)) dA 4

Por otro lado, la frontera de E, 0E = S, esta formada por la uni6n de tres
superficies: La base S, el tope S, y la pared lateral Ss;. Luego,

”Rk.nds =HRk.nds +HRk.nds +”Rk.nds ©

S S1 Sy S3

Sobre la pared lateral, por ser vertical, su vector normal n y el vector k son
ortogonales. Luego, k«n =0 v, por tanto,

IIRk-ndS=0

S3
S, eslagraficade z=uy(x,y). Si G(X,Y,z) =z—uy(x,y), entonces

VG-= _aai' 8;; j+k, RkeVG =R vy,deacuerdo al teorema 5.15,
X

JJRk-ndS: ijk-VG dA= ij(x,y,uz(x,y)) dA
D D

S2
El forma similar, por ser S; la grafica de z = uy(x, y), tenemos que

Ij Rk« n dS ——IIR(X, y, U (x,y)) dA
$1 D

donde el signo negativo se produce porque V G apunta hacia arribay n=-k
apunta hacia abajo.

Reemplazando estos tres resultados en (5) obtenemos:
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J‘J‘ RkendS = IIR(X, y,Uy (X, y)) dA — J]R(x, y, U (x,y)) dA
S D D

Compando esta igualdad con la (4) obtenemos la igualdad (3).

Caso 2. E es una region sélida regular. Esto es, E es union de regiones simples.

Se procede como en la prueba del teorema de Green para una regién que
es unién de regiones simples.

EJEMPLO 1.| La superficie esférica S : x* + y* + z% = a® es el borde de la bola

cerrada E:x*+y?+ 7°<a’.
Verificar el teorema de la divergencia para

F=(+y*+ ) (xi +yj + zk).

Solucién. ‘\ i //

El vector normal unitario exteriora S es

n= i(xi+yj+zk).

Luego, en S

Fen (x2+y2+22)(xi+yj+zk)- i(xi+yj+zk)

é(x2 +y? +22)2: %(az)zz a y

IIF ends = jj a® ds = ajj ds = a>(Area(S)) = a>(4na’) = 4na®

s s s
Por otro lado,

divF = &[(xz +y? +22)x} + a—i[(xz +y? +zz)yJ + %[(xz +y? +zz)zJ
= 5(x2+y2+22)
Luego,

I!IdivF dv = SI.!.[(XZ +yi+ zz)dV

2z T a
= SI I J (pz)pz senp dpdpd®  (Coord. esféricas)
0 0 0

2r V4 a
= SJ. J j ptseng dpdede
0 0Jdo
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[ 2] ] s

2r
asj {—COS(D } do= 2a5j dé =4na®
0 0 0
Vemos que se cumple: “‘ FendS=4na’= “]divF dv
S E

EJEMPLO 2.| Mediante el teorema de la divergencia calcular el flujo del campo

F=xzi +yzj +xyk Z

o,

Hallemos el valor de z para el cual el cono y laesfera X

a través de la superficie cerrada S
que es el borde del sélido E limitado
por el cono

7= x2+y?

y la esfera x*+y*+ 72=8.
Solucién

Tenemosque S =JE=S,US,

se intersectan.
[2, 2 22,2
7 =4/ X°+ 2" =X+
oo . Zy = #+77=8=7=4 =z1=2
x2+y2+22:8 X“+y +2°=8
La proyeccion del sélido E sobre el plano XY es el circulo D : x* + y?< 4.

Porotro lado, divF=z+z +0=2z
Ahora,

S

S22 [eeg
.U .[ " 2| ayox- ” { } dydx
:2.['[(4—x2 - y2) dydx = ZI J (4—r2)rdrd9 (Coord. polares)
0Jo
D
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2

2z r_4 2z
= j {Zrz——} do= 2I 4d0=167
0 4 0 0

EJEMPLO 3| Mediante el teorema de la divergencia calcular

el flujo del campo

==

F=x% + vyl -3k

27
o

S0

t:/,/

e
RS
b

a través de la superficie cerrada S que es
el borde del solido E limitado por el
cilindro x> +y*=4 y los planos
z=0, z=4-y
Solucién

Tenemos que

E= { (x,y,2)/x* +y? <4, 0<z<4-y } 0, en coordenadas cilindricas,

E={ (r0,z)/0<r<2, 0S9S27[,0£ZS4—I‘S€H9}

divF = 30 +y?—1)

Si S = JE, entonces
Flujo = HF ends= I”divlr dv = 3‘.‘” [(x2 +y2)—1]dv
S E E
2z 2 4 —rsend
= 3.[ I .[ (r2 —1) rdzdrd@ (Coord. cilindricas)
0 0 0

(r3—r)zJ : Y rde

1

-

2 4 2 5 3 2
A 1D _ D leeno| do
0 4 2 5 3 o

2
= BJ‘ [8 - ﬁsene}d6=48ﬁ
15
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EJEMPLO 4. | Probar la Ley de Gauss

Sea E una region solida regular de R* tal que (0, 0, 0) ¢ 9E. Entonces

4z, si (0,0,0)e E L.

Ij r -ndS:{ﬁ S_I( )€ , donde r=xi+yj+zk
||r||3 0, si (0,0,0)¢E

oE

Solucion

Se verifica facilmente que divL3 =0 para r=(0,0,0).

Si (0, 0, 0) ¢ E, entonces F = r 3 tiene derivadas continuas en E y podemos

Irl
aplicar el teorema de la divergencia:

Ljnrrus '”"S:fﬂ"”[||f||3]dv:j!jc)dv o

Si (0, 0, 0) € E, no ponemos aplicar directamente el teorema de la divergencia

debido a que el campo F = no es continuo en el origen. Resolvemos esta

3

dificultad aislando este punto. Para esto, tomamos una esfera
Spi X+ Y+ 7P =p?
contenida en el interior de E.

Sea E; la region solida de R3que se
encuentra entre S; = 0E y la esfera S,.

Tenemos que:
8E1=6E USZ = 81USZ

Sean n; y n, las normales unitarias
exteriores (hacia afuera) de S; y S,
respectivamente.

Si n es el vector normal unitario de OE,, entonces
n=n; sobre S; y n=-n, sobre S,.

Ahora, como (0, 0, 0) ¢ E;, podemos aplicar el teorema de la divergencia,

” fﬂ d”{n rru?’J . ” TIR.
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r r
Jimme [ crme
A i
a.

%'ﬂds_ %'nzds
Irl Irl
E )

De donde,
” L nds= || +n,ds 1)
A TR ATy
Pero, en laesfera S, : x* +y?+ 7%= p? tenemos:
r on. = r...r _ 1 rer_ 1 ||r||2: 1 :i
el el Iel e el e Iel e o2

Luego, regresando a (1):

r r 1 1
IIW -ndS =jjw * N, ds :IIP—ZdS :p—ZJ‘J‘dS
oE S$2 S2

1
2

(Area(S,)) = i2(4np2) =4rx
p

©

La superficie que interviene en el teorema de la divergencia es una superficie
cerrada que es borde de un sdlido E. En el siguiente ejemplo mostramos como
utilizar el teorema de la divergencia para calcular una integral sobre una superficie
no cerrada. La tactica consiste en agregar a esta superficie otra superficie adecuada,
en tal forma que la union de ambas sea cerrada y sea el borde de un sélido E.

EJEMPLO 5. | Calculo de una integral sobre una superficie no cerrada.
Usando el teorema de la divergencia calcular el flujo de
F=3x2i+ (Y +e)j+ (3x°z+ 2y)k

hacia arriba a través de la superficie S que es la semiesfera:

e 2 2
Siz=41-x"-y°. 7
Esto es, calcular JTF e ndsS

s
Solucién

Observar que calcular directamente la integral

seria  engorroso. Para evitar esta dificultad
recurrimos al método indirecto mencionado.
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Tomamos el circulo del plano XY, S;: x*+ y?<1, z=0

Sea E el solido encerrado por la semiesfera S y el circulo S; .

Tenemosque OE =S US; Y, de acuerdo al teorema de la divergencia,

[[oveov-[Jeenes [[oen Jfrons: feone

S S S1

Ljp.nds =_[_E”divpdv_ﬁp.nds ®

S1

Luego,

Calculemos las dos integrales de la derecha de (1).

divF = 322+ 3y* + 3x* =3(x*+y*+ 2*)

deidev: 3” (X2 +y? +2%) dv
E E

2z 7l2 1
= 3J- I J‘ (pz)pz seng dpdpd®  (Coord. esféricas)
0 0 0

2 zl2 5 1 3 2z 7l2
= 3J. I {p—} seng dpd = —I I seng dpdd
0 0 5 0 5 0 0
3

2r 7/2 27
=—I [—cosw} d0=§I déo =§7r
5J), 0 5J 5

Por otro lado, para S; se tiene que n=-k :< 0, 0,-1 ) y z=0. Luego,

HF-nds = ”<3x(0)2, y3+eX, 3x2(0) + 2y? > - (0,0,-1) ds
S1

S1

2z 1
= II -2y dS =- ZI I (rsen 6?)2 rdrdd (Coord. polares)
0 0

S

2z r_4 1 1 2z
:—ZJ. {—} sen2¢9d¢9:——j sen’ 0 do
0 4 0 2 0

2r 27 2
:_lj Mdgz—lj d9+%j cos26 do

2J o 2 3 0
2z 2z
=—19 +1 sen20| =-2+0=-2,
4 0 8 0 2 2

Finalmente, regresando a (1):
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FendS :Eﬂ'— _Z :Eﬂ-+£:£ﬂ-
5 2 5 2 1

S

(SABIAS QUE . ..

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), fue un notable
matematico, fisico y astrénomo aleman. Hizo contribuciones
fundamentales en casi todas las ramas de la matematica. Gauss,
Arquimides y Newton son considerados como los tres matematicos
més sobresalientes de la historia. Gauss descubri6 el Teorema de
la divergencia en 1813. Probo tres casos particulares importantes
de este Teorema.

C. F. Gauss

MIKHAIL VASILEVICH OSTROGRADSKI (1801-1862) naci6
en Pashennaya, Ucrania. En 1816 entré a la Universidad de ﬂ
Kharkov para estudiar Fisica y Matematica. En 1820 aprob6 su Lo

examen de grado. Sin embardo, por razones religiosas, este grado
no le fue otorgado. Dej6 Rusia y se fue a Paris, donde asistié a
las clases de los famosos profesores: Laplace, Fourier, Legendre,
Cauchy, etc. En 1826 presentd a la Academia de Ciencias de
Paris la prueba del Teorema de la Divergencia en su forma mas
general. M. V. Ostrodraski

PROBLEMAS RESUELTOS 5.7

|PROBLEMA 1.] Aplicando el teorema de la divergencia, evaluar H‘ FendsS,
S
donde F=(3x—¢&")i + (x—y)j + (y+2)k

y S es la superficie del sdlido E limitado por el cilindro

parabélico z = 1 — x4, el paraboloide y =3 — x* - 7%, plano z=0 y

el plano y=0.
Solucién

Tenemos que divF=3-1+1=3 vy

oo v o

El sélido E es una region del espacio
y—simple limitado por la izquierda por el
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plano y = 0 y por la derecha por el paraboloide y = 3 — x* — 7%,

La proyeccion de E sobre el plano XZ es el conjunto

D= { (x0,2)/ 0<z<1-x*, ~1<x<1}
Luego,

1 1—x2 3—x2—22
J‘JA F.ndS =3J.‘” dv =3I J' J‘ dydzdx
: 4 -1d 0 0
1 1-x2 3-x2-72 1 1-x2
=SI I [y} dzdx=3j I (3—x2—22)dzdx
-1d 0 0 -1d o

l—x2

= 1{(342)2_%}0 =3 (a5 ) (1) B o

1 -1

1 91
= I (8—9x2+x6)dx = lex—ad+X | =72
. 7|7

|[PROBLEMA 2] Mediante el teorema de la divergencia
calcular el flujo del campo

F=x% + y}j —5zk

a través de la superficie cerrada S que es el

borde del sélido E limitado por el cilindro

x?+y*=4 ylosplanosz=0, z=3.
Solucion

Tenemos que divF =3x*+ 3y’ -5

Si S =0E, entonces X

Flujo = IJF ends= I!IdideV =Iﬂ(3(x2 +v?) —5)dv

2z 2 3
=I I I (3r2 -5 rdzdrde (Coord. cilindricas)

(Sr3 —5r)z} Z drdg = 3.[ 27[‘[ 2(3r3 —5r)drd9
0 0
2

2z 4 2 2z
| |3 gp=s|  2d0=30@@n =127
52, .

1
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|[PROBLEMA 3.] Seael solido E: x* +y? >a®, x°+y?+2° < 4a’ Estoes,

E es la interseccion de la parte exterior del cilindro

X2 + y2 - aZ
con la parte interior de la esfera
X2 +yi+ 72 =4a°.
Sea F = (x+yz)i+ (y—xz)j + (z—sen xy)k.
Hallar el flujo de F hacia el exterior de E a través de:
a. S=0E.
b. Sy, la parte cilindrica de OE.

c. Sy, laparte esférica de OE.
Solucién

a. Tenemos que divF =1+ 1+ 1 = 3. Luego,

oo v [

a —r a —r
—BI I I rdzdrde 3I { } rdrd@
40212
2 2a 2 2a
3/2
SI I 24 43 —r?rdrd6 = —3j F(4a2 —rz) } do
0 a 0 3 a

2J‘ 2”[(3# )3'2}19 = 2(33a°)(27) = 12/ 37’

b. Hallemos la altura del cilindro:

= a’+7'=4d

{xz +y? +7% = 4a?
2

xXX+y’=a

= 7?=3a°

= z7=+/3a

La altura del cilindro es

h=v3a-(-/3a)=2/3a

Por otro lado, sabemos que el vector normal unitario exterior a la superficie

cilindrica S; es —(x, Y, O). Luego, el vector normal unitario interiora S; es
a
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n:—i(x, y, 0) = é(—x,—y, 0)
Ahora,
J'J-F-nd8= J'J-<X+yz, y =Xz, Z—Sen xy) é(—x, -y, 0) ds
_ _i.”.(xz+y2) ds = —iﬂ 2 4 = —aﬂ ds
=-a[Area de S,] = -a[(27a)(h)] = -a[(2za) (2\/3 a)]
:—4\/_37ra3

¢. Como S=0E =$S; US,, tenemos que

”F . nds=”|: . nds—”F endS =12/ 3za%- (—4J§na3)= 164/ 3za’

So S S1

PROBLEMA 4, Segundo teorema de la divergencia o primera formula de Green

Si la region solida E de R3y la superficie cerrada S = 6E
satisfacen las hipdtesis del teorema de la divergencia, la funcion
escalar f tiene derivadas parciales continuas y la funcion escalar g
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, entonces

Ij(ng) «nds =J:U(fvzg + Vf -Vg)dv

De acuerdo a la parte 2 del teorema 5.2 tenemos que:

Solucién

div(fvg)=vf - Vg + fV(Vg)= Vf Vg + fV?g= fV?g+Vf .Vg

Ahora, aplicando el teorema de la divergencia,

H(Wg) ends = IIIdiv(ng)dV= Jjj(fvzg+Vf - vg)dv
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.7

En los problemas del 1 al 5, verificar el teorema de la divergencia para el campo
Fy la superficie S.
1. F=6zi —2y% + 2yzk, S esel borde del cubo E = [0,1]x [0,1]x [0,1]-
Rpta. JJF-ndS :2:'” divF dVv

E
2. F=xi+yj+zk, S eslaesfera x*+y*+2z*=a’.

Rpta. ”F.nds =4rad= IdivF dv

s E
3. F=2xzi - 2yzj +2’k, S esel borde de sélidox?+y*<z, 0<z<

Rpta. IIF-ndS =27z=I divF dv
S .E.

4. F= |r|(xi+yj+zk ), donde r=xi+yj+zk S eslaesfera x*+y*+7°=a’

=

Rpta. || F+ndS =4za'= divF dv

s
5. F=2xzi —y% +xz°k, S esel borde desdlido x*+y*<a®, 0<z<3.

Rpta. || F+ndS =9za’= divF dv

S E
En los problemas del 6 al 17, aplicando el teorema de la divergencia, calcular la

integral J‘J‘ F +-ndS. Estoes, calcular el flujo de F a través de S.
S

6. F=x% +y?j +2°k, E=10, 1]x [0, 1]x [0, 1], S = 6E.
Rpta. 3
7. F=(C+senz)i+ (Y +¢€*)j+(-32)k, E:x*+y*<9,0<z<2, S=0E.
Rpta. 189~

8. F = 2xyi + 2yzj + xz°k, E es el sélido limitado por los planos x =0,y =0, y = 3,
z=0,x+2z=4. S=0CE. Rpta. 68

X2 y2 Z2
9. F=(x-2)i+ (2y+2)j + (52 - x)k, S esel elipsoide ——+2—+—=1
a? b? c?

Rpta. %ﬁabc
10. F = (2x +¢&")i + (-4y + sen z)j + xyk , S es el tetraedro formado por los planos

coordenados y el planox +y +z = 1. Rpta. —%
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11. F =% + 3x%j + x%k, S=0E, E es el solido limitado por el cilindro parabélico
z=4-x% losplanos y=0, z=0, y+z=4. Rpta. 512/3

12. F=xi +yj + zk, S = 6E, E es el sélido limitado por el cono z =/ x> +y? y el
paraboloide z =6 —x*—y°. Rpta.327

13. F=(x+senz)i + 2yj + (x + 32)k, S = E, E es el solido limitado por el cono

2=+ x> +z% yel plano y=3. Rpta.54 7
14. F = xy%i + 2yzj + xX°zk, S=0E, E es el sélido limitado por los cilindros
X +y?=1, x¥* +y*=4ylosplanos z=1, z=3. Rpta.397
15. F :XZH-L;ZI(Z, S=0E, Eeselsolidocomprendido entre las esferas
X2 +y°+12
X +yP+72=1, X + YA+ P =4 Rpta.4r
16. F=— W% ka .S esel elipsoide 4x? + 9y? + 62% = 36.
(x2 +y? + zz)
Sugerencia. Aplicar la ley de Gauss( ejemplo 4). Rpta.4~

17. F=x%i+y% + 2%k, S:laesfera(x —a)’+ (y—h)’+(z—c)’=9
Rpta.72x

En los problemas del 18 al 21, cerrando convenientemente la superficie no
cerrada dada y aplicando el teorema de la divergencia, calcular la integral

IIF - ndS, donde la n es la normal unitaria exterior.

S

18. F=(5-x)i +(-y)j+ 2zk, S: z=+x*+z°,0<z<3
Rpta. —367

19. F= 2% +xzj+ 3y’k, S:z=4-x2—y% 0<z<4
Rpta. 12~

20. F=3xzi +(—yz)j+ 2’k, S:es la parte superior de la esfera x* +y*+ 22 =9,
cortada por el planoz =1 Rpta.72x

21. F=x%i+(senz +y?)j + (x +3)k, S es la parte superior de la esfera
X2 +y2+ (z—a)’ = 4a’,
que esté sobre el plano XY. Rpta.9na’
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En los problemas del 22 al 27, demostrar la identidad dada, suponiendo que la
region solida E, la superficie S = &E satisfacen las condiciones del teorema de la
divergencia y que las derivadas parciales de diferentes érdenes que aparecen de

. . . of .
las funciones escalares f y g son continuas. Las expresiones Dy, f, - se definen
n
como Dpf= i=Vf- n
on

22. jja - n dS =0, donde a es un vector constante.

S

23. jjrotF-ndS:O

S

24, VqumendeE=V(E)=%IjF-ndS, F=xi+yj+zk
S

25 ”an.nds =mv2fdv

S E
26. Si V¥=0, ”fﬁ ds =I | vE | dv
on J
S

E
27. Segunda férmula de Green.

”(ng—gi)-nds: n](fvzg—gvzf)dv
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EL TEOREMA DE GREEN Y SU GENERALIZACION A TRES
DIMENSIONES

Primera férmula vectorial del
teorema de Green

Cj) F-dr:”‘(rotF)-k dA
l

Teorema de Stokes

(J‘) Fedr= ”‘(rotF)-ndS

S

Segunda formula vectorial del
teorema de Green

(ﬁCF.nds:LjdideA,
l

Teorema de la divergencia

J‘Sjp.nds,:J'JE'J'didev

RELACIONES ENTRE LAS DISTINTAS INTEGRALES

Integral de una variable

I: f (x)dx

Generalizacion

e

Generalizacion

J.J‘ f (x,y)dxdy

Integral doble

AN |

Generalizacion

c

If(xj'y,z)ds

Integral de linea

Conexion:
Teorema de Stokes

AN

Generalizacion

\
J:U f (x,y,z)dxdydz

Integral triple

/

Conexién:
Teorema de la divergencia

'
Ljp.nds /

Integral de superficie



TABLAS
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DERIVADAS

1. Dx [ () 900 ] = f(x) Dx 9(x) + 9(x) Dx )
. Dx[f(x)} _ 909D, F(x) — F()D,g(x)

9(x) [9001°
3. Dx(u") = nu"" Dxu 6 bien D, ((20)") =n(g0)" ' D,gx))
4. Dy e = ¢" Dyu 5. Dy a" = a"Ina Dyu
1 1
6. DxInu = — Dyu 7. Dx(log,u) = —— Dyxu
X g X x( ga ) Una X
8. Dx sen U = cos U Dxu 9. Dy cos U = —sen U Dyu
10. Dy tanu = sec’u Dxu 11. Dy cotu = — cosec’u Dxu
12. Dy sec U =sec u tan u Dxu 13. Dy cosec U =— cosec U cot U Dyu
14. Dy sen lu = ;Dxu 15. Dy cos Tu = — ;Dxu
1-u? 1-u?
-1 _ 1 -1 _
16. Dy tan “u 3 Dyu 17. Dy cot "u = — 3 Dyu
1+u 1+u
18. Dy sec lu = L Dxu 19. Dy cosec lu = ! Dyu
- Dx = ——=>Ux - Dx =——F7—=>DUDx
uv ur -1 uv u? -1
20. D,senhu=coshu D,u 21. D, coshu=senhu D, u
22. D, tanh u= sech” u D, u 23. D, cothu=- cosech’ U D,u

24. D, sechu=-sech utanhu D,u 25. D, cosech U=—cosech u cothu D,u

_ 1 _ 1
26. D, senh 'u=— D,u 27. D, cosh 'u= D u
1+u? ut-1
28. D tanh'u = —1— D u 29. D.cothlu= —1— D u
¢ X l—UZ X ¢ X l—Uz X
30. D, sech 'u = 1 D.u  31.D, cosech 'u = 1 D.u
* X D X M X Y X
uv1-u? |u| vV 1+u?
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INTEGRALES

INTEGRALES DE FUNCIONES BASICAS.

[ 1 du
1. Ju"du=——u™'+C, n#-1 2. |—=In|u|+C
R n+1 u
[ 1
3. | e'du =e'+C 4. a'du= —a'+cC
o In a
g
5. | senudx =—cosu+C 6.Icosudu=senu+C
[
g
7. | sec’udu=tanu +C 8. Icoseczu du=—cotu +C
[
g
9. | secutanudu=secu +C 10. jcosecucotu du =-cosecu +C
[
ll.J‘tanudu=ln|secu|+C 12.Isecudu=ln|secu+tanu| +C
13.J‘c0tudu =In|senu| +C 14.Icosecudu=ln|cosecu—cotu|+C

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

usen'u++y 1-u* +C
o
16. | cos'udu = ucos'u—+v 1-u? +C

17. | tan"'u du

15. | sen'u du

utan~'u —%ln(l + uz) +C

1
18. | cot'udu = ucotu +Eln(1+u2)+C
u+vut-1 ‘+C
u+vut-1 ‘+C

19. | sec'udu=usec'u-In

20. | cosec”'u du=u cosec'u + In
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21. usen'udu

22. L ucos'udu

. 2
_ ut+1
23. Jutan'udu

tan'u — E+ C
2

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

o
24. | senh u du =coshu +C 25. J‘cosh udu =senhu+C
L
d
26. | sech?u du =tanhu+C 27. J‘cosechzu du =—cotanhu +C
L
o
28. | sechu tanhudu=-sechu+C

29. “' cosech u cotanh u du =-cosechu + C

30.J‘tanhudu = Incoshu+C 31.jc0thudu =ln|senh u|+C

32. “'sech udu = tan™! (semhu) +C = 2tan™'e" +C

1

33.J‘cosech udu= 1| SoShu -1

coshu + 1

+C=1In tanh% +C

2

INTEGRALES DE POTENCIAS DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS
34- J‘sen udu= ——%sen 2u+C 35- J‘coszu du= %+isen 2u+C
36- J‘tan udu=tanu —-u +C 37-jc0t2udu=—cotu—u +C

39.

1 1
38.Isec3u du = Jsecn tanu + Eln|secu+tanu| +C
3 1 1
cosec” U du = — 5 cosee ucotu + Eln|c0secu —cotu| +C
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d
1 _ n-1 _
40. | sen"udu =— —sen" " !x cosx + —— | sen"2udu, n =0
J n n
[ 1 n—1
41. | cos"udu = — cos" 'usenx cos" 'x + —— | cos"2udu, n =0
n
[
[ 1
42. | tan"udu = tan"'u — |tan"2udu, n=1
] n-1
n —_ 1 n-1 n-2
43. | cot"u du ———lcot u — feot “udu, nzl
n_
1 n-2
44, | sec"udu = tanusec" 2u + ——=|sec" Zudu, n=1
n-1 n-1
n 1 n-2 n-2 n-2
45. § cosec’'udu =— —— cot U cosec” " “U + —— | cosec udu,n #1
n-1 n-1
FORMULA DE WALLIS
/2 /2
1.3.5....(2n-1
46. sen’"u du= cos®™u du = (2n-1) z
0 0 2.4.6....n 2
z/2 72
47. sen”™ 'u du= cos™ lydy=_2:4:6....2n 7
0 0 1.3.5....(2n+1) 2

INTEGRALES DE POTENCIAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

1 n-1
48. “'senh"u du = —cosh u senh" " 'u - —“‘senhn “2udu, n =0
n n

1 -1
49, “'cosh"u du = — senh ucosh" ~'u + “'cosh" “2udu, n#0
n

SO.J‘tanh”u du
n-1

tanh" ~'u + J‘tanh”_zudu, nz1

51. § coth"u du

1

——coth" " u + “'coth”‘zudu, n=1
n-1

o

52. | sech"u du

n-2
tanh U sech” "*u + —= | sech"udu, n = 1
n-1 n-1
4

1
53. | cosech"udu =— 1 coth u cosech™ ~2u — —IJ‘cosech”_zu du,n#1
n_




648 Tablas

INTEGRALES DE PRODUCTOS DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

sen (M+n)u , sen(M—-n)u
54. { senmusennudu = — ( ) + ( )

2(m+n) 2(m-n) tC

sen(M+n)u sen(M—nN)u
55. | cos mu cos nu du = ( ) ( )

d 2(m+n) 2(m-n)
[ (Mm+n)u (Mm-nyu
cos cos (M —
56. | sen mu cos nu du = — - +C
J 2(m+n) 2(m-n)
[ sen™ Tcos" U m-1 2
57. | sen"u cos"udu = - - sen™ ~ “u cos"u du
d m+n m+n
sen™cos" U n-1

=_ - sen™ u cos" ~ 2u du
m+n m+n

INTEGRALES DE FORMAS TRIGONOMETRICAS,
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

4
58. | usenbudu =b—12senu—%cosu+C

4
59. fucosbhudu = bizcos bu +% sen bu +C

n

60. | u"senbudu = - %cos u+ %J‘u”_lcos bu du

n
61. | u"cosbu du = % sen bu — EJ‘ u"'sen bu du

g ax
62. | e®senbudu= o7 (asenbu — beosbu) +C
o a’+
e eax
63. | e™cosbudu = — - (bsenbu + acosbu)+C
o a” +

64. | nu)"du = u@u)™ - mj(ln u)" ' du

1 _
65. fu"nuw)"du =—— u"*'nu)" - BN BT (Inu)" "du,n = -1
n+1 n+1
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66. Iu”eb“du = % ue® — %ju““eb”du

n
67. | uradu = L ynate — u" " 1aPdu
blna blna

INTEGRALES QUE CONTIENEN a’+u® EN EL

DENOMINADOR
68. J‘ du = 1tan_IE +C
a’+u* a a
69. du _Lpju+al ¢ PO I S N b
a’-u® 2 |u-a u*-a* 2a | u+a
71. j bu+C2 du= Eln(a2+u2) + Etan_IE"'C
a‘+u 2 a a
INTEGRALES QUE CONTIENEN < a’+ u?, a>o0
2
72.jv a’+ u? du =%\/ a*+ u? +a7ln u+val+ u? | +cC
4
73. ju2\/ a’+ u? du = %(a2+2u2)\/ at+ u? - a?ln u+vat+ u? | +C

o 2 2 2 2
Jar+u a+yVa*+u
74, | —/—————du=+Vat+u-alm| =" " — | +C
L u u
o 2 2 2 2
var+u Vvar+ u
75 | ——5— du:——+ln‘u+\/a2+ u? | +C
’ u u
" du —
76. | ——==Inju+ya*+u* | +C
Jyat+ u?
° 2 2
u“du u a
77. | —= -V a*+u* - S—Im|u+vVa*+u® | +C
JVat+ur 2 2
[ du 1 a+val+ u’
g |94 _ 1 jatvar+ut .
Juvar+ u? a u
2 2
20 val+ut o

J‘ du _
: o 2
u*v a2 + u? a“u
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INTEGRALES QUE CONTIENEN + a*-u?, a>0

2

80.-[\/ a- udu = 2y a2 2 +%sen_1§ +C
o

2

4 u
u u
81. Ju*va’-u’ du=§(2u2—a2)\/ a’-u? +% sen™'; +C
o
e 2 2 2 2
a’-u a+va’-u
8. | ——du=+va*-uv'-almn| ———
J u u
. 2 2 u
va -u 1 7 =
83. —du:—— az—uz—sen_la +C
J 4 u
2 u
u“du =
84 J‘ﬁ=sen_la +C
val-u

2 2 u

u“du u a =
.| ———=--+va’-u’+Z sen 'a +C
,/a2_u2 2 2

85

du 1 a+yal-u?
86. | ——— =-1m|2E¥2 =" |.c
u a? - u? a u
2 2
87.I du _ az—u ‘e
u?y a? - u? a‘u

INTEGRALES QUE CONTIENEN v u*-a?,a>0

2
88. J‘\/ u*- aldu= ;\/ ut- a? - aTIn u++ u? - a?

+C

u++ u?- a?

4
89.ju2\/ u’-a’du = %(ZUZ—az)\/ u? - a’ —%ln
'

2 2 a

90. uT_adu:\/uz-az—acos‘lm +C
N2 gu=-YEf
J u

o
o2, | -4 -y,
2

2 2

91. +Inju+vu“-a“ | +C

u++v u?- a2

+C

2

2
03, | LU _ %\/ u?- a? +a71n u++ u?-a’

+C

Tablas

+C
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ut- a?

94 I du =
eV a’u

INTEGRALES QUE CONTIENEN (vt a?)"'", (a2- u?)""*, a>

\/U :a

+C

95, (uzi a2)3/2du:2(2u215a2)\/ ut: al + —ln

3 4 u

96. (az— u2)3/2du=—%(2u2—5a2)\/ a’-u? + %sen"g+c

o7 ( du . u ‘e
: 5 23/2_— 2 2 2
. (u _a) a u + a
¥ d
98, v U __+c

32
. (a2_u2) a’ya?- u?

INTEGRALES QUE CONTIENEN a+bu

99.‘[ u du =L(a+bu—aln|a+bu|)+
a+bu p?

" u’du 1 2 2
100. = —[(a+bu) —4a(a+bu)+2a’In| a+bu ﬂ +C
Ja+bu 2p3
o | — U LY e
Ju@+bu a a+bu
102. ZL= —i+%m atbu |
J u“(@a + bu) au a u
103. Luz= LZ 2;+ln|a+bu| +C
J (@ + bu) b* | b* (a+bu)
toa, | U _ 1) & 1 J.¢
J @+bu’ b*|2(a+bu)’ a+bu
105. du = 1 —izln a+bu | o
Ju@ +bu? a(a+bu) a u
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

2
(a+bu— a —2aln|a+bu|J+
a+bu

INTEGRALES QUE CONTIENEN + a+ bu

Iu\/a+ bu du=

J‘UZ\/ a+ bu du=

udu

J Va+ bu 3b2

uldu 2

u"v a+ budu=

e (3bu 2a )(a+bu)3/2
prvne (15b2 u* —12abu + 8a* )(a+bu)
b(2n+3

(bu 2a)va+ bu+C

JVatbu 150°
udu _ 2u"va+ bu 2an

u"”

ldu

372
/+C

(3b2u2 —4abu+8a2)\/ a+ bu+C

Ja+bu b(2n+1)  b(2n+1)J Ja+ bu

uv a+ bu \/7a

Ja+bu-+a
Ja+bu++a

+C,a>0

J' u _ Na+bu b(2n-3) du

uVa+bu a(n-1)u™!'  2a(n-1) ~'Ja+ bu
" Ja+ bu J‘ du
———du=2va+bu+al] —— +C

o u uv a+ bu

FJa+ buduz_\/a+bu J‘

J uv a+ bu

" Ja+ bu du=_ («’:1+le)3/2 N b(2n-5) fVa+ bu du

o a(n-1)u™*' 2a(n-1)J u™!

INTEGRALES QUE CONTIENEN + 2au-u?

IV 2au-u? du=

2

-1 a
— 2au-u? + TCOS_I

a—u

[;

a

).

Tablas

;)[u” (a+ bu)3/2 —anj u'Jva+ bu du}
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2 a2 3 a-u
119. | uv 2au-u? du= W\/ 2au—u® + %cos“[T) *C

>/ 2 a-u
120. Mdu=\/2au—u2+acos"( a )+C

o u
* 2 2 a-u
2au— 24/ 2au—
PN ELETET VTR o IS
o u u
* a—u
122 | = —cos? (T] e

J V2au-u?

* a—u
123. u—du=—\/2a—u2+ac0s_'(_a )+c
J \ 2au-u?
2

2 a—u
124 | LU utda e 3 cos“( a )+C
v 2au-u? 2 2

125 J‘ du _ N2au-u?
uv 2au-u? au

INTEGRALES QUE CONTIENEN (2au-u? )3’ :

+ C

du u-a
126. = +C
"‘(Zau—uz)y2 a%+/ 2au-u?
u du u
127. = +C
I(zau_uz )3/2 av 2au-u?

ALGEBRA

OPERACIONES
l.a(b+c)=ab+ac 2,3 E:M
b d bd
a
j atc_a, ¢ W b _ad
b b b Cc
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EXPONENTES Y RADICALES
5. a0=1,a¢0 6. (@b)*=a* b* 7. a¥a¥=a*"’
X
8. & —ax-v 9. @) =a¥ 10, a ¥ =L
a¥ a*
a)’_ a* 2 = m
1n |2 =% 12. an = Va 13.an=”am=(%)
b bX
a Ya
14. Yab=Ya ¥b 15.§/i=—
Vadb b ¥Yb
TEOREMA DEL BINOMIO
16. (@ £ b)> = a*t2ab+ b* 17. (a+b)’ =a*+3a’b + 3ab?+ b’

18. (@ - b’ =a*-3a’b + 3ab?- b’

n(n-1)

n
19. @+b)"=a"+na™ b+ a"2p +. . .+[k]a”‘kbk +...+na" b+ p"

20.(a - b)"=a"-na" b+ @ a"2p+. . 4+ (—l)k[:]a”‘kbk +o..

nn-1)(n-2)...(n—-k+1)

-na"'b+(-1)"b" , donde [:] =

k!
PROGRESION GEOMETRICA
21. a;=a, aa=ar,az= arz, a4 = ar3, ee.,a@n= ar*! S = i a =a 11_ rr“
k=1 -
FACTORIZACION
22. a’- b? =(a+b)@a-b) 23. a% + 2ab+ b® =(a t b’
24, a®+ b*=(a+bya’-ab+ b?) 25. a’- b*=(@-b)ya’+ab+ b?)

DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO
26. a<b=>a+c<b+c 27. a<byc>0= ac<hbc
28. a<byc<0=> ac>hc 29. x| =a <& x=a 6 x=-a

30. |x| <a < -a<x<a 31. x| >a < -a<x 6 x>a
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GEOMETRIA

655

h = altura, A= Area, AL =

Area Lateral, V = Volumen

Triangulo Triangulo Equiliatero
h= asen®
h= g a
a
A= % bh i Y a
[
: BN PR :
A= —Dbsen 8 4 a
2
Trapecio a Sector Circular
s=ré
2 1 )
b A= E r 0 r

Cono Circular Recto

AL = ar\r? + h?

Tronco de Cono

V= r+rR+R h
3 C 5D

1
V= gﬂrzh AL =ms(r +R)
Cilindro Esfera
V= ar’h
& V= —m’
AL =2zarh
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TRIGONOMETRIA

Identidades Fundamentales

1. secx= 2. cosec X =
cos X sen X
3.tanx = sen X 4. cotX= cos X
€os X sen X
5. sen®x + cos?x =1 6. 1+ tan®x = sec’x
7. 1+ cot’ = cosec’X 8. sen (—X)=—sen X
9. cos (—X) =cos X 10. tan (—X)=—tan X
Identidades de Cofuncion y de Reduccion
11. sen r_ X | = cos X 12. cos z—x =sen X
2 2
13. tan [%— X] = cot X 14. cot [%— X) =tan X
15. sec [%— X) = cosec X 16. cosec (%— X) =sec X
17. sen [% + Xj=cosx 18. cos [% + X)=—senx
19. tan [% + x]=—c0tx 20. cos (X + ) =—cos X
21. sen (x+m)=—senx 22. tan (X + 7) =tan X

Identidades de Suma y Diferencia
23.sen (X £ y)=senXcosy £ cos X seny
24. cos (X £ y)=cosX cosy F senXseny

tan X £ t txcoty ¥ 1
25. tan (Xxy) = an any 26. cot (X £Yy) = cotxcoty ¥ 1
1 F tanXx tany coty * cotXx

Identidades del Angulos Dobles y triples
27. sen 2X =2 sen X cos X

28. cos 2X = cos’X — sen®X =1 — 2sen®X = 2cos>X — 1
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29.

31

33.

36.

38.

39.

40.

sen 3X =3 sen X — 4 sen> x 30. cos 3Xx=4cos’x —3 cos X
2

tan2x= Zta—nx 32 c0t2X= M

1—tan’x 2cot X

Identidades de Reduccion de Potencias

1- 2X 1+ 2X 1- 2X

senZx = T cossR 34. cos’x = _reossr 35. tan?x = ST CosAX
2 1 + cos 2x

Identidades del Angulo Mitad

X 1 — cosXx X 1 + cos X
sen —=%,| — 37. cos —= £,| —
2 2 2 2

Transformacion de productos en sumas

sen X cos y = %[sen(x+y7)+sen(x—y)]
1
cos X cos Yy = E[cos(x+y)+cos(x—y)]

sen Xseny = l[cos X=y)+cos(X+y) ]
2

41.

43.

45.

46.

47.

48.

Transformacion de sumas en productos

X+ X — X+ X —
sen X +seny=2 senTycos—y 42. sen X —seny = 2cosTysenTy

X+ X - X+ X—
€os X+ cos Yy =2 cos y cosTy 44. cos X — cos Y = —2sen y sen Ty

Ley de los senos
sen A _senB _ senC
a b c
Ley de los cosenos B
a’= b2+ c*=2bc cos A
C

b*=a’+ c*—2ac cos B a
¢’ =a’+b?-2abcosC A
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FUNCIONES TRIG. DE ANGULOS NOTABLES

Grados | Radian | sen @ cos 6 tan @ cot § sec 6 cosec 8
0° 0 0 1 0 Foo 1 Foo
n 1 J3 | 43 23
30° 6 2 A A \/_3 A 2

2 3 3
LT V2] Y2
Sl I N N S S I N I R IR £
BEREERE 73 2/3
S T N R I U T O T R B N
T
90° E 1 0 + o 0 + o0 1
|2 J3 | _1 3 243
120 3 - 2 -J3 |73 | 2 3
T [ 2 | 42
135 4 - | T -1 -1 _J2 J2
R B N B B RE
130" 1 e 2 2 3 | -3 3 2
180° T 0 -1 0 Foo -1 + o0
P . B V3 | 43 23
2 | 2 |72 |3 | V3 |73 | -2
= [ 2 | V2
225 4 B - 1 1 -J2 —J2
| 4 3 | _1 J3 2J3
wro |3 T |72 |3 |3 |2 |75
3n
270° 7 -1 0 + 0 Foo -1
, | 5m VER V3 23
Sl RN e a0 e i A
BEEEEERE
315 4 |72 |2 -1 -1 J2 o | -y2
BEENEEREERRE 23
W6 |72 |5 |Ts |3 s | -2
360° 2 0 1 0 Foo 1 Foo
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EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

In X
1. log.x = nx 2. log.e= — 3. a =gt
Ina

659

IDENTADADES HIPERBOLICAS

1 1
1. senhx= —(ex—e‘x) 2. coshx= —(ex+e‘x)
2 2
h x h X
3. tanhx= sen 4. tanh x= cos
cosh x senh X
1
5. sechx = 6. cosech x =
cosh X senh X
2 2 2 2
7. cosh™Xx — senh™x =1 8. 1-tanh™X = sech™x
9. 1- coth’x =— cosech® 10. senh (—X) = —senh X

11. cosh (-x) = cosh x

12. senh (XxYy)=senh X coshy £ cosh X senhy
13. senh (2X) =2 senh X cosh X

14. cosh (XL y)=cosh X cosh y £ senh X senh y

15. cosh (2x)=cosh’x + senh’x

h2x - 1 h2x+1
gosazx — 2 3 17. coshzx — SOSASXTZ 5

18. senh ; =+ [ (cohx — 1)2 19. cosh % =+ [(conx + 1)2

16. senhzx =

@O NEHD> AW

ALFABETO GRIEGO

o alfa I v iota P p rho

B beta K « kappa Y2 o  sigma
Y gamma A A lambda T = tau

O delta M p mu Y v  ipsilon
e epsilon N v nu o ¢ fi

€ zeta E & xi X x ji

n eta O o omicron Y vy psi

0 theta II = pi Q ® omega
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INDICE

A
Aceleracion 131
Angulo director de un vector 18
Angulo entre dos vectores 31
Angulos directores, cosenos
directores 34
Aplicaciones de las integrales triples
469
Aproximacion lineal 225
Area de la béveda de Viviani 453
Area de una superficie 445

B

Banda de Moebius 593
Béveda de Viviani 445

C

Cambio de variable en integrales
dobles 486

Cambio de variable en integrales
triples 491

Campo conservativo 506

Campo cuadratico inverso 505

Campo irrotacional 508

Campo solenoidal 507

Campo vectorial gradiente 505

Campos vectoriales 503

Cauchy, A L. 33

Centro de curvatura 127

Centro de masa 429, 521, 592

Centroide 429, 521

Cilindro circular recto 72

Circunferencia de curvatura 127

Clairaut, A. C. 202

Componente tangencial, normal de la
aceleracion 131

Conjunto abierto y conjunto cerrado
166

Conjunto acotado 307

Cono eliptico 74

Coordenadas cilindricas 83

Coordenadas esféricas 85

Coordenadas esféricas generalizadas
493

Continuidad 179

ALFABETICO

Continuidad de una funcion
compuesta 181

Criterio de las segundas derivadas
parciales 311

Curvatura 124

Curva opuesta 514

Curva suave y curva suave por partes
515

Curvas de nivel 156

Curvas en el espacio 97

D
Derivacion implicita 254
Derivada de una funcién vectorial
103
Derivada direccional 275
Derivada parcial 194
Derivadas parciales de segundo orden
201
Derivadas parciales mixtas 201
Desigualdad de Cauchy-Schwartz 33
Desigualdad triangular 33
Desigualdad del valor medio 409
Desigualdad triangular 33
Diferencial 225
Direccidn de crecimiento optimo 281
Distancia de un punto a una recta 58
Distancia de un punto a un plano 63
Distancia minima entre dos rectas que
se cruzan 64
Divergencia 506

E

Ecuacién canédnica de la esfera 5
Ecuacién candnica del plano 59
Ecuacién de Laplace 207
Ecuacion de ondas 208
Ecuacion general de la esfera 6
Ecuacion lineal del plano 60
Ecuacién vectorial de la recta 59
Ecuacién vectorial del plano 59
Ecuaciones paramétricas de la recta

54
Espacio vectorial 13



Espacio vectorial R" 26

Elipsoide 73

Estimacién del error maximo 228
Extremos absolutos 307
Extremos locales 308

F

Flujo de un campo 595

Flujo térmico 599

Forma polar de la ecuacion de
Laplace 257

Férmula de Taylor para dos variables
368

Frontera 166

Fubini, Guido 378

Funcién arménica 207

Funcién de densidad conjunta 433

Funcién de posicion 131

Funcién de produccion de
Cobb-Douglas 248

Funcién longitud de arco 113

Funcion diferenciable 219

Funcién homogénea 250

Funcién potencial 506

Funcion racional 151

Funciones vectoriales 93

G

Gauss, C, F, 635
Gibb, Josiah Willar 47
Gradiente 279

Green, G. 578

H

Halminton, W. R, 2

Hélice 98

Hess, L. O. 312

Hessiano 312

Herén de Alejandria 362
Hiperboloide de dos hojas 74
Hiperboloide de una hoja 73

|
Incremento absoluto, relativo,
porcentual 227

661

Integrales de campo 529

Integrales de linea 514

Integral de superficie 586

Integrales dobles en coordenadas
polares 405

Integrales dobles sobre rectangulos
379

Integrales dobles sobre regiones
generales 391

Integrales iteradas 381

Integrales triples 459

Integrales triples en coordenadas
cilindricas y esféricas 480

Integrales vectoriales 106

J

Jacobi, C. G. 494
Jacobiano 486, 491

L

Lagrange J. L. 150

Ley de Gauss 632

Ley de la conservacion de la energia
557

Ley del paralelogramo 14

Ley del triangulo 14

Leyes de Kepler 139

Leyes de los limites 169

Limite 167

Limites mediante coordenadas polares
176

Limite y continuidad de funciones
vectoriales 95

Limites a lo largo de caminos 171

Longitud de arco 112

M

Masa de una lamina 427

Maximo y minimo absolutos 307

Maximo y minimo locales 308

Minimos cuadrados 320

Moebius, A. 595

Momento de inercia 431, 592

Momento de inercia respecto a los
ejes 521



662

Momentos y centros de masa 428
Multiplicadores de Lagrange 346
Multiplicacion por un escalar 11

N
Nabla 279
Norma de un vector 16

O

Operador nabla 505

Operaciones con funciones
vectoriales 94

Ostrograski, M. V. 635

P

Paraboloide eliptico 74

Paraboloide hiperbélico 74

Parametrizacion de una superficie de
revoluciéon 145

Plano normal 121

Plano osculador 121

Plano rectificador 121

Plano tangente 222, 287

Planos coordenados 3

Planos paralelos 61

Planos perpendiculares 61

Primer teorema fundamental del
calculo 107

Producto punto, interno o escalar 30

Producto vectorial o Producto cruz 41

Proyeccién escalar 35
Proyeccion ortogonal 34, 39
Punto critico 308

Punto medio 4

Punto silla 310

R

Radio de curvatura 127

Radio de giro 432

Rapidez 20, 131

Region conexa 552

Region multiplemente conexa 552

Region simplemente conexa 552

Region de tipo | y tipo Il 395

Region tridimensionales z-simple
462

Region tridimensionales x-simple
464

Regién tridimensionales y-simple
466

Recta de regresion 320

Recta normal a una superficie 223,
287

Recta tangente 104

Recta tangente a una curva de nivel
289

Reparametrizacion 112

Reparametrizacién por longitud de
arco 114

Regla de la cadena 247

Regla de la mano derecha 3, 44

Regla de las trayectorias 172

Representacidn geométrica de un
vector 13

Rotacional 507

S

Schwarz, H. A. 33

Segundo teorema fundamental del
calculo 107

Silla de montar 75

Sistema de coordenadas rectangulares

tridimensional 3

Sistema de referencia Frenet-Serret
120

Stokes, G, G. 502

Superficies en R®

Superficie orientable 593
Superficie reglada 79
Superficie suave o regular 586
Superficies cilindricas 71
Superficies de nivel 158
Superficies paramétricas 182
Superficies ortogonales 298
Superficies de revolucién 75
Sustraccion de vectores 12

T

Teorema de Clairaut-Schwaz 202
Teorema de Euler para funciones
homogéneas 250



Teorema Green 566

Teorema Fubini 382

Teorema fundamental de la integrales
de linea 550

Teorema de la divergencia 626

Teorema de Lagrange 346

Teorema de Stokes 612

Teorema del valor extremo 307

Torsion 129

Trabajo y producto interno 36

Triple producto escalar 46

\

Vector binormal 120
Vector normal unitario 120
Vector posicion 13
Vector opuesto 11

663

Vectores unitario 11

Vectores bidimensionales 13

Vectores ortogonales o
perpendiculares 32

Vectores paralelos 16

Vectores que tienen la misma
direccion 16

Vectores que tienen direcciones
opuestas 16

Vectores tridimensionales 13

Viviani, V. 455

wW
Weierstrass, K. 308



OTRAS PUBLICACIONES

Jorge \A. Saen

(Ul
VECORI

(ON (ON
HJN(ION[S IRAS([NDENT[S T[MPRANAS

CACULO [ FORDAMENTOS|DFERENTIAL
T T T
m - ?('3:‘";('0“ MATEMATICA e roscaoemus

HIPOTENUSA




	calculo vectorial 69
	Calculo Vectorial
	Libro completo sin portada
	Contenido
	CAP. 1. FINAL
	CAP. 2 FINAL
	CAP 3 parte 1
	CAP 3 parte 2
	CAP 3 parte 3
	CAP. 4
	CAP 5. FINAL
	5
	GEORGE GABRIEL STOKES
	GEORGE GABRIEL
	STOKES
	LA CATEDRA LUCASIANA DE MATEMATICAS,  U.  DE CAMBRIDGE
	F: D  (
	P, Q : D  (
	REPRESENTACION DE UN CAMPO VECTORIAL
	Solución
	EJEMPLO 2.   Campos Gravitatorios
	EJEMPLO 3.   Campos de fuerzas eléctricas
	CAMPO VECTORIAL GRADIENTE. OPERADOR NABLA
	F =
	Solución
	Tenemos que    = ,   = ,   = −
	DIVERGENCIA
	EJEMPLO 4.   Si  F(x, y, z) = x2yz2i  + xe y zj  + yz3k,  hallar
	Solución
	Solución
	Demostración
	Ver el problema resuelto 2.
	ROTACIONAL
	Solución
	Solución
	Demostración
	Ver el problema resuelto 3.
	OTRAS PROPIEDADES DEL GRADIENTE, DIVERGENCIA Y
	ROTACIONAL
	Demostración
	COROLARIO.   Si  F es conservativo, entonces  F es irrotacional
	Demostración
	Si  F es conservativo, existe una función real  f  tal que  F =
	PROBLEMAS RESUELTOS 5. 1
	Solución
	Solución
	Solución
	PROBLEMAS PROPUESTOS  5. 1
	En los problemas del 1 al 5, hallar la divergencia y el rotacional del campo F
	En los problemas del 17 al 22 verificar las identidades dadas, donde
	EJEMPLO 1.   Evaluar   ,  donde  C  es la curva paramétrica
	Solución
	INTEGRALES DE LINEA SOBRE CURVAS PLANAS
	INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA INTEGRAL
	A =            (2)
	Solución
	Solución
	A = =
	= =
	Solución
	Sea C1 la porción de la parábola  y  C2  el segmento.
	MASA, CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERCIA
	M  =
	Solución
	Tenemos que
	TEOREMA 5.6   Teorema de evaluación de integrales de línea.
	Solución
	Solución
	Solución
	Observamos C1  tiene la misma orientación que C y que
	El siguiente teorema nos dice que este resultado no es casual.
	Demostración
	Ver el problema resuelto 9.
	.
	COROLARIO.   Si  ( C es La curva opuesta  a la curva C, entonces
	Solución
	EJEMPLO 10.   Evaluar la integral de línea    ,
	Solución
	Una parametrización para esta parte de la elipse es
	Solución
	1. Una parametrización para el segmento  C1,  desde (1, (1, 0) hasta  (2, 2, 4), es
	INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES
	CompTF =  = F ( T
	FORMA DIFERENCIAL DE LA INTEGRAL DE LINEA
	Solución
	ORIENTACION Y PARAMETRIZACION
	La  igualdad (5)  anterior nos dice que
	INTEGRAL DE UN CAMPO Y TRABAJO
	W  (
	Tomando el límite cuado
	W  = = =
	= +  +
	EJEMPLO 12.   Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
	Solución
	W  = =
	Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
	W =  =  +  +
	PROBLEMAS RESUELTOS 5.2
	PROBLEMA 1.   Evaluar la integral   , donde
	C  es el contorno del cuadrado de vértices
	A = (1, 0), B = (0, 1), C = (−1, 0), D = (0, −1),
	recorrido en sentido antihorario.
	Solución
	C = C1 ( C2 ( C3 ( C4
	Solución
	Solución
	Solución
	C:
	Solución
	La curva C es parte de intersección
	PROBLEMA 6.   Sea F  el siguiente campo de fuerza
	Solución
	Tenemos que
	2.  Una parametrización para el segmento C2
	W = =   + 1 ( +  ( =  (  =
	PROBLEMA 7.    Sea  la superficie  S = S1 ( S2, donde S1 es la parte del cilindro   x2 + z2 = a2 que está en el primer octante y dentro del cilindro    x2 + y2 = a2.  S2 es la parte del cilindro x2 + y2 = a2 que está en el primer octante y dentro del...
	Sea C  el borde de S, orientado como indica la segunda figura adjunta.
	Verificar que
	=  ,
	donde  F(x, y, z) = yzi −xj + (x2 + z2)k
	Solución
	Tenemos que    C = C1 ( C2 ( C3 ( C4   y, por  lo tanto,
	=  +  + +
	Calculemos estas cuatro  integrales separadamente.
	1.  Una parametrización para C1, con la orientación indicada, es
	r(t) = a sen t i  +  0j +  a cos t k,    0 ≤ t ≤
	Luego,
	= a cos t i  + 0j − a sen t k
	F(r(t)) = (0)(a cos t) i − a sen t j + (a2 sen2 t + a2 cos2 t )k
	=  0i  − a sen t j + a2k
	F(r(t))  = − a3 sen t
	=  =  = − a3
	2. Una parametrización para C2, con la orientación indicada, es
	r(t) = a cos t i +  a sen t j  + 0k,  0 ≤ t ≤
	Luego,
	= −a sen t i  +  a cos t j  + 0k
	F(r(t)) = (a sen t) (0) i − a cos t j + (a2 cos2 t + 02 )k
	= 0i  − a cos t j + a2cos2 t k
	F(r(t))  = − a2cos2 t
	=  =  =
	=
	3. Una parametrización para C3, con la orientación indicada,  es
	r(t) = 0i +  a j  + t k,  0 ≤ t ≤ a
	Luego,
	= 0 i  +  0 j  + 1k,   F(r(t)) = at i  + 0 j + t2k,      F(r(t))  = t2
	=   =
	4.  Una parametrización para C4, con la orientación indicada,  es
	r(t) = 0i +  (a − t) j  + a k,  0 ≤ t ≤ a
	Luego,
	= 0 i  − 1 j  + 0k,   F(r(t)) = a(a ( t) i  + 0 j + a2k,   F(r(t))  = 0
	=   =  = 0
	En conclusión,
	= − a3  +  + 0 =
	Solución
	Solución
	PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2
	Rpta.
	Rpta.
	Demostración
	Solución
	INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA
	DEFINICION.   Independencia de la trayectoria.
	Demostración
	CONSTRUCCION DE UNA FUNCION A PARTIR DE SU GRADIENTE
	Solución
	Demostración
	CONSERVACION DE LA ENERGIA
	PROBLEMAS RESUELTOS 5.3
	C :
	Solución
	Solución
	Solución
	Tenemos que:    = 2 + cos x        y      = 3 + cos x
	Solución
	PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3
	En los problemas del 14 al 17, evaluar la integral dada.
	PROBLEMA 1.    Sea  la superficie  S = S1 ( S2, donde S1 es la parte del cilindro   x2 + z2 = a2 que está en el primer octante y dentro del cilindro    x2 + y2 = a2.   S2   es la parte del cilindro  x2 + y2 = a2  que está en el primer octante y dentr...
	Sea C  el borde de S, orientado en el sentido  que indica la segunda figura adjunta.
	Sea   F(x, y, z) = yzi ( xj + (x2 + z2)k
	En el problema resuelto 7 de la sección 5.2 se obtuvo que
	=
	Comprobar este resultado aplicando el teorema de Stokes.
	Solución
	Nos piden probar que tambien se cumple que:
	=
	Tenemos que  rot F =  = 0i + (−2x + y)j  + (−1 ( z)k    y
	=   +
	Calculamos las dos últimas integrales  separadamente.
	1.  S1 es la gráfica de  z =  con dominio  D1 :  0  ≤  y  ≤ , 0 ≤ x ≤ a
	= =
	=   −  =   −
	=   −  =  −
	= −  =  −
	2.  S2 es la gráfica de  y = con dominio D2:  0 ≤  z  ≤ , 0 ≤  x  ≤ a.
	16.  Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas


	Página en blanco

	back kindle 69

		2016-05-19T18:41:47+0000
	Preflight Ticket Signature




